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INTBRPRtTATION  6fiOMfiTlU(|in 

te  coefldeits  <es  tariaUes  <ans  les  ifiattois  les  eovbes  et  les 
sirfaces  dv  second  ordre  (*)  ; 

Par  m.  h.  FAURE, 

Capittine  d'artillerie. 


I.  Considérons  la  conique 

A,i a» H-  A„p*  H-  A„7'  -+-  a A^af  H-  2  A,3a7  -+-  2 A„  ^7=0 

rapportée  au  triangle  de  référence  ABC.  Si  Ton  désigne 
par  Cl  9  Cf  les  points  d'intersection  de  la  conique  avec  le 
côté  A6,  les  droites  cc^ ,  cc^  seront  données  par  l'équa- 
tion 

A„a'  H-  A„p»  +  aA.aap  =  o, 

de  sorte  que  si  ^>  ^  sont  les  deux  racines  de  cette  équa* 

Pi     P» 

tion,  on  a,  en  désignant  par  a,  &,  c  les  longueurs  des 
côtés  du  triangle  ABC, 

oti-oLi An Bc, .  Bc,     b^ 

p,  .Pa       A|,        A^r,  .Ar,     a* 


(*)  Les  notations  seront  les  mêmes  |gue  dans  fnotre  Mémoire  'sur  \^ 
coordonnées  trilinéaires  (a®  série,  t.  II,  p.  289). 


(6) 

puis 

a,       a, /Bc,        Br,\  A aA,? 

pi  "^  F»  ""  \Â^  "^  Â7,/  fl  ■"*  —  TT  ' 

«,        a,  ^  \Bc,        B<r,/  b  ^        A„ 

Ces  deux  dernières   relations  donnent,   en  les  multi- 
pliant, 

A||Am        Acj.Bci        ACf.Bcj 


doii 


4AÎ,         ,       (Ar,,Br,— Ac,.Bc,)' 

4  — • 


AiiAsa  Aci.Acs.BCf.Bct 

mais  les  quatre  poinu  A,  c,  ^  Ct,  B  donnent 

AB.TiC)  =  AC|.BC} —  Acj.Bciy 

011  a  donc,  en  désignant  par  c'  la  longueur  C|.c,, 

/  r'.c'»  \ 

^''^^"^"V"^4Air..Ar,.Bc..Bc,j* 

On  sait  que,  si  par  un  point  A  on  mène  une  droite  ar« 
bitraire  AB,  rencontrant  la  conique  aux  points  Ci^Ct^  le 
rapport  du  produit  Ac|.Acs  ^u  carré  du  demi-diamè- 
tre C  parallèle  à  la  droite  est  constant.  Désignons  ce  rap 
port  par  7r«  pour  le  point  A ,  par  tt^  ,  ite  pour  les  deux  autres 
sommets  B  et  C.  Nous  aurons 


A„        rt'w.' 


de  sorte  que   Féquation  de   la  conique  s'écrit  sous  la 
forme 


(7) 

Les  expressions  sous  le  sîgne^  donnent  chacune  deux 

autres  termes  par  une  simple  permutation*  Les  quan- 
tités a\  V  seraient  les  cordes  de  la  conique  déterminées 
par  les  côtés  a,  h  du  triangle  de  référence  ;  A,  B  les  demi- 
diamètres  parallèles  à  ces  ibèmes  côtés. 

La  forme  sous  laquelle  se  présente  l'équation  de  la 
conique  permet  d'écrire  immédiatement  l'équation  d'une 
conique  circonscrite,  conjuguée  ou  inscrite  au  triangle 
de  référence. 

Si  la  conique  doit  être  circonscrite,  on  a 

ir«  =  ir^  =  ire  =  o; 
l'équation  est  donc,  en  remarquant  que  a'=  a,  V  ss  &, 

cap        ^a7       gpy_^ 
C»  B»         A»  "~ 

Si  la  conique  est  inscrite,  on  a 
donc  son  équation  peut  s'écrire 

Si  la  conique  est  conjuguée,  on  voit  aisément  que 

car  celte  condition  signifie  que  les  points  A,  6  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  points  d^ntersec- 
tion  Cl ,  Cs  de  la  droite  A6  avec  la  conique.  En  effet,  dans 
ce  cas,  on  a 

AB.riC3  =  -^  2Ac,.Bc,y     AB.CiC,  =  Ar,  Bc,. 

(  Géoméirie  supérieure ,  p.  4^0 


(8) 
On  a  donc 

AB   .r,c,   4- 4Ac, .  Acj.Bci.Bc,=  o. 

L'équation  de  la  conique  conjuguée  est  donc 

^«'ff^a^rr:  G. 

II.  Au  moyen  d'un  calcul  analogue  au  précédent^  Té- 
qualion  de  la  surface  du  second  ordre,  rapportée  au  té- 
traèdre de  référence  Â6CD,  se  met  sous  la  forme 

^a'TZaa^-h'l^abaf^lvaiti-hjjj]    =0. 

Dans  cette  équation,  a^b^c^d  sont  les  aires  des  faces 
opposées  aux  sommets  de  même  nom  \  l  est  la  longueur 
de  Tarête  ab\  V  la  partie  de  celte  arête  comprise  dans  la 
surface,  et  L  le  demi-diamètre  parallèle  à  l'arête  /.  Les 
quantités  Tr^^ir^,...  sont,  comme  ci-dessus,  les  rapports 
constants  que  Ton  obtient  en  divisant  le  produit  des  seg- 
ments déterminés  sur  une  droite  issue  des  points  A  ou  6 
par  le  carré  du  demii-diamètre  parallèle  à  la  droite. 

Les  distances  d'uu  point  de  la  surface  aux  faces  respec- 
tives a,  &,  c,  d  étant  désignées  par  a,  ^,  d,  y,  une  simple 
permutation  de  lettres  suffira  pour  écrire  tous  les  termes 
de  Téquation. 

Surface  circonscrite  au  tétraèdre  de  référence.  —  Si 
la  surface  du  second  ordre  passe  par  les  sommets  du  té- 
traèdre ABCD,  on  a 

JT,  rz:  ir^  =  TTe  =  TTrf  =:  O  ; 

comme,  de  plus,  /  =  /',  Téquation  est 

2a.b,n 


(9) 
La  sphère  circonscrite  aurait  pour  équation 

Surface  tangente  aux  arêtes  du  tétraèdre  de  réfé- 
rence. —  Si  la  surface  touche  les  arêtes  du  tétraèdre, 
les  cordes  /'  sont  nulles  \  Téquation  est  donc 

2  a^K^a}  -+-  2^ fl/;  a .  Pw^tt/  =  o. 

Surface  conjuguée  au  tétraèdre,  —  Cette  équation  est 
évidemment 

Remarque.  —  On  peut  également  donner  une  inter- 
prétation géométrique  aux  coefficients  d'une  courbe  ou 
d'une  surface  du  second  ordre,  en  supposant  que  les  va- 
riables soient  les  distances  des  sommets  du  triangle  de 
référence  à  une  tangente,  ou  les  distances  des  sommets  du 
tétraèdre  de  référence  à  un  plan  tangent. 

m.  Désignons  par  r,  /  les  points  d'intersection  d'une 
transversale  issue  d'un  point  R  avec  une  courbe  ou  sur- 
face du  second  ordre,  par  p  le  demi-diamètre  parallèle  à 

la  droite,  nous  dirons  que  le  rapport  — \ —  =  tt^  est  la 

caractéristique  du  point  R.  Cette  caractéristique  est  po- 
sitive pour  un  point  situé  en  dehors  de  la  courbe  ou  de  la 
surface,  négative  dans  le  cas  contraire. 

Si  l'on  désigne  par  d  la  distance  du  point  R,  et  par  à' 
la  distance  du  centre  à  la  polaire  ou  au  plan  polaire  du 
point  R,  on  a  aussi 

_       $ 


(  >o) 
L'interprétation  analytique  de  la  caractéristique  d'un 
point  est  très-facile.  Soit  F  =  o  Téquation  d'une  courbe 
du  second  ordre;  représentons  par  A  =  o  la  condition 
qui  exprime  que  la  courbe  se  réduit  au  système  de  deux 
droites,  et  par  P  =  o  la  condition  qui  exprime  que  le 
centre  de  la  courbe  est  à  Tinfini,  on  aura 

les  variables,  dans  la  fonction  F,  étant  remplacées  par 
les  coordonnées  du  point  R. 

Si  F  est  une  surface  du  second  ordre,  A  =  o  est  la  coQ'* 
dition  qui  exprime  que  la  surface  représente  un  cône, 
P  =  o  est  toujours  la  condition  qui  indique  que  le  eentre 
est  à  l'infini. 


DfilONSTRATIM  NOUVELLE  D'UN  TBfiORÊME  BE  6A1I8S 

RELATIF  AUX  SÉRIES; 

Par  m.  EnoiNE  ROUGHÉ. 


Une  série  à  termes  positifs  est  convergente,  lorsque  le 
rapport 


d'un  terme  au  précédent  reste,  à  partir  d^uu  certain 
rang,  inférieur  à  un  nombre  fixe  moindre  que  Tunité; 
elle  est  divergente  si  ce  rapport  reste,  à  partir  d'un 
certain  rang,  supérieur  à  Tunité.  Mais  on  ne  peut  rien 
affirmer  lorsque  le  rapport  considéré,  ayant  l'unité  pour 
limite,  ne  finit  pas  par  rester  toujours  au-dessus  de  sa 
limite. 


(  >•  ) 

Gauss  a  donné  pour  lever  ce  douie  une  règle  irèa- 
simple  relative  au  cas  où  le  rapport 


s'exprime  par  une  fraction  rationnelle  de  n.  Ce  cas, 
très-fréquent  dans  la  pratique,  n'est  pas  si  particulier 
qu'on  le  croirait  à  première  vue,  si  Ton  oubliait  de  re- 
marquer qu'il  n'est  nullement  question  ici  des  valeurs 
de  Un  et  de  u^^i,  mais  seulemenl  de  leur  rapport. 

Puisque  ce  rapport  a,  par  hypothèse,  l'unité  pour  li- 
mite, le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 
rationnelle  qui  Texprime  doivent  être  des  polynômes 
ayant  même  degré  et  même  premier  terme;  et  dès  lors, 
en  divisant  haut  et  bas  par  le  coefficient  de  ce  premier 
terme,  on  voit  que  le  rapport  considéré  doit  être  de  la 
forme 

X  étant  entier  et  positif. 

Cela  posé,  voici  à  quoi  se  réduit,  en  dernière  analyse, 
le  théorème  de  Gauss  : 

Pour  guune  série  U,  telle  que  le  rapport  d^un  terme 
€ui  précédent  a  la  forme  (i),  soit  convergente,  il  faut  et 
il  9uffit  que  la  différence  A  -^  a  soit  plus  grande  que 
V  unité. 

En  raison  de  sa  simplicité  et  de  son  utilité  pratique, 
cetle  règle  devrait  figurer  dans  les  Éléments.  Mais  la 
démonstration  de  Gauss,  bien  qu  elle  ne  repose  que  sur 
des  principes  faciles  [voyez  le  Traité  de  Calcul  diffé-- 
rentiel  de  M.  Bertrand),  offre  une  certaine  longueur  qui 
explique  peut-être  pourquoi  ce  théorème  n'est  pas  plus 


(  «o 

répandu.  Voici  une  démonstration  très-simple  que  quel- 
ques collègues  m'ont  engagé  à  publier. 


Commençons  par  établir  un  lemme,  qui  n^est  au  fond 
qu*un  cas  particulier  du  tbéorème  général  ; 

p  étant  un  nombre Jixe,  entier  et  positif,  la  série  V, 
telle,  que  le  rapport  d^un  terme  au  précédent  s^ exprime 
par  la  formule 

(2)  ^j^^n^p^a:^ 

Pn         n—p-^i 

est  convergente  lorsque  x  est  positif,  et  divergente  lors^ 
que  X  est  nul  ou  négatif 

En  effet  : 

D'abord,  pour  j:  =  o,  la  série,  ne  différant  pas  de  la 
série  harmonique,  est  divergente 

Supposons  donc  x  différent  de  zéro.  La  relation  (a) 
donne 

4:p„==(/i— /?)♦»„  — (/l  ^l^p)ç^^. 

En  changeant  successivement  n  en  n  —  i,  n  —  ^v**}  Pj 
ajoutant  et  désignant  par  S„  la  somme 

on  trouve 

ou,  en  exprimant  v^i  en  fonction  de  Vp  à  l'aide  de  la 
relation  (a), 

.r.S„=:  —    /l-h  I  —p)Pp  ^ ^^ ^ ,  ,      ^ '^ 

'^  l.2.3...{/i— /? -4-l) 

d'où 

Or,  à  mesure  que  n  croit  de  plus  en  plus,  cette  somme 


(3) 


(  «3) 
tend  évidemment  vers  zéro  lorsque  x  est  positif  et  croit 
indéfiniment  lorsque  x  est  négatif.  Donc,  etc. 

II. 

Cela  poséy  pour  démontrer  la  règle  de  Gauss,  il  nous 
suffira  de  comparer  les  séries  U  et  Y,  à  Taide  de  ce  théo- 
rème bien  connu  : 

Si  une  série  V  est  convergente  et  quon  ait,  à  partir 
d'un  certain  rang, 

la  série  U  sera  conî^ergente;  et  si,  la  série  Y  étant  dtr- 
vergente,  on  a,  à  partir  d'un  certain  rang, 

la  série  U  sera  divergente. 
Considérons  donc  le  rapport 

_    /i^"^'  -4- (a  — /?H-  t)  /î^-f-  (b  —  pa  -f-a)/!^""'  -h.  .  . 
~  ;,^-+-» -,- (A  — />  —  x)/i^ -h  (B  —  ^A— Ax)/î^~' -4-. . . 
ou 

Désignons  la  dernière  fraction  par  R  et  distinguons 


(  '4) 

trois  câS)  suivant  que  la  quaniitë 
A  —  a  —  I 

est  positive,  négative  ou  nulle. 

Dans  le  premier  cas,  laissons  arbitraire  le  nombre  en- 
tier et  positif  p)  et  prenons  pour  x  un  nombre  positif  in- 
férieur à 

A  —  a  —  I. 

Â  partir  d'une  certaine  valeur  de  /?,  on  aura  alors  évi- 
demment R>o,  le  rapport  (3)  sera  donc  moindre  que  î; 
et  comme,  x  étant  positif,  la  série  V  est  convergente,  la 
série  U  le  sera  aussi. 

Dans  le  second  cas,  laissons  encore  p  arbitraire  et  pre- 
nons X  égal  à  zéro.  A  partir  d^une  certaine  valeur  de  /i, 
on  aura  alors  R<^  o  ;  le  rapport  (3)  sera  donc  plus  grand 
que  I  \  et  comme,  x  étant  nul,  la  série  Y  est  divergente, 
la  série  U  le  sera  aussi  • 

Enfin,  dans  le  dernier  cas,  prenons  x  égal  à  zéro,  nous 
aurons 


R  = 


z,^- 


Si  donc  nous  prenons  pour  p  un  nombre  entier  et  posi- 
tif supérieur  à 

B  —  ^  —  «, 

nous  aurons,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  »,  R  <^o  -, 
le  rapport  (3)  sera  donc  supérieur  à  i  ;  et  comme,  x  étant 
nu],  la  série  V  est  divergent^,  la  série  U  le  sera  aussi. 
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PLANS  TANGENTS  COMMUNS  A  DEUX  CONES  DE  REVOLUTION 
AYANT  MÈNE  SOMMET; 

Par    m.    a.    GODART. 


On  trouve  dans  Hachetlc  une  solution  de  ce  problème, 
généralement  reproduite  dans  les  Traités  de  Géométrie 
descriptive.  Nous  en  proposons  une  nouvelle  qui  conduit 
a  un  tracé  plus  simple. 

Prenons  pour  plan  horizontal  le  plan  qui  contient  les 


axes  des  deux  cônes  et  qui  coupe  le  premier  suivant  les 
génératrices  SA,  SB,  et  le  second  suivant  les  génératrices 
se,  SD. 


{  «6) 

Décrivons  du  point  S  comme  centre  une  circonférence 
(le  rayon  arbitraire  aj3yj. 

Les  deux  lignes  ay,  jScî  se  coupent  en  un  point  T  qui 
appartient  à  la  trace  horizontale  d*un  couple  de  plans 
tangents  communs*  La  ligne  STi  qui  passe  par  le  point 
de  rencontre  des  lignes  y^^  da  est  la  trace  horizontale  du 
second  couple  de  plans  tangents  communs. 

Pour  le  démontrer,  imaginons  la  sphère  inscrite  dans 
le  cône  ASB,  qui  touche  la  génératrice  SA  en  a,  et  la  gé- 
nératrice SB  en  ^. 

Concevons  de  même  la  sphère  inscrite  dans  le  cône 
CSD  qui  touche  la  génératrice  SC  en  y  et  la  génératrice  SD 
en  î. 

Un  plan  tangent  commun  aux  deux  cônes  est  égale- 
ment tangent  à  chacune  de  ces  sphères,  et  contient  par 
conséquent  le  sommet  d'un  cône  qui  serait  circonscrit  à 
la  fois  à  ces  deux  sphères. 

Mais  ce  sommet  est  un  centre  de  similitude  de  ces  deux 
sphères,  ou  bien  le  centre  de  similitude  de  leurs  deux 
cercles  dMntersection  avec  le  plan  horizontal. 

Remarquons  maintenant  que  la  circonférence  (S)  est 
orthogonale  aux  deux  cercles  dont  nous  venons  de  parler. 
Et  Ton  sait  que  si  Ton  mène  un  cercle  orthogonal  à  la 
fois  à  deux  cercles,  les  lignes  qui  joignent  les  points  d'in- 
tersection deux  à  deux  passent  par  les  centres  de  simili- 
tude (*).  Donc  le  point  T,  centre  de  similitude  interne 
des  deux  sphères  considérées,  appartient  à  un  couple  de 
plans  tangents  communs  aux  deux  cônes.  Le  point  Tt , 
centre  de  similitude  externe,  appartient  aux  deux  autres 
plans  tangents  communs. 

(*)  PoNCBLET,  Applications  d* Analyse  et  de  Géométrie,  t.  I. 
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ROTE  SDR  LE  NOMBRE  BBS  GONIQUES  QUI  TOUGRENT 
CINQ  POINTS  UNE  COURBE  DU  CINQUIÈME  DEGRfi; 

Par  m.  Th^ouorb  BERNKR, 
Docteur  en  Philosophie  à  Berlin. 


J'avais  imaginé,  il  y  a  quelque  temps,  une  méthode 
indnclive  pour  évaluer  le  nombre  des  coniques  qui  satis* 
font  h  cinq  conditions  données;  et  comme  je  suis  par- 
venu, sans  avoir  connaissance  des  belles  recherches  de 
M.  Chasles,  à  des  résultats  conformes  à  ceux  qui  sont  in- 
diqués par  ce  grand  géomètre  dans  les  Comptes  rendus^ 
je  veux  exposer  en  peu  de  mots  les  principes  de  cette 
méthode. 

J'ai  montré  {*)  qu'étant  donnée  une  courbe  quelcon- 
que A  du  n'^'"'  degré,  on  peut  toujours  supposer  qu'elle 
soit  infiniment  voisine  à  n  droites  quelconques  D,  sans 
nuire  à  sa  généralité,  c^est-à-dire  qu'on  peut  prendre 
la  courbe  telle,  qu'elle  soit  infiniment  prête  à  être  ré- 
duite à  n  droites  D.  J'ai  montré  de  plus  qtte  cette  courbe  A 
peut  être  considérée  comme  ligne  droite  dans  toute  l'é- 
tendue d'une  des  droites  D,  excepté  les  points  d'inter- 
section avec  les  autres  droites.  Mais,  dans  tous  ces  points 
que  je  veux  appeler  poinfs  doubles^  la  courbe  A  se  con^ 
fond  avec  des  hyperboles  (réelles  ou  imaginaires). 

Une  courbe  quelconque  B,  touchant  une  des  droites  D, 
doit  être  considérée  comme  touchant  la  courbe  A*  Une 
courbe  B,  passant  par  un  point  double  des  droites  D,  re- 


(*)  De  transformatione  tecundi  ordimis,  etc»  «  Sur  1a  transformation  géo- 
métrique du  second  ordre,  »  $  8.  Berlin,  GaWary  et  C^. 

Im.  d€  Maihémai.,  a«  série,  t.  V.  (Jaa?ier  i866,)  3 


(  i8) 
présente  deux  courbes  touchant  la  courbe  A  dans  les  deux 
branches  hyperboliques.  Si  la  courbe  B  passe  par  deux 
points  doubles,  elle  représente  quatre  courbes  dont  cha- 
cune touche  deux  fois  la  courbe  Â,  et  ainsi  de  suite.  Si  la 
courbe  B  passe  par  n  points  doubles,  on  peut  la  considé- 
rer comme  étant  composée  de  *i!^  courbes  coïncidantes  qui 
'  deviendront  distinctes  en  faisant  disparaître  les  points  dou- 
bles et  y  substituant  les  hyperboles  infiniment  voisines. 

J'ai  indiqué  dans  le  Mémoire  cité  de  quelle  manière 
on  peut  employer  ces  remarques  à  une  grande  partie  des 
questions  traitées  récemment  par  M.  Chasles.  Dans  tons 
les  cas  où  la  conique  passe  par  des  points  donnés  ou 
touche  des  courbes  données  une  tende  fois  chacune,  ma 
méthode  n'offre  pas  de  difficultés  et  les  résultats  sont  en 
parfaite  harmonie  avec  ceux  de  M.  Chasles.  Au  contraire, 
si  les  conditions  sont  telles,  qu'une  seule  des  courbes 
données  doit  être  touchée  par  la  conique  dans  plusieurs 
points^  la  méthode  de  M.  Chasles  n'est  guère  appli- 
cable (*),  et  je  ne  peux  trouver  par  la  mienne  qu'une  li- 
mite inférieure  du  nombre  cherché.  Aussi,  en  traitant 
des  coniques  touchant  en  cinq  points  une  courbe  du  cin* 
quième  ordre,  je  me  propose  seulement  d'établir  que  le 
nombre  des  solutions  données  autrefois  par  M.  de  Jon- 
quières  dans  ce  journal  (t.  III,  p.  222)  est  trop  petit.  Je 
n'énumérerai  que  les  coniques  dont  Texistence  n'est  pas 
douteuse. 

Supposez  la  courbe  du  cinquième  degré  dissolue  en  cinq 
droites.  Cinq  droites  forment  la  pentagones  simples.  On 
peut  circonscrire  à  chacun  d'eux  une  conique  qui,  passant 
par  cinq  points  doubles,  doit  être  comptée  a**  fois. 


(*)  Elle  est  applicable  avec  quelques  modifications.  {Voirf  sur  les  con- 
ditions multiples,  Comptes  rendus  :  Gbaslbs,  aa  août  i864;  GasMOSiA,  7  no- 
vembre i864)  et  tout  récemment  ZnrrHiOf,  22  janvier  18CG.)  P. 


{  '9) 
Ainsi  l'on  a 

1.12.2^  coniques  touchant  la  courbe  dan» cinq  poinl». 
Otez  une  des  cinq  droites  :  cela  se  peut  de  5  manières 
différentes.  Les  quatre  droites  qui  vous  restent  consli- 
tuenl  3  quadrilatères  simples.  On  pçut  circonscrire  à 
cbacnn  d*eux  deux  coniques  qui  touchent  la  droite  sup-> 
primée.  Ces  coniques,  passant  par  quatre  points  doubles, 
doivent  être  comptées  2^  fois. 
On  aura  donc 

5 . 3 .  â .  !^*  coniques. 

Maintenant  ôtez  deux  droites  :  cela  est  possible  de  10 
manières  différentes.  Les  trois  droites  qui  restent  consti- 
tuent un  triangle  auquel  on  peut  circonscrire  quatre  co- 
niques touchant  les  deux  droites  réservées.  Chacune  de  ces 
coniques,  passant  par  trois  points  »  sera  comptée  a*  fois« 

Il  en  résulte 

— ^  .4 '2*  coniques. 

En  ôtant  trois  ou  quatre  droites,  il  ne  reste  aucun  po- 
lygone raisonnable^  mais  k  toutes  les  droites  on  peut  in- 
scrire une  seule  conique.  En  ajoutant  tous  les  nombres 
trouvés,  il  vient 

i.a  ^ 
Ce  nombre  étant  trouvé  d'une  manière  géoméirù/ue^ 
on  peut  le  considérer  comme  limite  infériearo  du  nombre 
cherché.  M.  de  Jonquièresne  trouve  que  11 35  coniques. 
Aussi  la  formule  dont  il  déduit  ce  résultat  ne  saurait  être 
juste  (*). 

Note  du  Rédacteur,  —  La  méthode  qui  précède  a  déjà  été  employée  par 

(^)  Cette  formule, obtenue  au  moyen  du  procédé  indiqué  par  M.Berner> 
présente  eflectivement  une  faute  dans  le  dernier  coefficient  qui  devrait 
être  4-  iS  au  lieu  de  —  35.  Cette  faute  a  été  corrigée  danslVrrato  du  der-» 
nier  vol  unie.  P. 


(ao) 

pIuBieun  géomètres  pour  trouver  le  nombre  des  solutions  de  certai os  pro- 
blèmes. Malheureusement  elle  ne  donne  qu'une  limite  inférieure  du 
nombre  cherché  et  n'offre  absolument  aucun  moyen  de  reconoaitre  si  le 
nombre  trouvé  est  exact  ou  trop  petit.  M.  Ghasles  ne  procède  point  ainsi: 
au  lieu  de  demander  ù  un  cas  très-particulier  la  solution  d'un  problème 
très-général,  il  remplace  les  conditions  géométriques  du  problème  par 
d'autres  équivalentes,  mais  plus  simples,  et  par  une  suite  de  réductions 
arrive  aux  problèmes  les  plus  élémentaires.  Tout  l'intérêt  de  son  travail 
est  dans  cette  marche  rigoureuse,  neuve  et  féconde.  Car  il  importe  peu 
au  fond  qu'il  y  ait  3364  coniques  tangentes  à  5  coniques  données  ou 
qu'il  y  en  ait  7776;  mais  il  importe  beaucoup,  comme  le  dit  Leibnia,  de 
perfectionner  l'art  d'inventer  et  de  trouver  par  raison  tout  ce  qui  se  peut 
trouver  par  raison. 

L'admirable  méthode  de  M.  Chasles  et  ses  travaux  antérieurs  lui  ont 
valu  une  distinction  très-rare.  La  Société  Royale  de  Londres  lui  a  décerné 
la  médaille  de  Copley.  Mous  publierons  des  extraits  du  Rapport  du  gé- 
néral Sabine,  président  de  la  Société  Royale.  P. 


GORRBSPONDAKCE. 


M,  Y.  9  de  Bruxelles,  nous  écrit  au  sujet  d'un  concours 
qui  a  eu  lieu  en  Belgique,  et  dont  nous  avons  parlé  dans 
notre  dernier  volume.  Nous  n'insérons  pas  cette  commu* 
nication,  parce  que  son  auteur  ne  nous  fait  connaître 
ni  son  nom,  ni  son  adresse.  Quand  nous  admettons  un 
article  sans  signature,  nous  en  prenons  pour  ainsi  dire 
la  responsabilité  devant  nos  lecteurs  :  il  est  donc  bien 
j  uste  que  nous  sachions  à  qui  nous  avons  afiaire.      P. 
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CONCOURS  D'ADMISSION 
A  L'CGOU  IMPÉRIALE  POLYTECHNIOUK  IN  1865. 


COMPOSITION  MATHEMATIQUE, 
Par  m.  Paul  MOËSSARD. 

On  donne  dans  un  plan  une  parabole.  On  considère 
une  circonférence  passant  par  le  foyer  de  cette  para- 
bole. On  propose  d^ indiquer  les  régions  du  plan  ou 
doit  se  trouver  le  centre  de  la  circonférence  pour  que 
cette  courbe  ait  successivement  avec  cette  parabole  quatre 
points  réels  communs,  quatre  points  imaginaires  com-- 
munSy  deux  points  réels  et  deux  points  imaginaires 
communs.  On  étudiera  la  forme  et  les  propriétés  dé  la 
courbe  qui  sépare  les  deux  premières  régions  de  la  troi-- 
sième. 

Je  prends  pour  origine  des  coordonnées  le  foyer  de  la 
parabole  fixe^  pour  axe  des  x  Taxe  de  cette  parabole,  et 
pour  axe  des^  une  perpendiculaire  élevée  au  foyer. 

Soit  ap  le  paramètre  de  la  parabole;  son  équatiorï 
sera 


np 


(^-^f)==^- 


Uëquatiou  d'un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  a  et  &,  et  passant  à  Torigine,  est 
j;î  -4_  j3  —  7.ax  —  2  ^jr  =  o. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  Tinter- 
section  des  deux  courbes  est  donc 


Jr'  4-  /'  —  2  flJF  ■ 


2^J-*->rj'-2/;(«4-^jlr^O,, 


(M) 

oa  bien 

Je  yrm  exprimer  que  ceUe  équation  représente  un 
système  de  deux  droites  qui  seront  alors  les  secanles  com- 
munes aux  deux  courbes.  Pour  cela  j'exprime  que  le 
centre  de  cette  conique  est  sur  la  courbe.  Pécris  les  équa- 
tions du  centre,  et  ce  que  devient  l'équation  de  la  co-> 
nique  quand  on  tient  compte  des  équations  du  centre  ;  j'ai 
ainsi 

X  —  a  —  />i  z=  o, 
^(,H-X)-.6  =  o, 

Il  faut  éliminer  x  et  jr  entre  ces  équations^  en  rem* 
plaçant  x  eijr  par  leurs  valeurs  dans  la  troisième,  j'ai 

équation  dont  les  trois  racines  me  donneront  des  sys- 
tèmes de  sécantes  communes. 

Cherchons  la  condition  pour  que  les  racines  de  cette 
équation  soient  toutes  trois  réelles. 

Je  l'ordonne  : 

;?n»-+-3/?(/?-+-tf)V-*-  (p-^ayi  -4- II»  H- *»  =  o. 

Je  fais  maintenant  disparaître  le  terme  en  X'.  Pour 
cela  je  diminue  toutes  les  racines  de  cette  équation  du 
tiers  de  la  somme  de  ses  racines,  c'est-à-dire  de  la  quan- 

tué  toujours  réelle ^-^fi — -  on ^ ^• 

Je  remplace  donc  X  par  |ul ^- . 

Soit/(A)  =  o  la  première  équation.  J'y  fais  X  =  /ji  +  A« 


(»3) 
et  j'ai 

Je  calcule  ces  différents  coefficients  : 

IIP  Qp  Zp 

—  ^  3  (/?  -f-  fl)^  H-  %Tp  (fl*  "t"  b^) 

/"(A)=o, 
et 

r(h):=:-^&p\ 

L'équation  en  ^^.  sera  donc 

3       f^  %TP 

Formons  la  condition  de  réalité  des  racines  de  cette 
équation  ;  c'est 

27./>*  '  27*/>«  • 

ou 

—  4  (/?  -4-  «)•  -h  [2  (;>  -4-  a)»  —  27;?  (a*  -4-  h^)^  < o, 

ou  bien  encore 

f  4  {p  -+-  «)•  —  ^ip  («'  ^-  ^')1  [—  ^ip  («'  -+-  ^')]  <  o. 

Le  second  facteur  est  toujours  négatif  (*);  donc  la 


(^)  Plusieurs  élèves  ont  remarqué  qu'en  galant  ce  facteur  à  zéro,  on 
obtient  le  foyer  qui  peut  être  considéré  comme  faisant  en  quelque  sorte 
partie  du  lien,  en  regardant  ce  point  comme  un  cercle  de  rayon  nul  et 
doublement  tangent  à  la  parabole.  Mais  la  suppression  de  ce  facteur  com- 
mon  ne  pe«t  avoir  iei  avcnne  Importance.  P. 


(>4) 

eondition  se  réduit  à 

(l)  4(y:,-+-^)»-_   27^(fl>-hA')>0. 

Si  Ton  avait 

la  parabole  et  le  cercle  seraient  tangents,  puisque,  Téqua- 
tion  en.X  ayant  deux  racines  égales,  deux  des  systèmes  de 
sécantes  communes  se  réduiraient  à  un  seul.  Si  donc  nous 
construisons  la  courbe 

elle  séparera  les  deux  régions  du  plan  où  doit  se  trouver 
le  centre  pour  que  les  racines  de  Téquation  en  X  soient 
toutes  réelles,  ou  qu'il  n^y  en  ait  qu'une  de  réelle. 
Je  résous  Téquation  par  rapport  à  y  : 

^ 4  (/^  "*"*)*—  ^Tpx* 4**"~  l5/>Jr'-4-  12/>*X  -4-4/'* 

Cherchons  à  décomposer  le  numérateur  en  facteurs  du 
premier  degré,  si  faire  se  peut. 

Si  j'égale  a  zéro  la  dérivée  de  ce  numérateur, 

1**  —  5px  -+-  3^*  =  o, 

les  racines  de  cette  équation  sont  apei-- 

Or,  a/7  annule  le  numérateur  de  la  valeur  de  j^';  donc 
X —  21/7  est  facteur  double  de  ce  numérateur,  et,  en  effec- 
tuant la  division,  on  trouve  comme  troisième  facteur 
4j?4-/7. 
Donc 

^  (4■^-^-p)(^- V)^ 
'^IP 

Celte  courbe  est  symétrique  par  rapport  a  Taxe  des  x. 


(ao) 

Pour  X  inférieur  k  — .^»  j*  est  n^atif  et  j  imagi- 
naire ;  pour  a:  =  — Ç»  j'= o,  et  en  ce  point  (C)  la  tangente 
est  parallèle  à  Taxe  des  j^» 

j  augmente  ,  et,  pour  or  =  o,  ^*  =  —p*y  et  comme 

2OA. 
OA  =p,  je  pose  OB  =  r-y=  • 

Puis,  pour  X  =  a^,  jr  ===  o,  et  la  courbe  a  un  point 
double  ;  soit  OD  =  !Àp. 

Les  (coefficients  angulaires  des)  tangentes  en  ce  point 
sont 

±linj — L —     pour     «=:2p, 

X  —  ^p 

^  I 

c  est-à-dire  ^"/f  • 

Puis,  X  devenant  infini,^  devient  aussi  infini. 

Comme,  dans  Féquation  (de  la  courbe),  les  termes  du 
plus  haut  degré  se  réduisent  à  x',  les  branches  infinies 
tendent  à  devenir  parallèles  à  Taxe  des  j.  Du  reste,  leurs 
asymptotes  sont  transportées  à  Tinfini-,  ce  sont  des 
branches  paraboli^es. 

Voyons  maintenant  quelles  sont  les  propriétés  de  cette 
courbe  et  des  r^ons  qu'elle  sépare. 

Nous  savons  que  quand  le  centre  du  cercle  sera  sur 
cette  courbe,  le  cercle  sera  tangent  à  la  parabole.  Pour 
le  point  C,  il  est  manifeste  que  le  cercle  n'aura  avec  la 
courbe  que  deux  points  d'intersection  réunis  en  un 
seul  ;  donc  tous  les  autres  points  des  branches  CD  de  la 
courbe  seront  centres  de  cercles  tangents  à  la  parabole  et 
ne  la  coupant  pas  d'ailleurs.  En  Die  cercle  serabitangent 
à  la  parabole,  et,  pour  tous  les  autres  points  des  branches 
infinies  partant  du  point  D,  les  cercles  seront  tangente 


(a6) 
à  la  parabole  et  la  couperont  en  deox  autres  points  dis- 
tincts* 

Les  points  de  cette  courbe  sont  donc  tels,  que  la  lon- 
gueur d'une  normale  menée  de  Tun  d*enz  i  la  parabole  est 
égale  à  la  distance  de  ce  point  an  foyer^  et  en  appdant  la 
longueur  de  cette  normale  la  distance  du  point  a  la  para- 
bole, cette  courbe  est  le  lieu  des  points  également  distants 
d'une  parabole  et  de  son  foyer. 

Voyons  maintenant  pour  quelles  parties  du  plan  les 
racines  de  l'équation  en  X  seront  réelles  toutes  trois. 

Pour  le  point  O,  x  =  o,  /  =  o,  la  condition  (i)  est  sa- 
tisfaite; donc,  pour  ce  point  et  pour  tous  ceux  qui  sont 
dans  la  région  hachée,  les  trois  racines  de  Téquation  en  X 
sont  réelles.  Pour  tous  les  points  du  plan  compris  dans 
cette  région^  les  cercles  auront  donc  quatre  points  réels 
ou  quatre  points  imaginaires  communs  avec  la  courbe,  et 
poar  tous  les  points  situés  en  dehors,  les  cercles  auront 
seulement  deux  points  réels  communs  avec  la  parabole. 

Distinguons  maintenant  les  parties  de  cette  région  qui 
correspondent  à  quatre  points  réels  ou  à  quatre  points 
imaginaires  communs.  Pour  le  point  O,  le  cercle  en  ques- 
tion n'a  aucun  point  réel  commun  avec  la  parabole;  il  en 


esi  donc  de  même  pour  tous  les  points  compris  dans  la 
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boocle  CD.  Aa  contraire,  les  poinis  compris  entre  les 
deux  branches  infinies  donneront  des  cercles  ayant  quatre 
points  réels  communs  avec  la  parabole. 

Donc,  en  résumé  : 

1^  Pour  les  points  compris  dans  la  boucle  CD,  les 
cercles  ne  rencontreront  pas  la  parabole. 

a^  Pour  les  points  situés  sur  la  boucle  même,  les  cer- 
cles seront  tangents  et  ne  la  couperont  pas  autrement. 

3^  Pour  tous  les  points  compris  dans  Tespace  laissé 
en  blanc,  les  cercles  ne  rencontreront  la  parabole  qu'en 
deux  points. 

4^  Pour  les  points  situés  sur  les  branches  de  courbe  ED, 
D6,  les  cercles  seront  tangents  à  la  parabole  et  la  cou- 
peront en  deux  autres  points. 

5*^  Enfin,  pour  les  points  compris  entre  ces  deux  bran- 
ches, dans  l'angle  curviligne  EDG,  les  cercles  couperont 
les  paraboles  en  quatre  points. 

Note  du  Rédaeuur.  —  Cette  copie  a  mérité  la  DOte  19.  Plusieurs  autres 
élères,  sam  aToir  aussi  bien  Tait  dans  Tensemble,  ont  noté  plusieurs 
choses  dignes  de  remarque.  Quelques-uns  ont  employé  les  coordonnées 
polaires,  qui  conduisaient  plus  immédiatement  à  une  équation  simple. 
Quant  aux  propriétés  de  la  ooorfte,  partie  vague  et  mal  limitée  de  la 
question,  on  ea  trouTera  qaelqaea-nnes  dans  le  travail  suivant.       P. 


HMPRliTtS  M  U  OMRK  ntCfiNNTB; 

Pax  MM«  barbier  xt  LUCAS, 

Astronomes  de  TObservatoire  de  Paris  (*). 


1 .  La  perpendiculaire  NP  au  milieu  du  rayon  vecteur 
de  la  parabole  touche  la  coarbe  an  point  P  ;  en  effet, 

(*)  Nous  supprimons  les  deux  premières  parties  de  ce  travail  qui  font 
double  emploi  avec  Tartiele  précédent. 
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dans  le  mouvement  de  l^angle  droit  FNP,  le  centre  instan- 
tané de  rotation  est  le  point  O,  intersection  de  la  per- 
pendiculaire FO  élevée  sur  FM,  et  de  la  normale  NO  au 
lieu  du  point  N  ;  la  similitude  évidente  des  lieux  du  point 
N  et  du  point  M  fait  voir  que  NO  est  parallèle  à  MP^ 


FO  est  égal  à  INP,  OP  est  perpendiculaire  sur  NP,  don<; 
le  point  P  est  le  point  où  NP  touche  son  enveloppe. 

La  parabole  6N  est  donc  la  podaire  de  la  courbe,  le 
pôle  étant  au  foyer  ;  la  podaire  de  la  parabole  est  sa  tan- 
gente au  sommet*,  on  peut  donc  dire  que  la  podaire  de  la 
podaire  de  la  courbe  est  une  ligne  droite. 

S.  Le  rayon  de  lumière  FP  se  réfléchirait  sur  la  courbe 
dans  la  direction  MP  prolongée,  c^est-à-dire  dans  la  di- 
rection de  la  normale  à  la  parabole  au  point  N  ;  il  résulte 
de  cette  remarque  que  la  caustique  par  réflexion  de  la 
courbe  est  la  développée  de  la  parabole.  Le  point  lumi- 
neux est  au  foyer  de  la  parabole. 

3.  L  ordonnée  NI  et  la  droite  NP  sont  également  incli* 
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nées  sur  la  normale  NO  &  la  parabole  BN.  Il  résulte  de 
là  que  la  eourbe  est  la  caustique  par  réflexion  de  la  para- 
bole BN  pour  des  rayons  incidents  perpendiculaires  à  Taxe 
de  la  parabole. 

Cette  courbe  est  étudiée  à  ce  titre  dans  Vjinalyse  des 
infiniment  petits  du  marquis  deTHôpital. 

4.  Le  point  O  est  le  milieu  du  rayon  de  courbure  de  la 
parabole  BN  au  point  N. 

Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  pro- 
position connue  :  Si  une  courbe  réfléchit  des  rayons  pa- 
rallèles, la  projection  du  milieu  du  rayon  de  courbure  de 
cette  courbe  sur  le  rayon  réfléchi  correspondant  donne  un 
point  de  la  caustique. 

5.  Soit  L  la  projection  du  point  P  sur  l'axe  AX  et  I  la 
projection  du  point  N  sur  le  même  axe  \  on  a  BL  =  3  BI. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  remarquons  que  si 
l'on  prend  sur  le  prolongement  N(y  de  la  normale  à  la 
parabole  BN  une  longueur  NCX  égale  a  la  moitié  du  rayon 
de  courbure  au  point  N,  le  point  CK  est  un  point  de  la  di- 
rectrice  ÂCK  de  cette  parabole. 

De  l'égalité  de  NO  et  de  NO  résulte  celle  des  projec- 
tions AI  et  IS  de  ces  deux  longueurs  ;  on  voit  donc  que  FL 
est  égal  à3FI-+-AF  ou  3FI-HaBF;  à  ces  deux  quan- 
tités égales  il  suffit  d'ajouter  BF  pour  avoir  l'égalité 

BL  =  3(FI+BF) 

qui  devient  évidemment  celle  que   nous    voulions  dé- 
montrer. 

6.  L'arc  de  courbe  BP  a  pour  longueur  le  chemin  INP 
parcouru  par  le  rayon  de  lumière  entre  l'axe  de  la  para- 
bole et  la  caustique. 

Cette  proposition  revient  à  la  suivante  :  Si  Ton  prend, 
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sur  le  prolongement  de  PN,  Nf  ^NI,  le  lieu  du  point  t 
est  une  développante  de  la  courbe  BP.  Il  suffit  de  faire 
voir  que  ce  lieu  de  V  est  normal  à  PI'. 

Cette  dernière  proposition  peut  être  démontrée  ainsi  : 
Appelons  N'F  une  position  de  NF  infiniment  voisine 
deNr.  L'élément  de  parabole  I^N'  a  des  projections  égales 
sur  NI  et  sur  NP,  on  verra  facilement  d'après  cela  que  la 
projection  de  F  sur  NI'  doit  tomber  au  point  I  pour  que 
N'F  puisse  être  regardé  comme  égal  à  sa  projection 
sur  Nr.  Donc  le  lieu  de  V  est  normal  à  PF. 

7.  Les  tangentes  aux  points  où  Taxe  FY  rencontre  la 
courbe  BP  se  coupent  sous  un  angle  de  60  degrés  ;  nous 
avons  déjà  dit  que  les  tangentes  au  point  double  se 
coupent  sous  le  même  angle  de  60  degrés.  Ces  proposi- 
tions sont  des  cas  particuliers  de  la  suivante  : 

Si  l'on  mène  une  droite  par  le  point  F,  elle  coupe  la 
courbe  en  trois  points  ;  les  tangentes  en  ces  trois  points 
forment  un  triangle  équilatéral. 

Cette  élégante  proposition  est  elle-même  comprise 
dans  le  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  a  la  courbe  BP  aux  extrémités  de  deux 
rayons  vecteurs  font  un  angle  égal  aux  \  de  l'angle  de  ces 
rayons  vecteurs. 

Plus  généralement,  les  tangentes  aux  extrémités  de 
deux  rayons  vecteurs  d'une  courbe  pcos''-  =  a  se  cou- 
pent sous  un  angle  égal  à  la  fraction de  Tangle  de 

ces  rayons  vecteurs. 

8.  La  polaire  réciproque  de  la  courbe  par  rapport  à 
une  circonférence  dont  le  centre  est  au  foyer  F  est  une 
cardioïde.  Cela  résulte  de  cette  proposition  connue  c  La 
polaire  réciproque  d'une  courbe  par  rapport  a  un  cercle 


(ÎI  ) 

est  la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la 
podaire  de  la  courbe,  le  pôle  étant  le  centre  du  cercle. 

9.  Si  Ton  considère  toutes  les  courbes  obtenues  en  fai- 
sant varier  le  paramètre  de  la  parabole,  on  obtient  une 
série  de  courbes  dont  les  trajectoires  orthogonales  sont  des 
courbes  égales  aux  premières.  Il  en  est  de  même  pour  les 
trajectoires  coupant  chacune  des  courbes  de  la  série  sous 
un  angle  constant. 

10.  Remarquons  enfin  que  la  courbe  étudiée  rentre  dans 
la  famille  des  courbes  dont  Féquation  est  p'*=:a"cosnci). 
Ces  courbes  se  substituent  les  unes  aux  autres  par  la 
transformation  p'^np"^  (f/=noa,  et  on  sait  que  cette 
transformation  n'altère  point  les  angles;  on  peut  donc 
déduire  la  plupart  des  propriétés  précédentes  des  pro- 
priétés correspondantes  de  la  droite,  du  cercle  ou  de  la 
parabole,  courbes  de  la  famille  considérée. 


sir  1m  empaûtions  de  Trigaioiétrie  et  de  Hathéiati^ies  Tailes  es  I86S 
pour  radnissioa  à  lÉeele  Pelytecbiqie. 


Trigonométrie . 

On  proposait  de  calculer  les  angles  d'un  triangle  dont 
on  donnait  les  trois  côtés.  Sur  3ao  candidats  admissibles, 
121  ont  résolu  la  question  sans  faute  ou  avec  une  seule 
faute  légère.  La  nïoyenne  générale  des  notes  a  été  i4i86  : 
la  moyenne  des  candidats  de  Paris,  i49^i;  àe  province, 
16,07.  En  somme,  le  résultat  est  satisfaisant.  Il  le  serait 
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encore  plus  si  les  élèves  prenaienc  certaines  précautions 
fort  simples  sans  lesquelles  le  meilleur  calculateur  peut 
se  tromper.  Par  exemple,  si  Ton  a  fait  la  somme  de  plu- 
sieurs logarithmes,  il  faut  recommencer  immédiatement 
l'opération  dans  un  ordre  inverse.  De  même,  quand  on 
a  pris  la  moitié  d^un  nombre,  il  faut  doubler  le  résultat 
et  voir  si  l'on  obtient  le  nombre  proposé.  En  un  mot, 
chaque  opération  partielle  doit  être  suivie  immédiatement 
de  sa  preuve.  Une  des  erreurs  les  plus  fréquentes,  et  que  la 
preuve  ferait  connaître  et  corriger  de  suite,  est  celle  que 
l'on  commet  en  prenant  la  moitié  d'un  logarithme  à  ca-« 
ractéristique  négative  et  impaire.  Au  lieu  de  prendre  la 
moitié  de  la  caractéristique  augmentée  de  i,  on  prend  la 
moitié  de  cette  caractéristique  diminuée  de  i .  On  trouve 
une  dernière  vérification  en  ajoutant  les  trois  angles  cal- 
culés. Il  faut  que  la  somme  soit  i8o  degrés,  ou  n  en  dif- 
fère que  de  quelques  centièmes  de  seconde.  Une  erreur 
de  plusieurs  degrés  indique  que  le  résultat  est  fautif:  on 
doit  alors  repasser  son  calcul  pour  voir  où  peut  être  la 
faute,  et  si  on  la  trouve,  la  signaler  quand  même  on 
n'aurait  pas  le  temps  de  la  corriger^  cela  augmentera  la 
note  d'une  ou  deux  unités.  Comme  Tannée  dernière, 
nous  répéterons  qu'il  faut  se  borner  aux  calculs  deman- 
dés. Faire  plus,  c'est  montrer  peu  de  jugement,  puisqu'on 
emploie  à  un  travail,  dont  il  ne  sera  tenu  aucun  compte, 
le  temps  qui  serait  beaucoup  mieux  employé  en  vérifiant 
les  calculs  déjà  faits. 

Composition  de  Mathématiques, 

Un  examen  a  pour  but  de  faire  connaître  si  les  can- 
didats possèdent  les  théories  exigées^  par  la  composi- 
tion, on  s'assure  qu'ils  savent  les  appliquer  et  exposer 
d'une  manière  convenable  les  résultats  d'un  travail  per- 
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sonnel.  Comme  il  ne  s^agit  pas  de  mettre  en  évidence  des 
organisations  exceptionnelles,  un  problème  donné  en 
composition  doit  être  assez  simple  pour  être  traité  par  la 
grande  majorité  des  candidats,  et  assez  diflicile  pour  être 
différemment  traité  par  des  élèves  de  forces  différentes. 
La  question  de  cette  année  satisfaisait  à  c^s  deux  condi- 
tions :  nous  aurions  désiré  pourtant  que  la  recherche  du 
lieu  géométrique,  auquel  devait  conduire  Ténoncé,  eût 
été  indiquée  tout  d^ abord. 

Voici  les  résultats  du  concours  : 

Moyenne  générale 10,20 

Moyenne  des  départements 11,21 

Moyenne  de  Paris 9,67 

Sur  les  3ao  admissibles  : 

44  ont  été  notés  de i5  à  19 

80  »  lo  à  i4 

196  >         au-dessous  de         10 

On  voit  qu^il  y  a  du  bon  et  du  médiocre,  mais  le  mau- 
vais domine.  Tous  les  candidats  savaient  pourtant  com- 
ment la  question  devait  être  traitée  et  en  ont  exposé  la 
théorie  d'une  manière  irréprochable,  mais  ils  se  sont 
trompés  dans  l'exécution  des  calculs  :  ce  qui  montre 
combien  il  y  a  loin  de  la  théorie  à  Tapplication.  Une 
chose  a  surtout  frappé  le  correcteur,  c'est  que  la  plupart 
des  élèves  calculent  pour  ainsi  dire  les  yeux  fermés, 
acceptant  aveuglément  les  résultats  de  leur  calcul.  Un 
élève  trouvera  par  son  calcul  que  le  lieu  est  une  courbe 
fermée,  et  il  mettra  sur  sa  copie  :  «  Donc  le  Heu  est  une 
courbe  fermée^  »  et  cependant  il  suffit  de  regarder  Ténoncé 
avec  un  peu  d'attention  pour  voir  que  la  question  revient 
à  chercher  le  lieu  des  points  également  éloignés  d*ime 
parabole  et  de  son  foyer.  Le  lieu  doit  donc  être  illimité. 

ilim.  tU  Matkémau,  ^^  série,  t.  V.  (Janyier  1866).  3 
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Mais  personne  ne  fait  de  ces  vérifications  si  aisëes  et  ne 
suppose  qu'il  puisse  se  tromper  en  calculant. 

Nous  dirons  du  calcul  algébrique  ce  que  nous  avons 
dit  du  calcul  numérique.  Il  ne  peut  se  bien  faire  que  si 
chaque  pas  est  assuré  par  quelque  vérification.  Dans  une 
théorie  exposée  au  tableau,  il  n'y  a  rien  d'imprévu,  et  s'il 
échappe  quelque  faute,  le  résultat  connu  d'aTancei  sert  k 
la  découvrir  et  à  la  corriger.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans 
une  question  d'application.  C'est  surtout  au  commence*^ 
ment  que  Ton  doit  faire  le  plus  d'attention  et  ne  pas 
craindre  de  répéter  deux  ou  trois  fois  le  même  calcul. 
Plusieurs  candidats  ont  trouvé  le  moyeu  de  se  tromper 
dans  Téquation  de  la  parabole  rapportée  à  son  foyer.  Il 
est  clair  que  tout  le  reste  de  la  composition  devait  se  res- 
sentir de  cette  première  faute,  pourtant  si  facile  à  éviter.. 

Les  élèves  qui  ont  trouvé  l'équation  exacte  de  la  courbe 
n^ont  pas  toujours  su  en  déduire  la  forme,  tant  on  est 
peu  exercé  sur  la  construction  des  courbes  d'après  leurs 
équations.  Quelques-uns  ont  commencé  la  discussion  par 
rechercher  si  la  courbe  n'avait  pas  de  points  d'inflexion  à 
l'infini  ;  mais  le  point  placé  à  égale  distance  du  sommet  de 
la  parabole  et  de  sou  foyer  leur  a  échappé. 

La  composition  de  Mathématiques  étant  une  épreuve 
sérieuse  et  qui  a  une  grande  importance,  il  convient  que 
les  candidats  s'y  préparent  en  traitant  avec  le  plus  grand 
soin  des  questions  d'application.  On  ne  devrait  étudier 
aucune  théorie  un  peu  importante,  sans  traiter  une  ques- 
tion qui  s'y  rapporte.  Malheureusement  il  n'en  est  pas 
ainsi  :  nous  avons  vu  des  élèves  intelligents  ne  point  faire 
les  compositions  données  par  leurs  professeurs.  Ils  aiment 
mieux,  disent-ils,  repasser  leur  cours.  C'est  une  mau- 
vaise spéculation  dont  ils  s'aperçoivent  quaud  il  n'est 
plus  temps.  (E.  P.) 
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SOLDTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NODVELIES  ANNALES. 


Questions   429  et  430 

(T0lrl.XYII,  p.  189); 

Par  m.  BAUQUENNE, 

Candidat  à  TÉcole  Normale. 

Par  le  centre  d^un  polygone  sph^rique  régulier,  on 
fait  passer  une  circonférence  de  grand  cercle,  et  Von 
projette  sur  cette  circonférence  tous  les  arcs  menés  du 
centre  aux  div^ers  sommets;  comment  varie  la  somme 
des  puissances  n  des  tangentes  des  projections  quand 
varie  la  direction  du  grand  cercle  ?  Question  analogue 
pour  un  polygone  régulier  dans  un  plan.      (Vawwsow.  ) 

Soient  O  le  centre  d'un  polygone,  A  un  quelconque  de 
ses  sommets,  A'  la  projection  de  ce  sommet  sur  Tare  de 
grand  cercle  considéré.  En  désignant  par  r  le  rayon  polaire 
du  polygone,  le  triangle  sphérique  rectangle  AOA'  donne 

tangOA'  =  taDg^cosAOA^ 
Si  N  est  le  nombre  des  côtés  du  polygone,  —  est 

Tangle  au  pôle.  Appelons  a  l'angle  caractéristique  du 
grand  cercle  choid,  et  h  un  nombre  entier  inférieur  à  N, 
on  aura 

2îr 


et 


AOA'=:a-+-X    ,, 

N 


tangOA'  =r  tangr  ces  (  a  -♦-  Ar  -—  j  • 


3, 
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En  désignant  par  S^  la  somme  cherchée, 

S„  =  tang*r  ^  c^s"  («  "♦-  ^  if  )  ' 

On  a,  diaprés  une  formule  connue,  si  n  est  pair, 

2'^'COS"  (*■+-  ^'  "TE") 


:COS;> 


,....(^-,) 

.(«-.)...(;+,)  , 


COS  2 


(-*¥) 


-  •  — ? 

n  2 

1.2. .  .- 
2 


et  SI  n  est  impair, 
2»-*cos»  (a-f-  ^  -=^\ 


=:  COS/I  (a-i-/  -j^j  -+--cos(/ï  —  2)  /a-hA^-\ 
^^5(;,_4)^^a-hX— j  4-... 


I  .2 


COS( 


1.2. . . ^  ' 

2 

Tout  revient  donc  à  former  des  sommes  telles  que 

A  =  o 
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m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  arcs  considé* 
rés  étant  en  progression  arithmétique,  il  suffit  d^appli- 
quer  une  formule  connue,  et  Ton  trouve  que  le  numéra- 
teur est  nul  sans  que  le  dénominateur  le  soit,  toutes  les 

fois  que  -^  n'est  pas  entier,  ce  qui  arrive  en  particulier 

si  m  est  inférieur  k  N.  La  plus  grande  valeur  de  m  étant 
/z,  la  somme  précédente  sera  nulle  si  le  degré  de  la  pais- 
sance  est  inférieur  au  nombre  des  côtés  du  polygone. 
Donc,  si  n  est  impair, 

S„=:o, 
et  si  n  est  pair  et  égal  à  iip, 

g    __(/»H-i)(>PH-  a). .  .  2/?^Ntang'/'r 

*'  I  .  2 .  3 .  .  .p  2^ 

Cette  somme  est  donc  constante. 

Si  Ton  avait  considéré  le  polygone  dans  un  plan,  on 
aurait  eu 

OA'  =  rcosAOA', 

et  une  suite  de  calculs  identiques. 

Dans  le  cas  où  p  =  i,  la  dernière  formule  se  simplifie 
et  donne 


St=  -^  tang'  r. 


C'est  la  question  429. 


Question  890 

'         (voir  tome  XX,  pa^e  141  ) ; 

Par  m.  a.  S. 

5/  ron  prend  les  polaires  des  points  milieux  des  côtés 
d'un  triangle,  relativ^ement  à  une  conique  quelconque 
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inscrite  dam  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante»       (Faurb.) 

Prenons  le  premier  triangle  dont  les  longueurs  des 
côtés  sont  fl,  J,  c  pour  triangle  de  référence  5  une  co- 
nique quelconque  inscrite  dans  ce  triangle  aura  pour 
équation 

La  polaire,  par  rapport  à  cette  conique,  d^un  point 
quelconque  a',  P',  7'  a  pour  équation 

(/a—mp  —  /?y)/a'-h  (mp  — 117  —  /a)iwp' 

-h(«7  —  /a  —  /wp)/i7'  =  o. 

Les  coordonnées  du  premier  point  milieu  sont 
,  ^,      47sinC         ,      usinB 

celles  du  second, 

6sinA         ,      ^sinC 

et  celles  du  troisième, 

rsinB        ^,      tfsinA 

7'=o,     «'= ï      p'= 

'  2  '^  a 

En  portant  ces  différentes  valeurs  dans  Téquation  géné- 
rale de  la  polaire,  on  obtient 

(i)   (mc-\-  nb)  la  —  {me —  nb)  m^  ■+-  [me —  nb)  ny:=  o, 

(2)  (le  —  na)  foL  —  [le  H-  na)  m^  —  (le  —  na)  ny  =  o, 

(3)  (Ib  — ma)  la.  —  (Ib  — ma)  mf^  —  (Ib  -f-wa)  ny  =  o. 

Les  distances  des  trois  sommets  du  triangle  de  référence 
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à  la  droite  (i)  sont 

(t.  XX,  p.  224) 

me  -h  nb 

l  9 

a 

me  —  nb 

me  —  /î6 
/i     ■ 
%              c 

à  la  droite  (a), 

Ih  —  ma 

«                 > 

a 

Ib  —  ma 

ib  -+-  ma 
— /i 

et  à  la  droite  (3), 

le  —  na 

i               f 

ie  -f-  na 
—  m 7 9 

/c  —  na 
—  /i • 

imn 
abc 


imn 

abc 


imn 

abe 


imn 
abc 


S  étant  Taire  du  triangle  de  référence,  S'  celle  du 
triangle  formé  par  les  droites  (i),  (2)  et  (3),  on  a  {voir 

endroit  cité) 

P* 

S'=S-— — , 
P.PaP. 

en  posant,  conformément  i  une  notation  connue, 

ic  —  na  ic  •+-  na        ic  —  na 

ib  —  ma  ib  —  ma       ib  4-  ma 

me  -h  nb  me  —  nb  -^  me  -¥-  nb 

ib  —  ma  ib  —  ma       Ib  -^  ma 

me  -h  nb  me  —  nb  —  me  -h  nb 

abc 
i  m  n 

me  -^  nb     me  —  nb     —  me  -h  nb 

ic  —  na       ic  -^  na         ic  —  na 

abe 
imn 

ie  —  na      /c  -i-  na        ic  —  na 

ib  —  ma     ib  —  ma       ib  -h  ma 
abe 


==P. 


=  P.r 


-^P., 


=  P.. 
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Ces  quatre  déterminants  se  réduisent  facilement  A 

on  en  déduit^  en  portant  dans  la  formule  ci"<des5U8, 

S'=S, 

ce  qui  démontre  le  théorème  et  donne  la  valeur  de  la 
constante 


Question  649 

(Tolr  r  térl*.  t.  II,  p.  18»)  ; 

Pae  m.  Chaelbs  CATLA, 
Maître  d*étades  au  collège  RoIHd. 

On  donne  une  surface  conique  du  second  degré  sur 
laquelle  on  peut  placer  un  trièdre  trirectangle  ]  on  saii 
quon  peut  alors  en  placer  une  infinité;  par  les  trois 
arêtes  de  Tun  de  ces  trièdres,  on  mène  des  plans  nor- 
maux à  cette  surface;  ces  trois  plans  se  coupent  suivant 
une  même  droite,  dont  on  demande  le  lieu,  lorsquon 
déplace  le  trièdre  sur  la  surface  conique.   (  MAirirHEiif .  ) 

Je  suppose  d'abord  la  surface  conique  rapportée  à  Tun 
des  trièdres  trirectangles  que  l'ou  peut  placer  sur  sa  sur* 
face.  Son  équation  sera 

By  z'  -+-  B'z'  «'  -f-  B'^x'/'  =  o. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  suivant  Taxe  des  x  a  pour 

équation 

y'       z' 

- — I =  0. 

B'       B'^ 

L'équation  du  plap  normal  correspondant  est 

By-B"»'  =  o. 
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Par  symétrie,  on  aura  pour  les  équations  des  deux 
autres  plans  normaux 

B*^»'  — Bx'=:o, 
Bx'  — By=o. 

Ces  trois  plans  normaux  passent  par  la  droite 

By  =  By  =  B''z'. 

Rapportons  maintenant  la   surface  à  ses  axes.  Son 
équation  prendra  la  forme 

Sjr»-+-S'/»-f-S"«»=io. 

On  a  potu*  tous  les  points  de  Tespace  les  relations  con- 
nues 

B/a'  -h  B'z'«'-h  B"x'/=  S-e-H  Sy  H-  S"3', 
jfi  ^yt  ^  z'»  =  «»-+.  y -h  2». 

Or  nous  pouvons  écrire  les  équations  de  la  droite 


_/ 

z'       sjjif^  +  y*-\-z'-' 

w 

I         /i       I       I 

_  v^B/*'+  B'zV  +  B'V/ 

/    B            B'          B" 
V  ^'^''   '   B'B   '   BB' 

Élevant  au  carré  les  deux  derniers  rapports  et  tenant 
compte  des  relations  précédentes,  on  a  Téquation  du  lieu 


g/ag//2  _^  ^f^t^n _,_  B2B"a  —  BB'B"  (B^  H-  B'^  -f-  B^^) 

Posant 

BB^B^^(B'-hB^^-hB^^O_ 
B'»B"'-+-  B"'B"-+-  B'B'*  ""    ' 


(4»  ) 
TéquatioD  devient 

(k  -  S)  x>-4-  [A-  -  S')/*-f-  (A-  -  S")  z'=o. 

Cette  équation  représente  un  cône  du  second  degré  rap- 
porté à  ses  axes. 


miETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  tPOHV«nt  k  la  librairie 
de  Gauthier^yUlarSy  quai  des  Augustins,  55.) 


I. 

Traité  de  Géométkie  élémentaire;  par  MM.  Eugène 
Rouché,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  répétiteur 
à  rÉcole  Polyteclinique,  etc.,  et  Charles  de  Combe" 
rousse  y  professeur  au  collège  Cliaptal,  répétiteur  à 
l'Ecole  Centrale,  etc.  —  Première  partie  :  Géométrie 
PLANE.  In-8  avec  265  figures  dans  le  texte;  i864« 
Prix  :  4  francs.  —  Deuxième  partie  :  Géométéib  dans 
l'espace  et  courbes  usuelles.  In-8  avec  3o5  figures 
dans  le  texte;  1866.  Prix  :  6  francs.  —  Paris,  chez 
Gautbier-Villars, 

En  rendant  compte  de  la  première  Partie  de  ce  Traité  (Nou- 
pelles  Annales^  janvier  i865),  nous  avons  fait  connaître  le  but 
de  l'ouvrage  :  développer  avec  le  plus  grand  soin  la  partie 
classique  et  résumer  dans  un  Appendice  les  principales  mé- 
thodes de  la  Géométrie  moderne.  Cette  seconde  Partie  montre 
encore  mieux  que  la  première  le  but  que  les  auteurs  se  sont 
proposé.  Les  Appendices  y  tiennent  une  plus  grande  place;  car 
ce  n'est  que  quand  on  possède  un  nombre  suffisant  de  principes 
qu*on  peut  eptreprendre  efficacement  l'analyse  des  travaux  les 


(  43  ) 

plus  sérieux.  Occupons-nous  d*abord  de  la  partie  classique  de 
l'ouvrage. 

Le  cinquième  Livre  a  subi  une  heureuse  modification  rela* 
tive  à  la  perpendiculaire  au  plan.  On  sait  combien  cette  théo- 
rie est  minutieuse  quand  on  veut  l'établir  rigoureusement,  et 
combien  elle  donne  de  peine  à  ceux  qui  Tétudient  pour  la  pre- 
mière fois.  La  démonstration  du  théorème  fondamental  offrait 
l'inconvénient  de  prouver  la  propriété,  en  quelque  sorte,  d*une 
manière  aveugle^  sans  que  Tesprit  aperçût  les  motifs  qui  le 
guidaient  dans  la  série  des  raisonnements;  en  outre,  la  défini- 
tion de  la  perpendiculaire  au  plan  était  donnée  d'une  manière 
trop  restreinte;  il  fallait  chaque  fois,  dans  les  applications, 
transporter  les  droites  du  plan  parallèlement  à  elles-mêmes; 
de  là  des  longueurs,  des  redites  fastidieuses.  En  commençant 
par  définir  d'une  manière  générale  l'angle  de  deux  droites,  et 
profitant  d'une  démonstration  très-lucide  et  très-simple  qui 
leur  a  été  suggérée  par  M.  Ossian  Bonnet,  les  auteurs  sont 
parvenus  à  rendre  cette  théorie  à  la  fois  logique,  facile,  et  sur- 
tout commode  dans  les  applications;  le  théorème  des  trois  per- 
pendiculaires, la  proposition  qui  consiste  en  ce  que  deux 
droites  parallèles  ont  leur  plan  perpendiculaire  commun,  et 
beaucoup  d'autres,  deviennent  ainsi  évidentes.  Notons  d'ailleurs 
qu'on  obtient  tous  ces  avantages  sans  renverser  l'ordre  établi, 
car  il  suffît  de  déplacer  deux  théorèmes.  U  y  a  donc  là  une 
véritable  amélioration,  et  non  une  de  ces  innovations  inutiles 
que  les  auteurs  ont  constamment  évitées  dans  tout  le  cours  de 
l'ouvrage. 

Ce  cinquième  Livre  renferme  toutes  les  propositions  néces- 
saires au  début  de  la  Géométxie  descriptive,  et  nous  appellerons 
encore  l'attention  sur  l'exposition  de  la  théorie  des  angles  triè- 
dres  et  polyèdres. 

Dans  le  sixième  Livre,  la  mesure  du  parai lélipipède,  celle  de  la 
pyramide  et  du  prisme  tronqués  ont -été  simplifiées,  grâce  à 
quelques  remarques  heureuses;  nous  citerons  particulièrement 
une  démonstration  nouvelle  du  volume  des  troncs  de  pyra* 
mide  triangulaire,  la  distinction  entre  les  troncs  de  première 
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et  de  seconde  espèce  qui  facilite  les  applications  de  T Algèbre, 
un  théorème  très-général  sur  le  volume  de  certains  polyèdres 
dû  probablement  à  Steîner,  et  la  théorie  de  la  symétrie,  qui  a 
été  amenée  au  dernier  degré  de  simplicité  à  Taide  des  travaux 
de  Bravais,  que  M.  Prouhet  avait  déjà  mis  à  profit  dans  son 
édition  des  ^/^/ifff/i/j  de  Lacroix. 

Le  septième  Livre  comprend  Pétude  des  corps  ronds  et  des 
notions  générales  sur  les  surfaces.  On  sait  combien  la  Géométrie 
sphérique  a  pris  d'importance  dans  les  examens  pour  TÉcole 
Polytechnique.  Les  élèves  trouveront  dans  cet  ouvrage  tous  les 
développements  désirables  sur  ce  sujet.  Les  volumes  des  corps 
ronds  sont  donnés  d'une  manière  rigoureuse  et  très-simple,  en 
profitant  de  l'amélioration  que  les  auteurs  avaient  déjà  intro- 
duite dans  la  mesure  de  la  circonférence.  Nous  avons  encore 
remarqué  la  démonstration  relative  au  plan  tangent  à  une  sur* 
face  quelconque,  que  M.  Rouché  professe  depuis  plusieurs  an- 
nées dans  son  cours  de  Géométrie  descriptive,  et  celle  du  plus 
court  chemin  entre  deux  points  sur  la  sphère,  qui  a  été  commu- 
niquée aux  auteurs  par  M.  Bonnet. 

Enfin  le  huitième  Livre,  consacré  aux  courbes  usuelles,  ren- 
ferme d'abord  l'étude  de  l'ellipse,  de  l'hyperbole  et  de  la  para- 
bole, d'après  leur  propriété  focale,  d'où  découlent  les  pro- 
priétés des  tangentes  dont  la  démonstration  a  été  améliorée. 
Puis  vient  un  chapitre  sur  la  section  du  cône  et  de  la  surface 
gauche  de  révolution,  où  Ton  établit  d'une  manière  simple  que 
la  projection  d'une  conique  sur  un  plan  est  encore  une  conique. 
Ici  s'est  glissée  une  faute  que  les  auteurs  nous  ont  prié  de  si- 
gnaler. A  la  page  669,  entre  les  lignes  27  et  28,  il  faut  insérer 
la  phrase  suivante  qui  a  été  omise  dans  la  composition  :  «  dont 
le  diamètre  est  égal  aa  petit  axe  de  l 'ellipse.  »  Les  tracés  qui 
dérivent  de  l'ellipse  comme  projection  du  cercle  et  l'étude  de 
l'hélice  terminent  ta  partie  classique  de  ce  huitième  Livre. 

Passons  aux  Appendices.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur 
celui  du  cinquième  Livre  où  se  trouvent  réunies  les  propriété» 
du  quadrilatère  gauche  et  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
plans.  Celui  du  sixième  Livre  contient  déjà  des  travaux  d*une 
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importance  capitale  :  les  propriétés  des  polyèdres  convexes  qui 
découlent  du  fameux  théorème  d^Euler;  Tétude  difficile  des  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  déterminer  un  polyèdre 
conYeze,  d'après  les  travaux  de  Legendre  et  de  Cauchy;  la 
théorie  géométrique  des  centres  de  gravité,  son  application  à  la 
détermination  du  volume  du  tronc  de  pyramide  à  base  quel- 
conque, etc. 

Mais  les  deux  Appendices  les  plus  importants  sont  sans  con- 
tredit les  deux  derniers,  l*un  de  cinquante  pages,  l'autre  de 
soixante-dix,  imprimés  en  petits  caractères,  et  remplis,  non 
de  faits  isolés,  mais  de  théories  fondamentales  résumées  avec 
beaucoup  de  précision  et  de  clarté.  Il  nous  serait  impossible 
d'en  donner  ici  une  analyse  complète  ;  nous  appellerons  seule- 
ment Tattention  sur  les  points  principaux. 

Dans  le  premier,  on  trouve  d'abord  la  théorie  des  polyèdres 
réguliers  ordinaires  et  celle  des  polyèdres  d'espèce  supérieure  : 
«c  les  mémorables  découvertes  de  Poinsot,  matière  ardue  que  » 
(suivant  les  paroles  prononcées  par  M.  Chasies,  en  présentant 
l'ouvrage  à  l'Académie  des  Sciences)  «  les  auteurs  sont  parve- 
»  nus  à  exposer  avec  une  grande  lucidité,  en  analysant  les  tra- 
s  vaux  de  Cauchy  et  de  M.  Bertrand  sur  ce  sujet.  »  On  a  en 
outre  rectifié  quelques  erreurs  relatives  à  l'espèce  des  nouveaux 
polyèdres  et  représenté  ces  corps  au  moyen  de  qaatre  belles 
figures  gravées  par  Dulos.  Une  autre  partie  remarquable  de  cet 
Appendice  est  celle  qui  est  relative  aux  compléments  de  Géo-* 
métrie  sphérique,  au  problème  du  contact  des  sphères,  et  sur- 
tout à  l'étude  des  figures  tracées  sur  la  sphère,  où  Ton  a  généra- 
lisé les  propriétés  du  rapport  anharmonique,  des  axes  radicaux, 
des  pôles,  des  polaires,  des  centres  de  similitude,  etc.  On  y 
trouve  en  outre  le  complément  de  la  méthode  des  rayons  vec- 
teurs réciproques,  la  projection  stéréographique,  le  théorème 
de  Guldin  et  la  démonstration,  suivant  Steiner,  de  la  propriété 
dont  jouit  la  sphère  d'être  maximum  parmi  les  corps  de  même 
surface. 

Le  deuxième  Appendice  débute  par  une  exposition  succincte, 
mais  complète,  des  divisions  homographiques  et  de  Tinvolu- 
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tion,  en  partant  de  l'équation  à  quatre  termes.  On  est  ainsi 
condnît  naturellement  et  rigoureusement  sk  l'introduction  des 
imaginaires  en  Géométrie  et  à  la  notion  féconde  des  points  du 
cercle  situés  à  l'infini,  due  à  M.  Poncelet.  Cette  partie  du  livre 
a  valu  à  leurs  auteurs  de  justes  éloges  de  la  part  de  M.  Ghasies, 
dont  Tautorité  est  si  grande  en  pareille  matière,  et  qui  en 
a  conseillé  la  lecture  aux  auditeurs  de  son  cours  à  la  Sor« 
bonne. 

Les  principes  n'offrant  d'intérêt  que  par  les  applications 
qu'on  peut  en  faire,  MM.  Rouché  et  de  Comberousse  ont  tenu 
à  montrer  toute  la  fécondité  des  théories  précédentes  en  les 
appliquant  aux  coniques  considérées  comme  intersection  de 
deux  faisceaux  homographiques.  Leur  but  a  été  d'établir  par 
la  Géométrie  pure  les  propriétés  des  coniques  que  l'on  expose 
ordinairement  par  Fanalyse  dans  les  cours  de  Mathématiques 
spéciales.  Toutes  les  démonstrations  y  sont  très-simples,  et  nn 
grand  nombre  d'entre  elles  sont  dues  aux  auteurs  de  ce  livre. 
JVous  signalerons  surtout  celle  du  théorème  fondamental.  Tin- 
troduction  des  foyers,  la  recherche  des  équations  des  trois 
courbes,  etc.  Après  cette  exposition  des  propriétés  fondamen- 
tales, on  trouve  une  rapide  esquisse  des  méthodes  générales, 
les  principes  de  la  méthode  des  polaires  réciproques,  la  théorie 
des  figures  homologiques,  la  méthode  par  projection  conique, 
suivies  d'un  grand  nombre  d'applications  propres  à  en  bien 
faire  comprendre  l'esprit  et  la  fécondité,  et  à  inspirer  aux 
jeunes  gens  studieux  le  désir  de  lire  les  savants  écrits  de 
MM.  Chasies  et  Poncelet. 

Deux  Notes  terminent  cet  ouvrage.  Dans  la  première  on  a 
reproduit  la  démonstration,  convenablement  élucidée,  de  Lam- 
bert sur  l'incommensurabilité  de  9r.  Dans  la  seconde,  on  fait 
connaître  sous  forme  de  déterminants  quelques  relations  fon~ 
damentales  dues  à  Euler,  Lagrange,  Camot,  et  pour  la  démons- 
tration desquelles  on  a  mis  à  profit  les  travaux  importants  de 
Joachimsthal,  Brioschi  et  Cayley. 

Cette  analyse,  que  le  grand  nombre  de  matières  renfermées 
dans  l'ouvrage  ne  nous  a  pas  permis  de  réduire  à  des  propor* 
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lions  plus  courtes,  permet  de  reconnaître  que  les  auteurs  ont 
bien  atteint  le  but  qu'ils  s'étaient  proposé  :  donner  à  ceux  qui 
feront  une  lecture  attentive  de  ce  livre  une  connaissance  exacte 
de  toutes  les  méthodes  nouvelles,  et  les  mettre  dès  lors  à  même 
de  lire  avec  facilité  les  ouvrages  spéciaux  dans  lesquels  elles  se 
trouvent  développées. 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  qoe  nous  avons  dit  dans 
notre  premier  article  relativement  à  la  partie  matéridle  de  ce 
Traité.  Toujours  le  même  soin  et  la  même  élégance  dans  l'im- 
pression; les  énoncés  des  propositions,  écrits  en  lettres  ita- 
liqaeSy  permettent  de  résumer  en  un  instant  toute  la  marche 
d'une  théorie  très-étendue;  les  nombreuses  figures  intercalées 
sont  dessinées  très-nettement,  et  sons  tons  les  rapports  cet  ou- 
vrage occupera  une  place  distinguée  parmi  les  belles  éditions 
sorties  des  presses  de  M.  Gauthier-Yillars* 

Nous  avons  déjà  parlé  des  nombreuses  questions  proposées 
comme  exercices  dans  la  première  Partie;  la  seconde  n'est  pas 
moins  riche  en  applications;  le  choix  des  théorèmes  et  des  pro- 
blèmes est  fait  avec  la  même  attention  ;  leur  nombre  est  de  654» 
ce  qui  porte  à  1157  le  nombre  total  des  exercices  proposés 
dans  ce  Traité. 

Nous  ne  terminerons  pas  sans  signaler  au  lecteur  une  Pré- 
face intéressante  dans  laquelle  les  auteurs  ont  donné  une  his- 
toire succincte  de  la  Géométrie  depuis  ses  origines  jusqu'à  nos 
jours.  Ce  travail  était  d'autant  plus  utile,  comme  introduction 
à  l'ouvrage  que  nous  venons  d'analyser,  que  peu  de  lecteurs 
peuvent  se  procurer  aujourd'hui  le  magnifique  ouvrage  de 
M.  Cbasles  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
Géométrie. 

S.  Hauseh, 

Professeur  de  Mathématiques  spécialeft  au  lycée 

Charlemagne  et  au  collège  Chaptal. 


U8J 

QUESTIONS. 

749.  My*  -H  Nx*  —  i  =  o  étant  l'équation  d'une  co- 
nique; 

a,  6,  y  représentant  les  angles  faits  avec  l'axe  des  x 
par  les  trois  côtés  d^un  triangle  îniscrit  dans  la  conique; 

Xq^Jq^  r  représentant  les  coordonnées  du  centre  et  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  ; 

On  a  les  relations  suivantes  : 

sinasiD6si07=:^J^y). 

.  r(M-N) 

COSaCOSeCOSV  = rr » 

M[j,-hrcos(a-hêH-7)p-4-N[xo-+-rsin(a-l-6-+-7)p— 1=0. 

(J.-J.-A.  Mathieu.) 

750.  Si  on  fait  la  projection  gauche  (*)  d'une  figure 
plane  sur  un  tableau  plan,  et  si  on  fait  ensuite  tourner 
Tun  des  deux  plans  autour  de  leur  intersection  com- 
mune, les  deux  figures  demeureront  toujours  les  projec- 
tions gauches  Tune  de  Tautre. 

(Abel  Tràhsoit.) 

751 .  La  surface  de  révolution  engendrée  par  une  ellipse 
de  Cassini  tournant  autour  de  son  axe  non  focal  est  cou- 
pée par  un  plan  bitangent  suivant  deux  cercles. 

En  général^  si  on  coupe  le  tore  par  un  plan  parallèle  à 
Taxe  du  tore,  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la 
section  plane  ainsi  obtenue  autour  de  son  axe  (parallèle  à 
celui  du  tore)  sera  coupée  par  un  plan  bitangent  suivant 
deux  cercles.  (  Dârbodx.  ) 


(*)  Voir  l'article  iotitulé  :  De  la  projection  gauche  (  Nouvelles  Ann^iUs, 
septembre  i865.} 
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tbKmub  us  surfaces  peumEs  •on  plu 

(TOtrftérle.t.IT,  p.MS}; 

Par  m.   PAINVIN. 


Définition  et  propriétés  principales  des  surfaces 
polaires  d'un  plan. 

\ .  \J ordre  d'une  surface  est  égal  au  nombre  des  points 
en  lesquels  elle  est  rencontrée  par  une  droite  quelcon- 
que^ Tordre  est  égal  au  degré  de  V équation  ponctuelle. 

La  classe  d'une  surface  est  égale  au  nombre  des  plans 
tangents  qu'on  peut  lui  mener  par  une  droite  quelconque  ; 
la  classe  est  égale  au  degré  de  V équation  tangenUelle. 

Soient  une  surface  de  /***'"*  classe  et  un  plan  fixe  P  ;  par 
une  droite  quelconque  D,  située  dans  ce  plan,  menons 
à  la  surface  ses  n  plans  tangents  T, ,  T| ,.••>  T^n^f^p^ 
pellerai  polaire  (n  — py^"*'  du  plan  P  V enveloppe  d'un 
plan  Q  passant  par  la  droite  D  et  tel,  que 

\2d\ tang  PDQ ""  tang  PDT,  /  \ tong  PDQ  ^  Ung  PDT,/  * 

(I) 


X 


:) 


^  tang  PDQ      langPDT^/ 
la  somme  s^ étendant  à  toutes  les  combinaisons  p  àp  des 
différences  correspondant  aux  n  angles  dièdres  PDTj) 

L'ordre  des  lettres  indique  le  sens  de  rotation  des 
angles;  on  regardera  ces  angles  comme  positifs  ou  néga- 
tifs, suivant  que  la  rotation  ainsi  indiquée  a  lieu  dans 
un  sens  ou  en  sens  contraire. 

Ann,  d*  àiathémat^  2^  série,  t.  V.  (Férrier  1866.)  4 
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Cette  relation  peut  aussi  s'écrire  • 

/«\  x?sinQDTi  sinQDT,       sinQDT- 

j,  sinPDT,  sinPDT,       sinPDTp 

3.  Pour  déterminer  les  surfaces  polaires  d*un  plan, 
je  désignerai  par  [x^^  y^^  Zq^  fo)  les  coordonnées  du 
plan  P;  par  (x,  j^,  z,  t)  celles  du  plan  variable  Q-,  et 
enfin  par  (x^ji ,  Z/,  /,)  celles  du  plan  langent  T,  passant 
par  Tintersection  D  des  plans  P  et  Q;  nous  aurons,  d'a- 
près les  formules  (ii)  (i"  partie), 


(0 

XiZ= 

Xar,  -h  yLjp 
P 

J'i  = 

p 

»ï  = 

P 

fi= 

\e.-^iu 

où 

sin  QDTi 

_X 

P 

sinTjDP 

f* 

Soit  alors 

(2) 

U 

(^»r> 

z,c).^o 

Téquation  tangentielle  de  la  surface;  les  solutions  de 
cette  équation  donneront  les  coordonnées  des  plans  tan* 
gents  à  la  surface.  Si,  dans  Téquation  (2),  nous  rempla- 
çons Xij  yi^  Zij  ti  par  leurs  valeurs  (i),  nous  obtien- 
drons une  équation  en  -9    dont  les  racines  seront  les 

rapports  des  sinus  des  angles  des  plans  tangents  T/  avec 
les  plans  Q  (x,  j,  2,  t)  et  P  (Xq,  y©?  -^o?  ^o)-  En  égalant 

à  zéro  le  coefficient  de  (  -  J  ou  de  f  ^  j  >  nous  expri- 
merons que  la  relation  (II)  est  satisfaite,  car  ce  coeffi- 
cient sera,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire, 

SsinQDT,   sinQDTj       sinQDT- 
p  sinT.DP  sinïjDP       sinT^^DP 


(Si) 
Nous  aurons  ainsi  une  relation  entre  les  coordonnées 
(x,  j,  z^  t)  du  plan  Q;  cette  équation  en  représentera 
donc  l'enveloppe  et  sera,  d'après  notre  définition,  Véqua- 
tion  tangentieUe  de  la  polaire  [n  —  p )'*"»•  du  plan  P. 

L'équation  (a)  étant  homogène,  la  sid)stitution  des  \i^ 
leurs  (i)  donne 

(3)     U(Xjro-4-fia:,  Aj» -h  ^x,  >2ftH-fxz,   X^o  H- fx/)  :^  o. 

La  formule  dé  Taylor 

I  [     d,        ,  d.  d.        ^d.\P  ^ 

i  ,2.  .  .p  \    dx       ^  df        *  dz  dt  / 

appliquée  à  l'équation  (3),  en  regardant  a,  |2,  y,  ^  comme 

respectivement  égaux  à  ^x,  rj^r-^,  ^  f,  nous   con- 
duit à 


(4) 


après  avoir  adopté  les  notations  symboliques 

^^^         *       ,,        /     f/.  d.  d,  d,\P 

^^^^[^^T.-^^^djr'^'^dz-^'^di)   ^-• 
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Car  il  est  facile  de  se  convaincre  que 

c'est-à-dire 
/    d.  d.         d.         d.\r„ 

I      f  d.      d.      d.     rf.\-'„ 

il  saffit  pour  cela  de  développer  l'équation  (3),  en  y  con- 
sidérant a,  Pj  7,  d  comme  respectiyement  égaux  a  -  Xoi 

-  r« ,  -  z« ,  -  f«,  et  d'identifier  le  résultat  obtenu  avec  le 

f*         f*         f* 

premier  développement. 

D'après  cela,  la  (n  —  /?)•*"••  polaire  du  plan  (x^ ,  jr^^ 

^0)  ^o)  ^  pour  équation 

(7)    {      ott 

ou  bien  /a  p'^"*'  polaire  du  plan  (Xo ,  j^o  j  ^0  >  <o)  «  pour 
équation 

^^,v.^{.^^r-^z-^t-^     U.=:0, 

ou 

Nous  conclurons  de  ce  calcul  que  : 

La  (s — p)'***'  polaire  dnn  plan  est  de  la  p'**'  classe^ 
ou  la  p""^  polaire  est  de  la  [n  —  p)"""  classe. 

La  (n — |J«*'"«  polaire  est  un  point:  je  l'appellerai 
point  polaire:  du  plan. 


f     d.  d.  d. 
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3.  On  peut,  dans  la  relation  (H),  remplacer  les  rap* 

poris  des  sinus  par  les  rapports  des  distances  correspond 

dantes.  Désignons  par  rf,  et  X,.  les  disunces  d'un  point  du 

plan  tangent  T.  aux  plans  P  et  Q  5  cette  relation  de- 


viendra 


2A|   Aj       A/» 


Mais  si  Ton  suppose  que  le  plan  P  s^ éloigne  à  l'infiui,  les 
plans  Q,  T|,  T^,...,  T^,  qui  se  coupent  suivant  une  même 
droite  située  dans  le  plan  P,  deviendront  parallèles;  les 
distauceail/ pouvant  être  regardées  comme  égales,  la  re- 
lation cx«des8us  donnera 

(ni)  ^^^.h...\p^o, 

Jf  étant  la  distance  du  plan  Q  au  plan  parallèle  T«-  et 
cette  somme  s*étendant  à  toutes  les  combinaisons  p  ip 
des  n  distances  X|,  Xj,...,  X^. 

Ceci  posé,  imaginons  quon  mène  à  une  surface  de 
j^ihmm  classe  tous  ses  plans  tangents  parallèles  à  un  même 
plan  quelconque^  soit  alors  un  plan  Q  parallèle  à  ces 
plans  tangents  et  tel,  que 

2x,.>,...>p  =  o, 

quelle  que  soit  la  direction  considérée^  le  point  Q 
enveloppera  une  certaine  surface  que  j* appellerai  la 
(n  —  pY^*^  enveloppe  diamétrale  de  la  surface  primi- 
tiye. 

On  voit,  par  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  que  les  enve- 
loppes diamétrales  sont  les  polaires  du  plan  a  Tinfini. 

Les  coordonnées  du  plan  à  Tinfini  sont  infinies  ;  mais 
•n  voit  facilement,  par  les  formules  de  la  première  par- 
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lie,  que  ees  oooràoiuiées  sont  entre  elles  crimnif  les  oon* 
slanles  m,  n,  p,  q  (i'*  partie,  I,  3,  4).  Donc  : 

La  (n  —  pY*'^  envtloppe  diamétrale  se  déduira  de 
la  (n — pY"^  polaire  du  plan  (xt,j#,  z^,  '•),  en  j 
remplaçant  ces  coordonnées  respecti\^etnent  par  les  con- 
stantes m,  n^  p,  if. 

4.  Avant  de  passer  a  Tétude  des  principales  propriétés 
des  polaires,  je  ferai  quelques  remarques  sur  les  formes 
symboliques  que  j*ai  employées.  Et  d^abord  je  prendrai 
la  notation  plus  générale 

^   '    J  l     d,  d.  d.  d.X'-r 

qui  donne,  sous  deux  formes  différentes,  la  p''"^  polaire 
du  plan  P.  (a:.,  j,,  z,,  /,). 

Je  vais  démontrer  les  deux  identités 

(9)        A^(A;,U)=Ai,{A^U), 

(lo)    A;,<Ai,u)  =  a;,^u. 

La  première  de  ces  relations  rendue  explicite  donne 

=('.i-.^-)'[(4-M- 


(!•) 


Or  le  terme  général  de  la  fonction  H  est 
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et,  par  suite,  le  terme  général  du  premier  membre  de 

l'égalité  (i'^)  sera 

^li: ;c«i  Y^'  Z^'  ^»  .  X"  Y^  Z*  é 

aIp!7!^!a,!p,!7,U|I     /  -^ i     i    i       i^i    i   i 

en  admettant  que  les  nombres  entiers  positifs  oc,  «i ,  etc., 
vérifient  les  relations 

En  opérant  delà  même  manière  sur  le  second  membre  de 
Tégalité  (i^),  on  retrouve  la  même  expression  pour  le 
terme  général.  L'identité  (9)  est  donc  vraie.  On  démon- 
trera l'identité  (10)  en  introduisant  Fhypothèse  7  =  1 
dans  Texpression  (^°),  et  en  ayant  égard  à  ridenlité 
{x  -f-  ay  [x  H-  aY  =  (x  H-  a)H^. 

5.  TnioRÈXEl.  —  Si  par  une  droite  fixe  D  on  mène 
les  plans  tangents  à  une  surface  donnée  par  son  équa^ 
tion  tangentielle,  le  produit  continu  des  sinus  des 
afigles  d'un  plan  quelconque  Q  passant  par  cette 
droite  D  av^ec  les  plans  tangents  est  proportionnel  am 
résultat  de  la  substitution  des  coordonnées  de  ce  plan 
dans  le  premier  membre  de  V équation  de  la  surface* 

Ce  théorème  n'est  que  la  traduction  de  l'égalité  sui-** 
vante^^ui  nous  est  fournie  par  l'équation  (4), 

sin  QDT,  •  sin  QDTà . . .  sin  QDT,         U  (j:,  y,  »,  /) 
sin  PDT. .  sin  POT,  • . .  sin  PDT,      "•  ^""'^  ^''  ^''  ^'^ 

6.  Théorème  II.  —  Le  point  polaire  d* un  plan  est  le 
centre  harmonique  par  rapport  au  plan  des  points  de 
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contact  des  plans  tangents  issus  d'une  di'oiie  quelcon^ 
que  située  dans  ce  plan;  le  centre  harmonique  reste  donc 
invariable  lorsque  la  droite  se  déplace  dans  le  plan. 

Soient  Ti,  Tt,.-M  ^n  les  points  de  contact  des  plans 
tangents  Tj,  Tt,.*-?  T.  menés  à  la  surface  par  une 
droite  D  située  dans  un  plan  fixe  P;  le  point  polaire  da 
plan  P  est  l'enveloppe  des  plans  Q  satisfaisant  (I)  à  la 
relation 


(!•) 


UngQDP       tangPDT,       tangPDTj  tangPDT. 


Or,  je  dis  que  le  plan  Q  passe  par  le  centre  harmo- 
nique C,  par  rapport  au  plan  P,  des  points  Ti,  T«, . . . , 
T„.  Menons  (*),  en  effet,  par  C  un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  D,  et  désignons  par  t|,  ft9*  •  m  t„  les  points 
d'intersection  par  ce  plan  auxiliaire  du  faisceau  (MT|, 
MT«, .  •  • ,  MTa),  m  étant  un  point  quel  conque  du  plan  P  ; 
et  soient  (0/|,  0/tv  •  «9  ^^hy  Op,  O^)  les  intersections 
par  ce  même  plan  auxiliaire  des  plans  (DTi,  DTt.. . . , 
DT„,  DP,  DQ),  D'après  la  définition  du  centre  harmo- 
nique d'un  système  de  points  dans  l'espace,  le  point  C 
sera  le  centre  harmonique,  par  rapport  à  la  droite  Op, 
des  points  (/i,  ^tv  •  m  ^n)  situés  dans  le  plan  auxiliaire. 
Menons  enfin  par  le  point  C  une  droite  perpendiculaire 
a  Op^  et  soient  [p\  q\  t\j  r',,. . .,  t'^)  les  intersections 
de  cette  perpendiculaire  avec  les  droites  (0/7,  O^,  Ot|, 
0/t,. . .,  Ot„).  D'après  la  définition  du  centre  harmo* 
nique  d*un  système  de  points  dans  un  plan,  le  point  C 
sera  le  centre  harmonique,  par  rapport  au  point  p\  des 
points  (^t\ ,  r',, .  • . ,  t^)  situés  en  ligne  droite  avec  p^\  nous 


(*}  Le  leetettr  est  prié  de  faire  la  figure. 
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aurons  par  conséquent 


n   I 


<**)  7^7/  — ^TT"  "^  TT^--^----^  ;77^ 


Mais  si  nous  remarquons  que 


/*' 


UngQDP  =  ïj^,     tangPDT,=:^, 
la  relation  (i°)  nous  donne 


1 


De  la  comparaison  des  égalités  (2^)  et  (3°)  résulte 
^'C  =  p'^',  c'esl-à-dîre  que  le  point  C  coïncide  avec  le 
point  ^V  ou  enfin  que  le  plan  Q  passe  par  le  centre  bar* 
monique  C,  par  rapport  au  planP,  des  points  de  con- 
tact T»,  T„. ..,  T„. 

Or  le  plan  Q  est  tangent  au  lieu  des  centres  harmoni- 
ques. En  effet,  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  est 
l'intersection  de  ce  plan  avec  les  plans  tangents  infiniment 
voisins  \  par  suite,  si  nous  considérons  des  faisceaux  de 
plans  tangents  infiniment  voisins  du  précédent,  le  point  C 
restera  le  même,  et  les  plans  Q'  correspondant  à  ces  fais- 
ceaux se  couperont  au  point  C*,  donc  le  point  G  est  le 
point  de  contact  du  plan  Q.  Ainsi  les  plans  Q  envelop- 
pent le  lieu  des  centres  harmoniques  des  points  de  contact 
des  plans  tangents  issus  d'une  droite  quelconque  du 
plan  P;  or,  l'enveloppe  des  plans  Q  est  un  point,  point 
polaire  des  plans  P.  Donc,  etc. 

Lorsqu'on  suppose  le  plan  P  &  Tinfini,  le  centre  har- 
monique devient  le  centre  des  moyennes  distances,  et 
nous  avons  ce  théorème  : 

Si  l'on  mène   à  une  surface  de  n'^"*'  classe  tous 
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ses  plans  tangents  parallèles  à  un  même  plan  ^  leurs 
points  de  contact  auront  pour  centre  des  moyennes  dis- 
tances un  point  fixe ^  quelle  que  soit  la  direction  du 
plan  considéré,  et  ce  point  fixe  est  le  point  polaire  du 
plan  à  V infini. 

Je  donnerai  à  ce  point  le  nom  de  centre  des  moyennes 
distances  de  la  surface. 

7.  Théorème  III.  —  Si  deux  surfaces  de  n'*'"*  classe 
sont  tangentes  aux  mêmes  peints  à^  un  même  faisceau 
de  n  plans,  le  point  polaire  d^un  plan  quelconque  pas- 
sant par  V arête  du  faisceau  sera  le  même  pour  les  deux 
surfaces. 

Car  le  point  polaire  coïncide  avec  le  centre  harnoio- 
nique,  lequel  est  évidemment  le  même  pour  les  deux 
surfaces. 

Corollaire  I.  —  Si  P  est  le  plan  considéré  passant 
par  V arête  du  faisceau^  et  si^  par  une  droite  quelcon- 
que D  située  dans  ce  plan  ^  on  mène  les  plans  tangents 
Tj,  Tt,. . .,  T«  à  la  première  surface,  puis  les  plans 
tangents  tiy  tf, . . .  ^  t„  à  la  seconde,  on  aura  la  relation 

tapgPDTt  t«QgPD/| 

Le  point  polaire  du  plan  P  est  en  effet  le  même  pour 
les  deux  surfaces;  or,  si  Q  est  le  plan  passant  par  lu 
droite  D  et  le  point  polaire  commun,  on  a  (I) 


=2- 


:V. 


taDiïPDO      ^         ^^^\  /\      ^        /^^ 

**.     ^  tangPDT/       taxigPDQ  tangPD^, 

ce  qui  démontre  la  relation  énoncée. 

Corollaire  IL  —  Par  une  droite  fixe  P,  m^née  dans 
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un  planP^  soient  menés  les  n  pi^mis  tangents  Ti,  T«,..., 
T„  à  une  surface  de  /i'**"'  classe i  maintenant^  par  une 
droite  quelconque  D' située  dans  le  même  plan,  conduis 
sons  les  n  plans  tangents  fj,  fi, . . .,  f„;  puis^  par  cette 
mime  drmle  \jf  et  les  points  de  contact  des  pions  tan* 
gents  Ti,  Tj, . . .,  T„,  menons  les  n  plans  DV|^  DVt9«.«9 
DV„,'  on  aura  la  relation 


UngFD'ii  tangPD'r, 

Nous  pouvons  en  effet  regarder  les  n  points  de  con^ 
tact  des  plans  tangents  primitifs  comme  une  surface  de 
^î»w  eiasse;  et  alors  les  plans  tangents  menés  à  celte  sur* 
face  par  la  droite  D'  ne  «ont  autres  que  les  plans  DV,, 
DV,9 . . . ,  D'r„*,  le  théorème  énoncé  n'est  donc  qa*un  cas 
particulier  du  corollaire  précédent. 

Corollaire  III. — Lorsque  deux  surfaces  de  n**"**  classe 
sont  tangentes  aux  mêmes  points  à  un  même  faisceau 
de  n  plans  parallèles^  ces  deux  surfaces  ont  le  même 
centre  des  moyennes  distances. 

En  effet,  le  ibéorème  (III)  est  encore  vrai  lorsque  la 
droite  d'intersection  des  plans  est  à  Tinfini  ;  et  alors,  le 
point  polaire  d'un  plan  quelconque  P  parallèle  aux  plans 
tangents  communs  sera  le  même  pour  les  deux  surfaces; 
or,  lorsque  le  plan  P  est  à  Pinfini,  le  point  polaire  est  le 
centre  des  moyennes  distances, 

8.  Théorème  IV.  —  Lenveloppe  des  plans  dont  les 
j/èm€s  polaires  touchent  un  plan  donné  Po  est  la 
(n — p)'****  polaire  de  ce  plan, 

•La  p''""'  polaire  d'un  plan  P^  est 

/    d.  d.  d.  d.Y-P^^ 


(6o) 
cette  surface  devant  toucber  le  plan  fixe  P«,  on  aura 

/     d.  d.  d.         'l.Y-f„ 

y''di^^'-^-^''^^''-di)   "'=»•' 

6u,  en  regardant  (oTi,  ji,  z^^ti)  comme  des  coordonnées 
couraùtes, 

/    d.         d.         d.         d.y-p^^ 

c'est  précisément  la  [n  — ^)'*'»*  polaire  du  plan  Pq. 

De  ce  théorème  nous  concluons  le&  cas  particuliers  sui- 
vants : 

L'enveloppe  des  plans  dont  les  premières  polaires  tou- 
chent un  plan  fixe  est  le  point  polaire  de  ce  plan  \  donc 
ces  plans  passent  par  un  point  fixe. 

L*enveloppe  des  plans  dont  les  points  polaires  parcou'*- 
rent  un  plan  fixe  est  la  première  polaire  de  ce  plan. 

L'enveloppe  des  plans  dont  les  ^'^'"'"  polaires  touchent 
le  plan  à  Tlnfini  est  la  {ji  — p)'^'^  enveloppe  diamétrale 
de  la  surface. 

9.  Théorème  V.  — Les  premières  polaires  de  tous  les 
plans  passant  par  un  point  fixe  ont  [n  —  i)*  plajis  tan- 
gents communs^  qui  sont  les  (n  —  i)*  plans  ayant  pour 
point  polaire  le  point  fixe. 

Nous  venons  de  voir,  en  effet,  que  l'enveloppe  des 
plaAs  dont  les  points  polaires  sont  sur  un  plan  fixe  est  la 
première  polaire  de  ce  plan  ;  et  réciproquement,  tout  plan 
tangent  à  la  première  polaire  d'un  plan  a  son  point  polaire 
sur  ce  plan;  cette  réciproque  résulte  du  même  calcul.  Or, 
soit  un  point  fixe  O;  imaginons  un  plan  P  passant  par  ce 
point;  les  plans  dont  les  points  polaires  décrivent  le 
plan  P  sont  tangenu  à  la  première  polaire  S  de  ce  plan, 
surface  de  (n  —  i)'**"'  classe.  On  voit  de  même  que  les 
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plans  ayant  pour  point  polaire  le  point  O  doivent  aussi 
être  tangents  aux  premières  polaires  S^,  S''  de  deux  antres 
plans  P',  P^  passant  par  le  point  O.  Ainsi  tout  plan  tan- 
gent conunun  aux  trois  surfaces  S^,  S^"^,  S'^  a  pour  point 
polaire  le  point  O,  et  réciproquement.  Mais  ces  trois  sur- 
faces, qui  sont  toutes  trois  de  (n  —  i)**""  classe^  ont 
(n  —  i)^  plans  tangents  communs*  Donc  le  point  O  est  le 
point  polaire  de  (n  —  i)'  plans,  etc. 

10.  Théorème  "VI.  —  Le  point  polaù^  d'un  plan  tan- 
gent  à  la  surface  est  le  point  de  contact  de  ce  plan  tan^ 
gent^  et  réciproquement^  lorsquhm  plan  contient  son 
point  polaire ,  ce  plan  est  tangent  à  la  surface  au  point 
polaire^ 

Car  le  point  polaire  du  plan  P^  est 

or,  si  ce  plan  est  tangent  à  la  surface,  on  a 

ces  équations  donnent  précisément  le  point  de  contact 
du  plan  Po  (première  partie).  Réciproquement,  en  expri- 
mant que  le  point  polaire  est  sur  le  plan,  on  a 

=  /iU(^.,  j„  s«,  ^o)  =  o; 
c'est-à-dire  que  le  plan  Po  est  tangent.     * 

11.  Théorème  VII.  —  Les  plans  tangents  aux  points 
oh  un  plan  fixe  coupe  une  surface  sont  en  même  temps 
tangents  à  la  première  polaire  de  ce  plan. 

Nous  avons  vu  en  effet  que  la  première  polaire  d^un 
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plan  P  est  Tenveloppe  des  plans  dont  les  points  polaires 
âécFÎTent  le  plail  P  (8)-,  par  suite,  si  le  point  polaire  est 
un  des  |K>ints  de  l'intersection  du  plan  P  avec  la  surface, 
le  plan  dont  il  est  le  point  polaire  sera  en-  mette  tettps 
tangent  à  la  surface  en  ce  point  (10).  Donc  les  plans  tan* 
gents  à  la  surface  aux  points  où  elle  est  coUpée  par  le  plan  P 
sont  età  même  temps  tangents  à  là  première  polaire  de 
ce  plan.  Réciproquement,  tout  plan  tangent  commun  k 
la  surface  et  à  la  première  polaire  du  plan  P  est  tangent 
en  un  des  points  d'intersection  du  plan  avec  la  surface  ; 
car  le  point  polaire  est  à  la  fois  sur  le  plan  P  (8)  et  sur  le 
plan  tangent  (10). 

12.  Théorème  VIII.  —  Les  plans  tangents  aux  points 
ou  une  droite  rencontre  la  surface  sont  tangents  en 
même  temps  à  la  première  polaire  d^un  plan  quelconque 
passant  par  cette  droite.  Une  surface  de  /i'**'  classe 
esty  en  général^  de  Vordre  n[n  —  i)'. 

Soit  D  la  droite  donnée,  P  un  plan  passant  par  cette 
droite,  et  S  la  première  polaire  de  ce  plan  -,  les  plans  tan- 
gents aux  divers  points  de  la  courbe  d'intersection  de- 
vront toucher  la  surfaces  (11).  11  en  sera  de  même  pour  la 
première  polaire  S'  d'un  second  plan  P'  passai^t  par  la 
droite  D.  Ainsi*  tout  plan'  tangent  à  la  surface  en  nn  point 
où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  D  devra  toucher  aussi 
les  premières  polaires  S  et  S^  La  réciproque  est  visible, 
car  le  point  polaire  d'un  plan  tangent  à  S  cl  S'  est  sur  la 
droite  D  (8);  et  comme  le  plan  touche  la  surface  primi- 
tive, le  point  polaire  est  le  point  de  contact  (10).  Or,  les 
trois  surfaces  considérées  étant  des  classes  respectives  n, 
{p — i)  et  [n — i), elles  auront,  en  général,  n  [n — i)*  plans 
tangents  communs.  Donc  la  droite  D  rencontre  la  surface 
en  n  [n  —  i)*  points. 

{La  suite prœkainemênt.) 
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DE  U  PROJECTION  G&6CHE  (siite) 

(TOirriérte,  t,iT.  p.  M8)ï 

Paa  m.  Abbl  TRANSON. 


XI.  Objet  de  ce  second  article.  —  On  a  vu  que,  par 
la  projection  gauche,  toute  ligne  de  Tordre  n  eât  trans- 
formée en  une  ligne  de  Tordre  an;  à  moins  que  la  ligne 
primitive  ne  passe  par  certains  points,  circonstance  qui 
en  réduisant  Tordre  à  n'être  plus  que  Tun  des  nombres 
a» — I,  an — a,  art — 3,.  •.,  permet  d'obtenir  des  trans- 
formées d'ordre  impair  aussi  bien  que  d'ordre  pair, 
/'ajoute  qne  tonte  ligne,  après  sa'  transformation,  passe 
par  trois  pointe  particuliers  du  tableau,  lesquels  trois 
points  sont  pour  chacune  des  transformées  des  points 
multiples  de  Tofdre  n,  si  n  marque  Tordre  de  la  ligne 
primitive. 

Ces  propriétés,  qu'on  pourrait  croire  caractéristiques 
de  la  projection  gauche,  lui  sont  communes  avec  la  trans- 
formation par  rayon's  vecteurs  réciproques  telle  qtr'elle  a 
été  réceonnent  généralisée* par  M.  Hirst  (*).  D'apfès  cela, 
et  probaMement  aussi  à  cause'  de  la  très-grande  diver- 
sité de  condîeioBs  qtte  comporte  cette  nouvelle  méchode, 
comparativement  à  la  détermination  Unique  des  condi^ 
tions  de  la  projection  gauche,  plusieurs  personnes  ont 
présumé  que  les  résultats  de  M.  Hirst  devaient  coni-> 
prendre,  comme  des  cas  particuliers,  ceux  que  j'ai  pré'<^ 
sentes  dans  un  précédent  article.  Je  me  propose  de  mon- 


(*)  On  ihe  qaadnc  inversion  of  plane  cwves,  by  T. -A.  Hirst,  F.  R.  S.j 
from  ihe  Vroceedings  o/the  Royal  Society,  Marsli  i,  i865. 
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trer  ici  qu'une  telle  opinion  serait  inexacte.  Je  rendrai 
raison  de  ce  que  les  deux  méthodes  ont  en  commun  cer- 
taines propriétés,  et  cependant  je  ferai  voir  qu'elles  ne 
sont  pas  réductibles  l'une  à  Tautre.  Je  ne  crains  pas 
d'entrer  dans  cette  discussion,  parce  que  le  lecteur  y  trou- 
vera au  moins  l'avantage  de  connaître  les  principes  de 
l'intéressante  méthode  due  à  M.  Hirst. 

XII.  Théoaèmb.  —  Si,  après  avoir  construit  une  pro^ 
jection  gauche^  on  fait  tourner  le  plan  du  tableau  au-- 
tour  de  son  intersection  aucc  le  plan  primitifs  les  deux 
figures  ne  cessent  pas  d'être  les  projections  l'une  de 
l'autre  (*). 

Cette  propriété,  qui,  comme  on  sait,  appartient  aussi  à 
la  projection  centrale  ou  perspective,  nous  permettra  de 
rabattre  le  plan  du  tableau  sur  le  plan  primitif,  ou  mieux 
encore,  de  faire  la  transformation  gauche  d'une  figure 
plane  dans  son  plan  ;  ce  qui,  en  supprimant  toute  considé- 
ration des  trois  dimensions  de  l'espace^  facilitera  la  com- 
paraison de  cette  sorte  de  transformation  avec  la  méthode 
des  rayons  vecteurs  réciproques. 

Xin.  Transformation  gauche  dans  le  plan.  —  Soient 
A  et  B  les  pieds  des  directrices  dans  le  plan  primitif^  A^ 
et  B'  leurs  pieds  sur  le  tableau,  celui-ci  étant  supposé 
rabattu  sur  le  premier  par  une  rotation  autour  de  Tinter- 
section  commune  /i^ 

On  verra  aisément  que  pour  obtenir  le  point  O'  cor- 
respondant ou  transformé  du  point  O,  il  faut  joindre  ce 
dernier  aux  points  A  et  B  ;  pix)longer  les  lignes  OA,  OB 


(*)  Je  laisse  aux  jeunes  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  le  soin  de  dé- 
montrer ce  théorème,  et  aussi  la  correspondance  des  points  du  plan  pri- 
mitif et  du  tableau  indiqué  au  n9  XIII. 
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jusqu'à  leurs  rencontres  a  et  j3  avec  //',  puis  pousser 
a  A'  et  PB' jusqu'à  leur  rencontre  qui  sera  le  point  O'. 


FiG.    I. 


//A 

1'/     \ 


//   >-\y 


'  r 


On  peut  appeler  V!  M  axe  de  transformation  \  A,  B,  /' 
seront  les  trois  points  principaux  de  la  figure  primitive; 
et,  comme  il  y  a  une  réciprocité  parfaite  entre  les  deux 
figures,  Â',  B'  et  /  seront  les  trois  points  principaux  de  la 
seconde. 

Les  plus  simples  principes  de  la  Géométrie  supérieure 
donneront  les  propriétés  de  cette  transformation  plane* 

Supposant,  par  exemple,  qiie  O  décrive  une  ligne  droite, 
le  lieu  de  O'  est  une  conique  comme  étant  déterminé  par 
les  rencontres  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 
homographiques  ayant  pour  centres  A'  et  B'. 

De  là,  et  par  un  raisonnement  employé  dans  le  pre- 
mier article,  cette  conséquence,  que  toute  courbe  se  trans- 
forme en  une  autre  dont  Tordre  est  double. 

A  un  point  déterminé  de  Tune  des  figures  correspond 
généralement  un  point  unique  de  l'autre  figure;  mais  il  y 
a  exception  pour  les  points  des  droites  qui  joignent  deux 
à  deux  les  points  principaux.  Cest  ainsi  que  : 

I®  A  un  point  quelconque  de  AB  correspond  un  seul 
point,  le  point  l  du  tableau  ; 

Am.  de  Mathémat.f  q«  série,  t.  V.  (FéTrier  1866.)  5 
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a*^  A  on  point  quelconque  de  Al'  ooirespond  le  tjenl 
poîntfi'5 

3°  A  un  point  quelconque  de  B/'  correspond  le  seul 
point  A^ 

On  peut  dire  aussi  qu'au  seul  point  A  correspondent 
indiiTéremment  lous  les  points  de  /B';  au  point  B  tous 
ceux  de  Z  A'5  au  point  /'  tous  ceux  de  A'B',  et  ceci  peut  se 
voir  directement  ou  bien  être  conclu,  par  voie  de  récipro- 
cité, des  trois  remarques  précédentes. 

D^ai Heurs,  de  ces  remarques  et  du  fait  qu'une  droite 
quelconque  de  la  figure  primitive  rencontre  nécessaire- 
ment AB,  AZ'  et  B/',  il  s'ensuit  que  la  conique  dans  la- 
quelle cette  droite  se  transforme  passe  nécessairement 
par  les  trois  points  Z,  B'  et  A';  ce  qui  motive  suffisam- 
ment leur  dénomination  de  points  principaux  du  tal)leau. 

Et  plus  généralement,  comme  une  courbe  l'ordre  w, 
tracée  sur  le  plan  primitif,  a  n  rencontres  avec  les  mêmes 
trois  droites  AB,  A/',  BZ^,  il  est  manifeste  que  sa  trans- 
formée aura  un  point  multiple  de  Tordre  n  en  chacun  des 
mêmes  points  Z,  B'  et  A'. 

XIV.  Transformation  par  rétyons  ofecteurs  réciffro- 
ques  (méibode  de  M.  Hirst).  —  Au  lieu  de  considérer, 
comme  k  l'ordinaire,  un  cercle  (de  rayon  OR)  et  de 
prendre  sur  chaque  droite  issue  du  centre  deux  points 
conjugués  a  et  a',  dont  les  dislances  à  ce  n^me  cenire 
constituent  les  deux  rayons  réciproques  el  sont  liées  par 
la  relation 


Oa.Oa'  z^OK  , 


M.  Hirst  prend  pour  courbe  fondamentale ,  ndfi  plus  un 
cercle^  mais  une<ïonique  quelconque^,  il  doi$ne  pour  ori- 
gine aux  rayons,  non  pas  Ib  centre  de  cette  conique,  mais 
Un  point  quelconques  A  de  son  plan;  puis,  sur  chaque 
droite  AR  issue  de  ce  point,  il  appelle  conjugués  deux 
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points  p  «t  p'  tels,  que  Taii  d'eux  appartienne  à  la  polaire 
de  Tautre,  condition  qui  entraîne  entre  ees  deofx  points 
nne  parfaite  réciprocité. 

La  position  du  point  A  qui  peut  être  intérieur  ou  exté- 
rieor  à  la  conique  ou  placé  sur  son  périmètre;  le  clïoix 
même  de  la  conique,  qui  peni  être  soit  l'une  des  trois 
conrbes  générales,  soit  quelqu'une  de  leurs  variétés, 
comme  cercle,  hyperbole  équilalère,  couple  de  droites 
réelles  ou  imaginaires...;  ces  circonstances  très-diverses 
offrent  à  Fauteur^  indépendamment  des  lois  propres  à  la 
transformation  généralisée,  ime  foule  de  résultats  très- 
dignes  d'intérêt. 

Sans  entrer  dans  ce  détail,  je  me  bornerai  à  signaler  les 
propriétés  principales  qui  rapprochent  la  transformation 
gauche  de  la  nouvelle  méthode  des  rayons  réciproques  et 
quelques-unes  de  celles  qui  Fen  distinguent  essentielle- 
ment. 

Â  cet  effet,  je  prends  pour  exemple  de  la  méthode  de 
M.  Hirst  le  cas  où  le  point  A,  origine  commune  des  rayons 
réciproques,  est  à  Textérieur  delà  conique. 

Fie.  2. 


Ayant  mené  du  point  A  les  deux  tangmtes  AB,  AC  et 

5. 
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la  corde  de  contact  BC,  on  verra,  diaprés  la  définition  des 
points  conjugués,  que  si  un  point  quelconque  du  plan  se 
transforme  en  un  point  unique,  il  y  a  cependant  excep- 
tion : 

i^  Pour  tous  les  points  de  la  corde  de  contact,  lesquels 
ont  pour  leur  conjugué  commnn  le  point  Â; 

Q?  Pour  tous  les  points  d^  AB  qui  ont  leur  conjugué 
euB; 

3^  Pour  tous  ceux  de  ÂC  qui  ont  leur  conjugué  en  C. 

D^ailleurs  deux  points  conjugués  p  etp'  sont  toujours, 
par  définition,  sur  une  même  ligne  (comme  AR)  issue 
du  point  A. 

Diaprés  cela,  Tordre  d'une  courbe  transformée  se  dé- 
duit aisément  de  l'ordre  de  la  courbe  primitive.  Celle-ci, 
par  exemple,  étant  de  Tordre  n,  rencontre  toute  droite 
comme  AR  en  n  points  p  qui  donnent  lieu  sur  cette  même 
ligne  a  n  points  p'  de  la  transformée;  mais  de  plus,  la 
courbe  primitive  rencontre  aussi  la  corde  de  contact  en 
n  points  qui  donnent  lieu  pour  la  transformée  à  un  point 
multiple  de  Tordre  n  en  A.  Ainsi,  la  transformée  a  an 
rencontres  avec  toute  ligne  issue  du  point  A  ;  donc  elle  est 
de  Tordre  an,  et  on  verra  aisément  que  les  points  B  et  C 
lui  sont,  comme  A,  des  points  multiples  dont  la  multi- 
plicité est  d^ordre  n. 

J'omets  les  exceptions  qui  peuvent  résulter  du  passage 
de  la  courbe  primitive  par  Tun  de  ces  trois  points.  Il  suffit 
de  dire  qu'ils  sont  analogues  aux  trois  points  principaux 
du  tableau  de  la  projection  gauche  ('*'). 

Mais  outre  que  la  réciprocité  ne  fait  pas  naître  ici  des 
points  principaux  qui  soient  particuliers  à  la  figure  pri- 
mitive, j'observerai  que  dans  la  méthode  des  rayons  réci- 


(*)  On  remarquera  que,  si  le  point  A  est  intérieur  à  la  conique,  les  deux 
points  B  et  C  sont  imaginaires. 
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proques  (simple  ou  généralisée),  les  points  de  la  conique 
fondamentale  sont  h  eux-mêmes  leurs  conjugués,  etpossè» 
dent  cette  propriété  à  l'exclusion  de  tous  les  autres  points 
de  la  figure.  Dans  la  transformation  gauche,  les  points  de 
Taxe  de  transformation  sont  k  eux-mêmes  leurs  conjugués, 
et,  hors  de  cette  ligne,  il  y  a  un  points  un  seul  point,  doué 
de  la  même  propriété  :  c'est  le  point  de  rencontre  de  AÂ' 
avec  B6^ 

C*est  ici  une  différence  essentielle;  car  la  conique  fon- 
damentale de  l'autre  méthode  ne  saurait  donner  lieu 
parmi  ses  variétés  a  cet  ensemble  :  une  droite  et  un  point. 

D'ailleurs,  les  points  conjugués  p  et  p'de  Isijig.  a  sont 
toujours  en  coUinéation  avec  un  même  point  A.  Or,  on 
trouve  bien  dans  la  transformation  gauche  Ifig.  i)  que  le 
conjugué  d'un  point  de  AA'  est  sur  cette  même  ligne  AA', 
et  que  le  conjugué  d'un  point  de  BB'  est  aussi  sur  BB^ 
Il  faudrait  donc,  pour  pouvoir  affirmer  la  coïncidence 
des  deux  méthodes,  que  les  points  conjugués  O  et  O' 
fussent  en  coUinéation  avec  le  point  y,  rencontre  de  AA' 
et  BB^  Ainsi,  les  deux  triangles  AOB,  A'O'B^,  auraient 
leurs  sommets  de  mêm^  nom  en  coUinéation  avec  un  même 
point;  mais  alors  il  faudrait,  d'après  un  théorème  bien 
connu,  que  les  points  /  et  F  fussent  confondus  en  un 
seul,  c'est-à-dire  que  les  deux  côtés  homologues  AB  et  A'B' 
se  rencontrasssent  sur  la  droite  a  P  qui  joint  les  rencon- 
tres (AO,  A'O')  et  (BO,  B'O').  Or  cela  n'est  pas  admis- 
sible, vu  l'indépendance  essentielle  des  quatre  points  A, 
A',  B,  B',  relativement  a  la  droite  W. 

XV.  Explication  de  V analogie  des  deux  méthodes.'^ 
Après  avoir  établi  surabondamment  que  les  deux  modes 
de  transformation  sont  bien  distincts,  je  dirai  que  leur 
propriété  commune,  dédoubler  l'ordre  des  courbes  trans-» 
formées  avec  apparition  constante  de  trois  points  mul- 
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ti^p^ss,  tieni  maniSMlementà  œ  qa«  telle  est.  la  loi  gjàié* 
raie  des  traitftibrmaliinft  ou  nu  poini  corresfMNui  k  aa 
point  raûquc^et  réeipvo<;ii«ni«iikt. 

C'esice  que  M.  Magnuft  aidémcMiUré  à  Taùit  desIbinMule» 
g^éoérales  qu^j^ai  rapporte»  préceâeaiBieal;.  J'ajoute  que 
par  ces  mèoaes  formules  on  trouvera  sans  difficulté  que, 
généralemeut,  il  y  a  dans  ces  sortes  de  transformation 
quatre  points  qui  sont  à  euic-mémes  leurs  propres  traas* 
formés,  mais  que,  sous  des  conditions  particulières  qui 
sont  inconciliables  entre  elles^  ces  points  peuvent  être  en 
nombre  infini  : 

i.^  Sur  une  conique  çue/c^/ifue,  ce.  qui' correspond  à 
la  méthode  de  M.  Hirst  ; 

a^  Sur  une  droite  accompagnée  (tun.pointj.Q&.  q;ù 
correspond  à  la  transformation  gauche  », 

Nota,  —  On  vient  dé  voir,  en  réaRsani  la  transfor- 
miztfon  gauche  dans  le  plan  de  la  figure  primitive,  qu  il 
n^existe,  en  dehors  de  Taxe  de  transformation,  qu^un  seul 
point  qui  soit  à  lui-même  son  transfermél  Ce  résultat, 
qui  s'explique  par  les  formules  générales  de  M.  M^gnus, 
et  qui  est  décisif  pour  ToBjet  du  présent  article,  se  voit 
très-facilement  par  la  projection  gauche  elle-même.  En 
effet,  si  le  point  O',  projection  du  point  Q,  est  tel",  qu'âpre 
le  rabattement  du  tableau  sur  le  plan  primitif  ces  dteux 
points  coïncident,  il  est  manifeste  que  la  ligne  OCV  doit 
être  perpendiculaire  au  plan  qui  partage  en  deux  égale- 
ment Tangle  dSêdre  du  plan  primitif  et  du  tableau.  Ce* 
pendant  cette  même  ligne  rencontre  à  la  fois  les  deux 
directrices  i  elle  est  donc  riatersectîon  des  deux  plan^qui 
pi«)}ettent  orthogonalement  ces  mêmes  directrices  sur  ce 
plau  bissecteor.  Or  la  détermination  d'une  telle  ligpe  est 
unûpie^r  Donc,  etc. 
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NOTE  SUR  LES  LWRES  D^ONB»  ET  D  OMBRE  PORTÉE; 
Pa&  m,  Obsiau  B0NM£T. 


Considérons  une  surface  à  courbures  opposées  Z  et  cîr- 
consei?ivon3  i  eecte  surface  ua  cyKwZre  dont  Us  g^éra- 
triées  soient  paraliUle^  i  V«n«  do»  9sy«iipl»l^s  AS  de  Tîn- 
dicatrice  relative  au  point  A.  On  sait  que  la  courbe  de 
contact  passera  par  le  poia(  Â  el  y  sera  tangente  à  la 
ligne  AS;  que  ïa  eowbe  d'ombre  portée,  c'est-à-dire 
Pinterseclion  du  cylindre  circonscrit  avec  la  surface  S, 
passera  aussi  par  le  point  A  et  y  aura  même  tangente  AS  \ 
enfift  OD  ]>eut  ajouter  que.  les  plans  oaçulateuis  eu  A  des 
deuic:  courbes  à'^wbv^  QC  d'ombre  poct^^e  se  ^oufoiuiiUuJt 
avec  le  plau  tangeut  eu  A  à  la  StturfacQ  S-  Tous,  ces  r^- 
$iilut3  soûl  bieu  coxu3^u&  et  aerven^  en  G4ojxi4trie  deaci?ip^ 
tixe  pour  la  déteriuinatiuu  dea  points,  rem^rqu^blea  ^ui^<< 
quels  ou  a  douué  ht  nom  i»  points  de  passa^i^^  mais,  qm 
u'a  poixil  eoçore  détecmoé,  qfxe  je  ^çhe^  le^  rayo«4  d^ 
cpurbore  et  de  voraûxii  au  fQinX  A  des  deiuc  ligues  d'u«jj^ 
et  d'ombre  portée  dont  il  s'agit.  Q«^  ^i  Vqn  ay^veU^  p«  ^ 
i%  1^  rayon»  de  CQurbuire  et  de  torsion  au  pcMAt  A  de  la 
lijue  asjmpiluUque  U9g.eiite  à  AS  (j'ai  dé^eoniné  ^«  e» 
fouicjtiao  des  rrf^m  de  cuwburepriuQipHux  e;  des^  dériyée^ 
de^  cea  ? aypu^  de  courbure  d^ua  uuc^  ID^ote  ioséj^ée  4U 
VWke  IMy  p.  26;^,  de  ce  j^pure^l  -^  <{uau(  k  r©»  il  est  ëg4  4 
V-*-RR^  e'eet-J^ire  4  Viniteiiq^de  Uoeuri»urode  €«atteiL), 
^el  r  lee  reyoue  do  eeurlMiv<>  e%  de  lemoA  de  la  ti^we 
d'wibffe,  ft^  el  ri  lee  rayon»  de  ceuvlafeel  de  le^rsÀosb  de 
U  tigue  d'(M«bre  porlée,  ou  trouve,  soit  par  le  caku),  seit 
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par  des  considérations  simples  de  Géométrie  infinitési- 
male, 


e=z^*'   '  ~^ 


p,  =  2p,  n  izz  —  Tm 


SU  U  PLUS  CWRTB  MSTANCK  DE  DHIX  PliNTS 
SUR  U  SURFACE  DE  U  SPHÈRE; 

Pae  m.  JARRIGE, 

Profetseur  an  lycée  de  SaintrÉtienne. 


Soient  Â  et  6  deux  points  situés  sur  la  surface  de  la 
spbère,  Â6  Tare  de  grand  cercle  moindre  qu'une  demi- 
circonférence  qui  passe  par  ces  deux  points,  et  M  un 
point  pris  sur  ÂB.  Du  point  A  comme  pôle,  avec  le 
rayon  spbérique  AM,  je  décris  un  petit  cercle  *,  du  point  B 
comme  pôle,  avec  le  rayon  BM,  je  décris  un  autre  petit 
cercle.  Ces  petits  cercles  se  touchent  au  point  M  et  sont 
extérieurs  l'im  à  l'autre,  puisque  l'arc  AB  est  moindre 
qu  un  demi  grand  cercle. 

Cela  posé,  je  dis  que  le  plus  court  chemin  de  A  en  B 
passe  par  le  point  M.  En  effet,  tout  chemin  ApqB  ne 
passant  pas  par  le  point  M  coupe  les  petits  cercles  en  p 
et  9;  or  le  plus  court  chemin  de  A  en  ^  est  ^al  au  plus 
court  chemin  de  A  en  M  (lemine  connu),  le  plus  court 
chemin  de  B  en  ^  est  égal  au  plus  court  chemin  de  B 
en  M  (même  lemme).  Donc  le  chemin  ApgB  surpasse  le 
plus  court  chemin  de  A  en  M  plus  le  plus  court  chemin 
de  M  en  B  d'une  quantité  au  moins  égale  au  plus  court 
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chemin  de  p  en  ç.  Donc  le  pins  court  chemin  de  A  en  B 
passe  par  le  point  M;  donc  il  se  confond  avec  ÂB,  puis- 
que M  est  un  point  quelconque  de  AB. 


EXPRESSIONS  GÉNÉRALES  DD  RAYON  ET  DE  U  SURFACE 
DES  POLYGONES  GIRGONSCRIPTIBLES; 

Par  m.  Geo&oes  DOSTOR, 

Docteur  es  Sciences  mathématiqueB, 
Professeur  au  lycée  impérial  de  l'Ile  de  la  Réunion. 


1.  La  question  que  nous  nous  proposons  de  résoudre 
est  la  suivante  : 

Un  polygone  de  n  côtés  est  circonscrit  à  un  cercle; 
on  connaît  les  tangentes  ce,  |3,  y,  J,  g, . . .  menées  des 
différents  sommets  du  polygone  à  la  circonférence  :  cal- 
culer, en  valeur  de  ces  tangentes,  le  rayon  du  cercle  et 
la  surface  du  polygone, 

2.  Désignons  par  2 A,  aB,  aC, ...  les  angles  du  poly- 
gone respectivement  compris  sous  les  tangentes  (oifCii)^ 
(P,  P),  (y,  y) ,  •  •  • ,  nous  avons  l'égalité 

A  •+- B -h  C -f- . . .  =  («  —  2)  - . 
^  '  2 

On  sait  que  si  n  est  pair, 

cot  (A +  B  +  C-f>...):i=±'"''''"^ ''''""•> 
^  Cl  —  C3  -4-  Cj  — . . . 

et  si  n  eist  impair^ 

<r,  —  ^3  -h  Ti  — . . . 


col ( A -f- B  4- C -f- . . .)  =:±  ■ 


où  Ci  désigne  la  somme  des  cotangentes,  Ct  la  somme  des 
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prodtùts  de  ces  c^Cangeate»  deiiz  i  duvx^  efcaiii»  de  aiiîftr. 

rOify  lorsque  n  est  pair,  (n  —  2)  -  exprime  un  nombre 

pair  d'angles  droits,  et  l'on  a 

cet  (A -f- B -f- C -f  ...)  =  «  , 

ce  qnî  exige  que 

<^i  —  f  *  H-  <?fc  —    . .  =  o  ; 

et  lorsque  n  est  impair,  [n  —  2)  -  représente  un  nombre 
impair  d'angles  droits,  et  il  vient 

cet  (A -h  B -t- C  + . . .)  =  0|^ 

ce  qui  donne  la  même  relation.  On  a  donC|  pour  les 
angles  d'un  polygone  fermé  quelconqui^s^  eQiwea:e^  à 
asAgles  rentrants  ou  étoile^  la  formule  ginéraie 

(I)  Ci  —  C3  +  <?4  —  Ci  -h,  .  .z=0, 

3.  Rayon  du  cercle  inscrit.  —  Reppëacnloaa  ce  rayo» 
par  R  ^  nous  avons 

ot                             ft                            Y 
COtA=— »       COlB=~>       COtC=:^> 

R  A  R 

Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  U  formule  (I),  nous 
aurons  Téquation 

S|        S3        Si        ^'  _i_        __^ 

où  nous  désignons  par  Si  la  somme  des  qtyu>ûtés  «^  P^  y, 

^,  e, . . .  ;  par  S»  la  somme  de  leurs  produits  trois  à  trois,  etc. 

Deux  cas  sont  à  considérer  ici  : 

S. 
i^  Si  n  est  impair»  le  dernier  tenne  sera  —%  cl  Téqua- 
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lion  poucxa  s'écrire 

(IF)  Si  H^»  —  5,  R"^  -f-  Ss  R*^*  — . . .  =  o. 

2*^  Si  n  est  pair,  le  dernier  terme  sera  ^^  et  TéquAr 

tioasacëdttira  à 

(ffl)  SiR-»  —  S^R-*  -i-  SfcHr-*  — . . .  =:  (H. 

Telles  sont  les  deux  premières  relations  que  nous  nous 
proposons  d'établir^ 

4,  Rekàuqub.  —  Lorsqu^on  permute  entre  eux  les  segr 
ments  tangentiels  a,  (3,  y,  ^, . . .,  les  coefficients  Si,  Ss, 
Si,...  ne  changent  pas^  les  équatiens  (U)  et  (HI) 
donnent  donc  toujours  les  mêmes  valeurs  pour  R.  Donc  : 

Lorsqu'un  polygone  est  circonscriptible  à  un  cercle^ 
quel  que  soit  V ordre  dans  lequel  on  dispose  la  suite  des 
segments  tangentiels  des  côtés,  le  nouueau  polygone  sena 
encore  circonscriptible  ad  même  cercle, 

5.  Âpplicatiohs.  —  1**  Triangle  : 

a  +  p  -f-  7 
a®  Quadrilatère  : 

6..  Surface  du  polygone.  —  En  appelani  Q  Taire  du 
polygone  circonscriptible,  nous  avons 

0^=  (a  4r  p -f- «a;  H- ^  H- . . .)  R -- S,  R, 
d'«à. 
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Substituons  cette   valeur  dans  les  deux  équations  (II) 
et  (III)  et  effectuons  :,nous  obtenons  les  nouTelles  équa- 
tions 

(IV)  Q^'  —  S.  S,Q"-^  +  s;  S» Q— ^  —  . . .  =  o     pour  n  impair, 

(V)  Q»-2 _  s, S3Q»-*  -f-S; S»Q"-« ~ . . .  =:o     pour  n  pair, 

qui  donnent  Taire  du  polygone  en  fonction  des  quantités 

7.  Remaeque.  —  Vairt  est  constante^  quel  que  soit 
V ordre  de  succession  des  segments  tangentiels  a,  P»  7» 

J,  6, 

8.  AppLiCÀTioiTs.  —  1^  Triangle  : 


(5)  Q  =  V^(a-4-p  +  7)«p7- 
a**  Quadrilatère: 

(6)  Q  —  V'(a-+-p-+-7-4-<î)  (afv  +  d^S  -+-  a-fS  -f-  Py^). 


MÉTHODE  DE  CAIIGHY  POUR  LE  CALCUL  IBS  FONCTIONS 
SYNtTRIOIIES  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  (*). 


177.  Gaiichy  a  publié,  dans  ses  anciens  Exercices  de 
Mathématiques  (4*  année,  p.  io3),  une  méthode  nou- 
velle et  fort  élégante  pour  obtenir  la  valeur  d'une  fonc- 


(")  Hitrait  da  Cours  d'Algèbre  supérieure -paiT  M.  J.-A.  Serret,  membre 
de  rinstitut,  etc.;  3*  édition,  1866, 1. 1,  p.  3gi.  L'ouvrage  aura  deux  yo- 
lûmes.  Âuuitôt  que  le  second  aura  paru,  nous  rendrons  compte  de  cette 
troisième  édition  qui  se  distingue  des  deux  précédentes  par  d'impor- 
Untes  améliorations.  P. 
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tion  symétrique  et  entière  des  racines  d*ane  équation. 
Cette  méthode  consiste  à  éliminer  successivement  de  Tex- 
pression  de  la  fonction  symétrique  qu*on  veut  évaluer 
chacune  des  racines  de  Téquation' proposée;  elle  repose 
sur  la  proposition  suivante  : 

Soit  V  une  fonction  symétrique  et  entière  des  racines 
a,  &,  C9. . . ,  iy  ky  /d'une  équation 

«* -t- /?,  x-^' H- /j.or'*-» -f- . . .  + />^,  ;r -h  ^,  =  o, 

que  nous  représenterons  aussi,  pour  abréger,  par 

X=:  o; 

et  supposons  qu'ayant  éliminé  de  Texpression  de  V,  par 
un  moyen  quelconque,  toutes  les  racines  excepté  a,  on 
ait  mis  la  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d^un  po- 
lynôme entier  et  rationnel  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a,  que  Ton  ait,  par  exemple, 

Ao9  Al,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficients  de  Téquation  proposée,  je  dis 
que  si  Ton  divise  cette  expression  de  V  par  le  polynôme 

A  =  <2*  -f-/7,  a*-'  -4-/7,0"»-*  -4- ...  H-  pm-\  a  H-  p„^y 

obtenu  en  remplaçant  x  par  a  dans  X,  le  reste  de  la  di- 
vision ne  contiendra  pas  a,  et  sera  précisément  la  valeur 
de  la  fonction  V. 

En  effet,  si  Q  et  R  désignent  le  quotient  et  le  reste  de 
la  division  de  V  par  A,  on  aura  V=  AQ-hR,  et  comme  A 
est  nul, 

V  =  R. 

D'ailleurs,  ce  reste  R  est  au  plus  du  degré  m —  i  en  a; 
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nom  le  représenterons  par 

et  Ton  aura 

V  =  y,«^'  -h  ^,«r-«  -h.  .  .4- 7— ,«  4-  7«_|. 

Mais  Y  étant  une  fonction  symétrique,  on  peut  changer 
les  lettres  a  et  &  Tune  en  Tautre,  ainsi  que  a  et  e,  etc.;  et 
comme,  par  ces  changements,  ^o»  g  a  etc.,  conservent 
leurs  valeurs,  il  s^ensuitque  lequaiion 

y«j:*^'  -h  7,  j:"^* -f- .  .  .  +  7„^,x-h  (7«-,  —  V)r=  o 

sera  saUsCaite  en  remplaçaint  x  ipar  Tune  qoelcoB^oe  des 
m  racines  a,  ^^ .  •  • ,  i[,  /;  ee  qui  eet  impossible,  à  xbomu 
que  les  coefiicîeDts  ne  smeat  KMifi  aiik,  car  cetâe  éqna- 
tion  n^est  que  du  degré  j»—i^  onaudra-doDC,  en  pardcv* 
lier, 

qm-t  —  V  —  o 
ou 

conuDe  BOUS  l'avions  annooeé. 

La  démonstration  précédente  suppose  que  les  m  racines 
a,  6,  c^. ,  ,,k^  l  sont  inégales  ;  mais  les  conclusions  pré- 
oédentes  ne  aubsistent  pas  moins,  si  quelques-unes  deoes 
xacioes  sont  égales  entre  elles.  Nous  emploierons,  j»w 
justifier  cette  assertion ,  un  raisonnement  dont  4Mil  fait  u 
fréquent  usage  en  analyse. 

Si  Téquation  X  =  o  a  des  racines  égales,  on  eonsâdé* 
rera  d'abord  à  sa  place  une  équation  X,  =  o,  dont  toufes 
les  racines  seront  inégales,  et  qu'on  obtiendra  en  faisant 
subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients  de  X; 
par  eiœmple,  si  l'équation  X  =  o  a  tioîs  radues  égtAes  k 
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ây-^t^eles  ûVÊix^  radnes  soient xHlifihwMe», '(méprendra 

Le  polyndtee  Xi  tie  'diffère  de  X  qn^en  ce  tqne  detdt  des 
troÂ  racineis  égales  i  a  sont  remplacées  par  a -h  h  et 
a-h'hf  i  ott  ▼OH  tmément,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d^n- 
sîster  darvamage,  comment  on  devrait  choisir  le  poly- 
nôme Xi>  si,  outre  les  trois  racines  égales  à  a,  Téquatlon 
proposée  avait  plusieurs  racines  égales  à  <&,  à  c,  etc.  Cela 
posé,  snbstitnatit  Téquation  X^  =  o  à  X  =  o,  et  conser- 
vant d'ailieurs  les  notations  précédentes,  on  arrivera  à 
Téquation 

et  cette  équation  aum  lieu,  quelque  petites  que  soient  les 
quantités  A,  A^  etc.^  elle  aura  donc  lieu  aussi  A  la  limite, 
quand  on  fera  A  =  o,  A'  =?  o,  etc. 

178.  Voici  maintenait  la  méthode  donméepiarOauchy 
pour  calculer  la  valeur  d'une  fonction  symétrique  et 
entière *V  des  racines  a,  &,  c, . . . ,  /,  Ar,  /  de  Féquation 

X  =:  j?*  -h  ;>,  x«-«  4-  prJc"--  -f- ...  +  /?«  —  o. 

'DtviscAis  X  par  x  —  a,  et  désignons  "par  Xi  le  quotient  ; 
divisons  de  même  Xj  par  x  —  i,  et  désignons  par  "X,  le 
quotient,  puis  X,  par  x  —  c,  et  soit  Xj  le  quotient ,  et 
ceiftVDiunMJaiBsi  d'enlever  de  X'tmrs  les^fecteurs  linéaire* 
jusqu'à  o:-— 'fc'inchisïwmeiît,  en  sorte  queX,„_i  ne  con- 
tiendra plus  que  le  seul  ÛK^teur  ar-—  /.  Cela  posé,  consîdé- 
fottis  les  ITT  équtftions 

X -^  o,      X|  =  o,       X,:=:0,...,      X|»_i  :=:0. 

LapreaiBAne9i'«staidtret}Uek«pn^p09ée,'ét'elleape«ir  ra- 
cines O,  ^,  o,..«,  A, ^/^  la  fl«icoade  a  poiir  racmes  &,  c,..«. 
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kj  ly  et  ses  coefficients  sont  exprimes  sous  forme  entière 
en  fonction  de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  \  la  troi- 
sième a  pour  racines  c, . . . ,  Ar,  /,  et  ses  coefficients  sont 
exprimés  sous  forme  entière  en  fonction  de  b  et  des  coef- 
ficients de  la  précédente^  c'est-à-dire  en  foncdon  de  a,  h 
et  des  coefficients  de  la  proposée^  et,  en  général,  les  coef- 
ficients de  Tune  quelconque  de  ces  équations  sont  expri- 
més sous  forme  entière  en  fonction  des  coefficients  de  la 
proposée  et  des  racines  qui  n'appartiennent  pas  à  Téqua* 
tion  que  l'on  considère.  Désignons  enfin  par  A  la  valeur 
de  X  pour  a:  =  a,  par  B  la  valeur  de  Xt  pour  x  =  i,  par 
C  celle  de  Xs  pour  x=^c^  et  ainsi  de  suite,  en  sorte 
que  I  sera  la  valeur  de  X,„.8  pour  x  =  /\  K  celle  de  X^_, 
pour  X  =  A,  et  L  celle  de  X„_i  pour  x  =  /j  ou  aura 

A  1=  O,       B  =::  O,       C  ==:  O, .  .  .  ,       I  z:^  O,      K  ::=  O,      L  :2:r  O. 

Gela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,  non-seulement 
des  racines  de  l'équation  X  =  o,  mais  aussi  des  racines 
de  Tune  quelconque  des  équations 

X  =3  o,       X,  ::=  o,  .  .  .  ,       X|„_3  =^  o,      X|»_2  z=~.  o,       X«_,  =  O. 

Nous  allons  faire  voir  comment,  en  s'appuyant  sur  cette 
remarque,  on  peut,  à  l'aide  du  théorème  fondamental 
démontré  plus  haut,  éliminer  successivement  chaque  ra- 
cine de  l'expression  de  V. 

D'abord  l'équation  L  =  o,  où  /  entre  au  premier  degré, 
permet  de  chasser  immédiatement  /  de  l'expression  de  V. 
Considérant  alors  V  comme  fonction  symétrique  des  deux 
racines  Ar  et  /  de  l'équation  X„.i  =  o,  dont  l'une  /  est 
déjà  éliminée,  on  l'ordonnera  par  rapport  à  k^  et  on  la 
divisera  par  K,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut^ 
le  reste  de  la  division  ne  contiendra  pas  k  et  sera  la  va- 
leur de  y  débarrassée  des  racines  k  et  /.  On  considérera 
alors  y  comme  fonction  symétrique  des  trois  racines/,  /r,  / 
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de  l'équation  X„.8  =  û,  dont  les  deux  dernières  n'entrent 
plus  dans  son  expression,  et  l'ayant  ordonnée  par  rap- 
port à  i\  on  la  divisera  par  I  à  l'eflet  d'éliminer  i  ;  le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  pas  î  et  sera  la  valeur  de  Y 
.débarrassée  des  trois  racines  i,  A:,  /.  On  continuera  delà 
même  manière,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  éliminé  de  chacune 
des  racines  a,  &,  c,, ,  .^  i,  A*,  /;  on  aura  alors  la  valeur 
de  cette  fonction  exprimée  par  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée. 

Il  importe  de  remarquer  que  l'expression  définitive 
de  V  s'obtient  par  de  simples  divisions,  et  que  les  pre- 
miers termes  des  polynômes  A,  B,  C, . . . ,  I,  K,  L,  qui 
servent  successivement  de  diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour 
coefficient:  par  conséquent,  ces  divisions  n'introduiront 
aucun  dénominateur;  en  sorte  que  si  l'expression  primi- 
tive de  V  est  entière,  non-seulement  par  rapport  aux 
racines  «,  5,  c,...,  /,  A*,  /,  qui  y  entrent  symétriquement, 
mais  encore  par  rapport  aux  coefficients  Pi^pu  c^c-?  qui 
peuvent  eux-mêmes  y  figurer,  l'expression  définitive  de  Y 
sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coefficients  -,  enfin,  si 
ces  mêmes  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  Y  sera  pa- 
reillement un  nombre  entier.  Ce  résultat  important,  que 
nous  n'avions  pas  établi  complètement  par  notre  première 
méthode,  mais  qui  résulte  immédiatement  de  la  méthode 
de  Warîng,  se  déduit  aussi,  comme  on  voit,  de  la  mé- 
thode de  Cauchy. 

Application  de  la  méthode  de  Cauchy  à  un  exemple, 

179.  Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  Cauchy  à  la 
détermination  du  produit  des  carrés  de  toutes  les  diffé- 
rences des  racines  d'une  équation  donnée,  prises  deux  à 
deux.  Cet  exemple  suffira  pour  montrer  comment  on 
peut,  par  des  artifices  convenables,  simplifier  dans  cer- 
tains cas  l'emploi  de  la  méthode. 

Ann,  de  Mathémat.,  2*  série,  t,  V.  (Février  1S6O.)  6 
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Soient  toujours  a^b,  c,...,k^l  les  m  racines  de  Téqua- 
tion 

(l)     X  — aH"-f./?,x-^'-4-/?,a:«-2-H.  . . -4- /?«_,a: -4-/?,»  =  o; 
soient  aussi 

Vr^  (fl  —  by  [a  —  cy. .  .{A  —  ly 

et 

V  sera  le  produit  des  carrés  des  différences  des  racines  de 
l'équation  (i),  prises  deux  à  deux,  et  Vi  le  produit  des 
carrés  d^s  différences  des  racines  de  Téquation 


je  —  a 

ou 

(^) 

^-'-f-/?. 

af^'-hp. 

H-  a 

-hpio 

Cela  posé,  on  a 

\  =zy,{a  ^  by  {a  —  cy .  .  .{a  —  A-y  (a  —  ly. 

Mais  le  produit  (a  —  b)  (a  —  c)  • . .  (a  —  k)  (a  —  /)  est 
égal  (d**  49)  à  la  valeur  que  prend  la  dérivée  du  poly- 
nôme X  pour  X  =  a,  c'est-à-dire  égal  à 

/Wû""-'  -l-(/72—  ij/^ifl^-'-f-.  .  .-4- /?,_,; 

donc  on  aura 

V  —  V,  [/wfl*^'  -4-  (m  —  i)  /7,fl--*  -+-...  -+-/?,., f . 

D'après  cela,  si  nous  admettons  qu'on  sache  former  la  va- 
leur de  la  fonction  V  pour  une  équation  du  degré  m  —  i, 
on  pourra  également  trouver  la  valeur  de  cette  fonction 
pour  une  équation  du  degré  m,  Effectivemient,  par  hjpo* 
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thèse,  on  sait  exprimer  la  valeur  de  Y i  par  les  coefficienU 
de  Téquation  (a),  c'est-à-dire  en  fonction  de  a  et  des  cocf^ 
ficients  de  la  proposée;  donc  la  fonction  Y  pourra  elle- 
même  être  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme  ordonné  par 
rapport  aux  puissances  de  a,  et,  en  divisant  ce  polynâme 
par  le  premier  membre  de  Tëquation  proposée,  dans  le- 
quel on  aura  remplacé  x  par  a,  le  reste  de  la  division 
donnera  la  valeur  cbercliée  de  Y.  Or  on  sait  calculer  la 
fonction  de  Y  pour  une  équation  du  deuxième  degré;  on 
pourra  donc  calculer  cette  fonction  pour  l'équation  du 
troisième  degré,  puis  pour  celle  du  quatrième,  et  ainsi 
de  suite. 

Cas  de  Téquation  du  troisième  degré*  —  L'équation 

proposée  est 

X*  H-  px^  -\-  qx  -\-  r  =  o, 
et  l'on  a 

V  r-_  [a  —  by  [a  —  cy  (b  ^  c)% 

V  r=V,(a—^)='(tf —  <:)»; 

Vi  étant  relatif  à  l'équation  du  deuxième  degré 


-ha 


-\-  pa 
1      -+-fl* 


On  a  immédiatement 

V,  =  (;? -h  a)=^  —  4 (7 -f /»a -f-ii')  —  —  3fl*  —  2/?tf -4-(/>' —  4 y)  ; 
d'ailleurs 


{a-b){. 

2  —  c)  — -  3  a'  -f-  2pa  + 

7> 

par  suite, 

(-3a«--a/?tf-h/>^  — 4^)(3fl»-f-îi/?a  -hy)» 

—  27  a« — S^pa^  —27/51' 

«•+4/?*     a^-h^p' 

a^-^^p*q    a-hp-q^ 

-549 

—  Tipq       —iSp'q 

—  iQpq^     —47' 

^ 

_277> 

6. 
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Divisant  cette  valeur  de  V  par  a*  -^pa*  -4-  7«  -H  r,  on 
trouve  pour  quotient 

—  27«*—  i']pa^—  2'jqa  -h  (4/?^  -h  27r —  i8/>ç), 

et  pour  reste, 

—  47*—  27/-' -4-  i8/î^r  H-/)«7»  -^/^p^r, 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  Y  que  nous  cherchons. 
On  trouvera  dans  le  Chapitre  suivant  une  méthode  plus 
expéditive  pour  résoudre  la  même  question. 


RAPPORT  DD  GéNiML  SAMNE, 

Président  de  la  Société  Royale  de  Londres, 
SUR  LA  MÉDAILLE  DE  COPLEY  ACCORDÉE  A  M.  CHASLES. 


Note  du  Rédacteiu\  —  La  médaille  de  Copley  est  la 
plus  haute  distinction  que  la  Société  de  Londres  puisse 
accorder  à  un  savant,  et  parmi  ceux  qui  Tout  obtenue, 
on  ne  trouve  que  les  hommes  du  premier  mérite.  Pois* 
son,  Sturm  et  M.  Chasles  sont,  à  notre  connaissance, 
les  seuls  géomètres  français  qui  l'aient  obtenue. 

Nous  croyons  être  agréables  à  nos  lecteurs  en  don- 
nant  le  Rapport  lu  à  la  Société  Royale  sur  les  travaux  de 
M.  Chasles  qui  lui  ont  valu  cette  récompense  exception- 
nelle. On  y  verra  combien  les  œuvres  de  notre  illustre 
compatriote  sont  justement  appréciées  en  Angleterre. 
L'organe  de  la  Société  Royale,  devançant  la  postérité, 
n'hésite  pas  à  placer  la  nouvelle  méthode  de  M.  Chasles 
au  rang  des  plus  belles  découvertes  de  notre  siècle.  Un 
tel  hommage  honore  et  rAcadémic  qui  le  décerne  et  le 
savant  qui  le  reçoit. 
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La  mëdaille  de  Copley,  d'un  modale  un  peu  plus  grand 
que  notre  pièce  de  cinq  francs,  est  en  or.  Sur  la  face  se 
trouve  une  6gure  personnifiant  la  Science,  entourée  des 
attributs  des  sciences  et  des  arts  et  offrant  une  couronne; 
au-dessus  :  G.  Copley,  Bar.,  Dignissiho;  au-dessous: 
Michel  Chàsl^s,  i865.  Le  revers  porte  les  .armesde  la 
Société  Royale,  avec  ces  inscriptions  :  au-dessus,  Socïe" 
tatis  Rf^g.  Londini]  au-dessous,  NuUius  in  verha^  expres- 
sion abrégée  de  la  devise  de  la  Société  [Nullîus  iVi  verba 
jurare  magistri), 

'  La  traduction  qu'on  va  lire  est  tirée  du  journal  les 
Mondes  (^),  rédigé  par  M.  Tabbé  Moîgno.  Nous  Tavons 
revue  sur  le  texte  anglais.  P. 

«  Les  travaux  historiques  et  les  recherches  originales 
deM.  Chaslesont  rempli  une  période  d'environ  quarante 
années.  Pendant  ce  long  intervalle  de  temps,  il  a  consacré 
toute  son  énergie^  avec  une  persévérance  rarement  égalée, 
à  la  restauration  et  à  Textension  des  méthodes  purement 
géométriques  que  l'antiquité  nous  avait  léguées,  dont  le 
développement  avait  été  arrêté  pendant  le  moyen  âge,  et 
dont  Futilité  avait  été  momentanément  éclipsée  par  la 
brillante  découverte  de  la  Géométrie  des  coordonnées  due 
a  Descartes.  Dana  son  Histoire^  bien  connue,  de  V ori- 
gine et  du  développement  des  méthodes  en  Géométrie, 
publiée  en  1837  et  couronnée  par  l'Académie  de  Bruxelles, 
M.  Chasles  expose  comme  il  suit  ce  qui  défait  est  devenu 
Fûbjet  principal  des  travaux  de  sa  vie  :  «...  Nous  avons 
»  pensé  qu'il  ne  pouvait  être  qu*utile  de  montrer,  autant 
»  que  nos  faibles  moyens  nous  le  permettaient,  que,  daus 


'  (*)  Les  Mondes,  Revue  hebdomadaire  des  sciences  et  de  leurs  applica- 
tions aux  arts  et  à  l'industrie.  Paris,  J.  Rothschild,  éditeur.  Prix  :  iS  fr. 
par  an.  Cette  Revue,  qui  forme  trois  volumes  chaque  année,  comprend 
déjà  neuf  volumes.  Le  dixième  commence  une  nouvelle  série. 
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n  une  multitude  de  questions,  les  doctrines  de  la  pure 
»  Géométrie  offrent  souvent,  et  d«us  une  fouie  de  ques- 
»  tionSf  cette  voie  aisée  et  naturelle  qui,  pénétraiH  jua^ 
n  qu^à  Torigine  des  vérités,  met  à  nu  la  chaîne  mysté- 
»  rieuse  qui  les  unit  entre  elles,  et  les  fait  connaître 
n  individuellement  de  la  manière  la  plus  lumineuse  et  la 
»  plus  complète  (*).  » 

»  Le  travail  achevé  que  nous  venons  de  citer  est  unique 
en  son  genre  :  il  est  notre  plus  haute  autorité  dans  les 
matières  qui  touchent  à  T histoire  de  la  Géométrie,  science 
dont  il  trace  avec  soin  les  développements  successifs,  de- 
puis le  temps  de  Thaïes  et  de  Pythagore  jusqu'aux  pre» 
mières  années  de  ce  siècle.  Quoiqu'il  ne  s'offre  a  nous  que 
comme  un  simple  aperçu,  il  représente  cependant  une 
vaste  quantité  de  recherches  historiques,  et  il  est  en  outre 
enrichi  de  nombreuses  notes  renfermant  les  résultats  d'in- 
vestigations originales  importantes. 

))  Dans  Tannée  1846,  la  fondation  d'une  chaire  de 
Géométrie  moderne  au  sein  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Paris  fut  arrêtée  en  principe,  et  M.  Chasles  (ut  chargé 
de  donner  lui-même  renseignement  créé,  en  très-grande 
partie,  par  ses  propres  recherches.  Il  commença  ainsi  à 
exercer  sur  les  jeunes  géomètres  de  la  France  cette  in- 
fluence personnelle  qui  n'a  pas  cessé  depuis,  et  dont  on 
trouve  la  preuve  dans  toutes  leurs  productions.  Cn  autre 
résultat  de  cette  nomination,  dont  les  géomètres  de  toutes 
les  nations  ont  grandement  profité,  fut  la  publication, 
en  i85a,  de  son,  7ra/fé  de  Géométrie  supérieure^  ou- 
vrage dans  lequel  les  trois  principes  fondamentaux  delà 
Géométrie  pure  sont  pleinement  et  systématiquement 
exposés  pour  la  première  fois.  Ces  principes  embrassent 
les  théories  modernes  des  rapports  anharmoniques,  des 

(*)  Aperçu  historique ^  p.  3. 


(87) 
divîaioiis  et  des  fsdsceaux  homographiques,  et  de  l'invo- 
Intion.  Le    rapport   anharmonique   est   en  réalité   un 
rapport  de  deux  rapports,  qui  ont  lieu  entre  deux  cou* 
pies  de  segments  déterminés  par  quatre  points  quelcon* 
ques  d'une  ligne  donnée.  On  peut  dire  que  toute  la 
Géométrie  moderne  est  fondée  sur  une  propriété  par- 
ticulière de  ce  rapport^  la  propriété  de  n'être  nullement 
altéré  dans  sa  projection.  Les  divisions  homographiques 
consistent  en  deux  séries  de  points,  situés  sur  une  même 
ligne  droite  ou  sur  deux  lignes  droites  différentes ,  qui  se 
correspondent,  de  telle  sorte  que  le  rapport  anharmo- 
nique de  quatre  points  quelconques  d'une  série  soit  égal 
au  rapport  anharmonique  des  points  correspondants  de 
Vautre  série.  Enfin,  deux  séries  homographiques,  sur  une 
même  ligne  droite,  sont  dites  former  une  involution  lors- 
que, à  un  point  quelconque  de  cette  ligne,  correspond 
un  seul  et  même  points  quelle  que  soit  celle  des  deux 
séries  à  laquelle  le  premier  point  soit  censé  appartenir. 
Ordinairement  il  y  a  dans  une  semblable  involution  deux 
points  tels,  que  chacun  d'eux  coïncide  avec  le  point  cor<* 
respondant^  par  un  pur  changement  de  position,  toute- 
fois, l'existence  actuelle  de  ces  deux  points  doubles  peut 
être  détruite,  toutes  les  autres  propriétés  de  Tinvolution 
restant  intactes.  Cette  contingence  a  fait  naître  un  mode 
de  langage  de  la  plus  grande  utilité  en  Géométrie^  les 
deux  points  doubles  sont  dits  réels  dans  un  cas,  imag^ 
noires  dans  l'autre.  Nous  sommes  principalement  rede- 
vables à  M.  Chasles  de  l'introduction  non  déguisée  et 
philosophique  en  Géométrie  des  points  et  des  lignes  ima- 
ginaires. 

»  Le  terme  de  rapport  anharmonique,  aujourd'hui  uni- 
versellement employé,  est  du  a  M.  Ghasles^  mais  ce 
rapport  lui-même  parait  avoir  été  connu  de  Pappus,  l'é- 
minent  géomètre  d'Alexandrie,  au  iv*  siècle.  M.  Chasles, 
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en  effet,  a  montré  que  ce  rapport  formait  probablement 
le  trait  essentiel  (essential  feature)  de  ce  fameux  livre 
des  Porismes,  que  Ton  sait  avoir  été  écrit  par  Euclide, 
mais  qui  n'était  connu  que  par  des  inductions  de  nature 
tres-vague,  transmises  jusqu*à  nous  dans  les  Collections 
mathéinatiques  de  Pappus.  Robert  Simson ,  de  Glasgow^ 
le  célèbre  traducteur  des  Eléments  d'Euclide,  est  le  pre- 
mier qui  ait  résolu  d'une  manière  satisfaisante  Ténigme 
relative  a  la  nature  réelle  des  Porismes,  et  qui  ait  réussi  à 
restaurer  en  partie  les  trois  livres  perdus.  M.  Chasles  est 
le  premier  qui  les  ait  restaurés  complètement;  et  il  Ta 
fait  dans  un  ouvrage  qui ,  de  Taveu  de  tous,  est  à  la  fois 
une  précieuse  addition  à  Thisioire  de  la  Géométrie,  et 
le  modèle  d'une  divination  aussi  ingénieuse  que  philoso- 
phique. 

»  M.  Chasles  a  contribué  à  l'avancement  de  la  Géo- 
métrie pure,  non-seulement  par  les  trois  ouvrages  com- 
plets auxquels  nous  avons  déjà  fait  allusion,  mais  encore 
par  la  publication  d'un  grand  nombre  de  Mémoires  de 
moindre  étendue.  Les  suivants,  qui  ne  sont  pas  les  seuls 
dignes  de  remarques,  méritent  d'être  signalés. 

»  Le  Mémoire  sur  les  projections  stéréo  graphiques 
convertit  une  méthode  employée  primitivement  à  la  con- 
struction des  cartes  en  un  puissant  instrument  de  trans- 
formation géométrique.  Deux  savants  Mémoires  sur  les 
cônes  du  second  ordi^  et  sur  les  coniques  spkériques, 
grâce  À  la  traduction  faîte  en  1 84 1  par  M .  le  D*"  Graves,  de 
Trinity  Collège  (Dublin) ,  a  exercé  une  influence  directe 
sur  la  Géométrie  pure  dans  notre  pays.  Le  Mémoire  sur 
le  principe  de  correspondance  entre  deux  objets  va- 
riables nous  a  mis  en  possession  d'un  principe  de  la  plus 
grande  utilité  dans  les  recherches  de  Géométrie  supé- 
rieure. Dans  plusieurs  autres  Mémoires,  la  méthode  d'en- 
gendrer les  courbes  d*ordre  supérieur  par  les  faisceaux 
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hom<^rapliique8  des  courbes  d^ordre  inférieur  est  ame- 
née à  sa  perfection,  et  conduit  k  de  nouvelles  pro- 
priétés des  courbes  planes  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre.  La  théorie  des  courbes  non  planes,  spéciale- 
ment de  celles  des  troisième  et  quatrième  ordres,  a  son 
origine,  pour  la  plus  grande  partie,  dans  les  Mémoires 
de  M.  Chàsles,  et  la  science  moderne  de  la  Cinéma- 
tique lui  doit  deux  Mémoires  remarquables  sur  les  dé- 
placements finis  et  infiniment  petits  des  corps  solides.  Le 
problème  de  Tattraction  des  ellipsoïdes,  devenu  célèbre 
par  les  recherches  de  New^ton,  de  Maclaurin,  d'Ivory,  de 
L^endre,  de  Lagraoge,  de  Laplace,  a  reçu,  de  M.  Chasles 
la  première  solution  synthétique  complète.  C'est  dans  ce 
problème  qu'apparut  pour  la  première  fois  Tidée  de  sur- 
faces confocales  du  second  ordre  dont  la  théorie  a  été 
depuis  si  grandement  perfectionnée. 

»  Le  premier  volume  d'un  quatrième  ouvrage  de 
M.  Chasles^  Traité  des  Sections  coniques^  a  paru  cette  an- 
née (i865)^  c'est  une  suite  à  la  Géométrie  supérieure^  et  les 
trois  principes  que  nous  avons  rappelés  y  ont  trouvé  leur 
champ  d'application  le  mieux  approprié.  On  attend  avec 
d'autant  plus  d'intérêt  l'apparition  du  second  volume  de  ce 
Traité,  qu'il  doit  contenir  l'exposition  complète  des  admi- 
rables recherches  sur  les  sections  coniques  par  lesquelles 
M.  Chasles  vient  de  couronner  sa  carrière.  Ces  recher- 
ches, dont  un  court  aperçu  a  déjà  paru  Tannée  dernière 
daiis  les  Comptes  rendus,  nous  a  mis  en  possession  d'une 
méthode  entièrement  nouvelle,  dont  la  nature  et  l'utilité 
peuvent  être  rendues  intelligibles,  même  à  ceux  qui  n'ont 
pas  fait  une  étude  spéciale  de  la  Géométrie  moderne. 

Yi  Cinq  conditions  suffisent  en  général  pour  la  déter- 
mination ou  la  construction  des  courbes  appelées  com- 
munément sections  coniques,  et  dont  l'hyperbole,  la  pa- 
rabole et  l'ellipse  sont  des  espèces.  La  nature  de  ces  cinq 
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conditions  peut  être  telle,  cependant,  qu'elles  puissent 
être  satisfaites  par  plus  d'une  conique.  Par  exemple,  quoi- 
qu'il ne  puisse  passer  qu'une  seule  conique  par  cinq  points 
donnés,  il  eùste  deux  coniques  distinctes  passant  cha- 
cune par  quatre  points  donnés,  et  touchant  une  ligne  don- 
née* De  là  surgit  cette  question  générale  importante  : 
Combien  de  coniques  satisfont  à  cinq  conditions  don* 
nées?  Par  la  nouvelle  méthode  de  M.  Chasles,  nous  sonir 
mes  en  état  de  répondre  avec  une  grande  facilité  à  cette 
question,  inabordable  jusqu'ici*  Partant  des  cas  élé- 
mentaires où  les  cinq  conditions  sont  les  plus  simples 
possible,  et  consistent  seulement  à  passer  par  des  points 
ou  à  toucher  des  droites,  il  remplace  graduellement  ces 
conditions  par  de  plus  complexes,  et  arrive  enfin  a 
la  formule  simple  et  symétrique  qui  répond  pleine- 
ment à  la  question  posée  ci-dessus.  En  voyant  combien 
sont  nombreuses  les  questions  sur  les  coniques,  qu'on 
peut  ramener  à  la  question  unique  résolue  par  M.  Chasks, 
nous  pouvons  affirmer  sans  exagération  que,  dans  cette 
seule  formule,  se  trouve  condensée  virtuellement  la  théo- 
rie entière  des  sections  coniques. 

»  Cette  méthode  a  reçu  de  son  éminent  inventeur  le 
nom  très-juste  de  substitution  géométrique»  Elle  com- 
prend la  considération  des  propriétés  du  système  de  co- 
niques (en  nombre  infini)  qui  satisfont  à  quatre  condi- 
tions communes.  Un  semblable  système  est  défini,  pour 
la  première  fois,  d'une  manière  strictement  analogue  à 
celle  par  laquelle  on  partage  les  courbes  en  ordres  et  en 
classes.  JNous  avons  seulement  à  connaître  :  première^ 
mentf  combien  de  coniques  du  système  passent  par  un 
point  pris  arbitrairement^  secondement,  combien  de  ces 
coniques  touchent  une  droite  donnée.  Ces  deux  nombres 
ou  caractéristiques f  comme  on  les  appelle,  une  fois  trou- 
vés, toutes  les  propriétés  du  système  de  coniques  sont 
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immédiatement  exprimables.  Par  exemple,  la  somme  de 
deux  fois  la  première  caractéristique  ei  de  trois  fois  la  se- 
conde, nous  donne  Tordre  de  la  courbe  sur  laquelle  sont 
situés  les  sommets  de  toutes  les  coniques  du  système. 

»  Cette  nouvelle  méthode  des  caractéristiques  a  déji 
été  appliquée  à  des  courbes  d'ordres  supérieurs,  comme 
aussi  à  des  surfaces,  et  si  Ton  considère  la  vaste  étendue 
du  nouveau  champ  ouvert  ainsi  a  nos  investigations,  il 
est  très-probable  que,  considérée  comme  instrument  de 
recherche  en  Géométrie  pure,  la  méthode  de  M.  Chasles 
peut  supporter  la  comparaison  avec  toute  autre  décou- 
verte de  ce  siècle.  » 

S' adressant  alors  à  M.  le  professeur  Miller,  le  Gé- 
néral Sabine  lui  a  dit  :  n  M.  Chasles  n'ayant  pas  pu  venir 
recevoir  en  personne  la  médaille  qui  lui  a  été  décernée, 
j'ai  à  vous  prier,  comme  notre  secréuire  pour  Tétran- 
ger,  de  la  recevoir  pour  lui  et  de  la  lui  transmettre.  As- 
surez-le de  Testime  très-haute  que  nous  faisons,  en  cette 
contrée,  de  ses  travaux  dans  une  branche  des  recherches 
mathématiques  peu  suivie  et  peu  encouragée  depuis  plus 
d'un  siècle.  » 


GARRBSPMDAIIGB. 


M.  y,  y  de  Bruxelles^  —  «  A  la  demande  d'un  abonné 
de  Belgique,  la  rédaction  des  Nouvelles  Annales  $*est 
constituée  en  tribunal  d'appel  pour  réformer  le  jugement 
d^une  cause  perdue  en  première  instance,  devant  un 
jury  scientifique  belge.  Permettez  •moi,  Monsieur,  de 
venir  à  mon  tour,  dans  l'intérêt  de  la  vérité,  vous  expo- 
ser exactement  et  sans  réticences  les  faits  de  cette  cause, 
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présentés  par  Tappelant  sous  un  point  de  vue  un  peu 
trop  approprié  à  sa  thèse. 

y>  Le  susdit  abonné  vous  dénonce  deux  faits  :  i^  Tan- 
nulation  de  la  solution  mentionnée;  2^  les  motifs  allégués 
â  Tappui  de  cette  mesure  rigoureuse.  II  vous  donne  ces 
faits  comme  certains,  comme  authentiques  et  officiels  \  de 
plus,  il  les  donne  de  telle  manière,  que  l'avis  qu'il  solli- 
cite de  vous  devait  pour  ainsi  dire  forcément  concorder 
avec  sa  propre  opinion. 

))  Malheureusement  pour  les  conclusions  de  votre  cor- 
respondant, ses  prémisses  reposent  sur  une  base  excessive* 
ment  fragile.  Vous  allez  en  juger,  Monsieur  le  Rédacteur. 
Le  concours  spécial  de  Mathématiques  en  Belgique  consiste 
en  une  double  épreuve,  l'une  écrite,  l'autre  orale  5  à  cette 
dernière  sont  appelés  seulement  les  élèves  qui  ont  obtenu 
dans  l'épreuve  écrite  au  moins  les  deux  tiers  des  points 
attachés  à  un  travail  parfait.  L'épreuve  orale  est  publique; 
au  contraire,  les  délibérations  du  jury  sur  le  travail  écrit 
des  élèves  sont  absolument  secrètes,  et  les  intéressés  n'en 
connaissent  que  le  résultat,  c'est-à-dire  les  noms  des 
élèves  désignés  pour  le  concours  oral,  ainsi  que  le  nombre 
de  points  obtenus  par  ces  derniers.  D^où  il  suit  que  les 
assertions  de  M.  X.  ou  sont  de  pure  invention,  ou  bien 
ont  leur  source  dans  une  communication  confidentielle 
faite  par  un  membre  du  jury,  et  livrée  indiscrètement  i 
la  publicité  par  M.  X.  Dans  tous  les  cas,  il  est  impossible 
de  contrôler  l'exactitude  de  ces  assertions,  mais  on  ne 
peut  admettre  qu'un  membre  du  jury  ait  fait  une  commu- 
nication dans  le  sens  de  celle  que  rapporte  votre  corres- 
pondant. Comment  croire,  en  eiïet,  qu'un  membre  du 
juiy  a  pu  s'octroyer  à  lui-même  et  donner  à  ses  collègues^ 
JEiinsi  qu'au  gouvernement,  un  brevet  de  ridicule  et  de 
sottise,  en  soutenant,  comme  le  prétend  M.  X.,  qu'une 
question  a  été  faite  aux  élèves  pour  avoir  réponse  à  une 
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autre  question,  qui  n'est  point  indiquée,  et  qui  n'a  pas 
jnème,  de  Taveu  de  M.  X.,  un  rapport  direct  et  néces^ 
saire  avec  la  question  proposée?  Voyez- vous,  Monsieur, 
le  gouvernement  et  le  jury  transformés  en  une  swte 
d'oracle  qui 

Jamais  ne  se  laisse  comprendre  ; 

On  Tentend  d'autant  moins  que  plus  on  croit  Fentendre? 

Voyez-vous  les  inspecteurs  de  renseignement^  les  savants, 
les  professeurs  qui  préparent  les  questions  ou  jugent  les 
réponses,  s'ingéniant  à  poser  des  rébus  aux  jeunes  gens, 
sous  prétexte  de  concours  de  Mathématiques? 

»  Admettons  cependant  qu'un  concurrent  ait  donné  la 
solution  mentionnée  par  M.  X.  et  que  le  jury  l'ait  comptée 
comme  nulle  :  pareille  décision  peut-elle  se  justifier? 
C'est  ce  que  je  vais  examiner  brièvement. 

»  Cette  solution,  dit  M.  X.,  me  parait  simple  et  irré- 
prochable. Oui,  si  l'on  a  égard  seulement  aux  termes  de 
l'énoncé,  tel  quil  est  indiqué  par  M.  X,,  et  abstraction 
faite  de  toute  autre  considération^  et  même  à  ce  point  de 
vue  elle  contient  quelque  chose  de  tout  à  fait  superflu, 
c'est  l'équation  du  lieu,  qui  n'est  pas  du  tout  demandée 
et  dont  cet  énoncé  ne  dit  mot.  Mais  il  en  est  tout  autre- 
ment pour  quiconque  est  au  courant  de  notre  enseigne- 
ment et  connaît  les  circonstances  dans  lesquelles  la  ques- 
tion a  été  posée.  Or,  en  Belgique,  nous  n'avons  pas, 
comme  en  France,  l'étude  par  la  Géométrie  des  courbes 
usuelles^  et  le  programme  prescrit  l'emploi  exclusif  des 
méthodes  algébriques  dans  l'étude  des  sections  coniques; 
de  sorte  que  K  question  du  concours  était  uniquement 
une  question  inapplication  de  V  Algèbre  à  la  Géométrie. 
En  la. proposant  aux. élèves,  on  n'avait  donc  et  on  ne 
pouvait  avoir  qu'un  seul  but  :  c'était  non  pas  de  faire 
déterminer,  par  n'importe  quel  procédé,  le  lieu  demandé, 


(94) 
mais  bien  de  faire  trouver  la  solution  par  les  procédés  de 
l'Algèbre,  et  de  constater  ainsi  que  les  élèves  étaient  fami- 
liarisés avec  les  méthodes  d'investigation  particulières  i 
la  Géométrie  analytique.  VoilÀ  ce  que  personne  ne  saurait 
contester,  et  ce  que  tout  le  monde  sait  ici.  Et  pour  que 
vous-même,  Monsieur  le  Rédacteur,  vous  n'ayez  aucun 
doute  à  cet  ^ard,  il  me  suffira  de  vous  mettre  sous  les  yeux 
le  véritable  texte,  le  texte  officiel  de  la  question  du  con- 
cours, texte  qui  a  été  quelque  peu  modifié  par  votre  cor- 
respondant et  dont  voici  la  copie  exacte  :  Rechercher 
V  équation  du  lieu  des  foyers  des  lignes  du  second  ordre 
qui  ont  une  directrice  commune  et  une  tangente  corn-- 
mune  auec  le  point  de  contact  donné  sur  la  tangente. 
Discuter  P équation  du  lieu. 

»  En  présence  de  cet  énoncé  et  de  ce  que  je  viens  de 
dire,  il  est  évident  que  la  solution  mentionnée  était  insuf- 
fisante; il  est  surtout  évident  qu'elle  avait  peu  de  valeur 
à  côté  d'autres  solutions  obtenues  par  un  emploi  judi* 
cieux  des  méthodes  analytiques,  et  qui  dénotaient  chez 
leurs  auteurs  la  connaissance  approfondie  de  ces  mé- 
thodes en  même  temps  que  Taptitude  à  en  faire  avec 
sûreté  et  promptitude  Tapplication  :  car  c'est  là  incon- 
testablement ce  qui  constitue  la  véritable  supériorité 
scientifique,  et  non  pas  la  connaissance  plus  ou  moins 
accidentelle  de  telle  propriété  secondaire  des  figures.  » 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  T.  se  trompe  quand  il  nous 
accuse  de  nous  être  érigé  en  tribunal.  Dieu  merci  !  nous 
ne  sommes  coupable  d'aucune  usurpation  de  pouvoir.  On 
nous  a  consulté  sur  un  cas  singulier  sans  être  invraisem- 
blable. Nous  avons  donné  notre  opinion  motivée  sur  la 
question  de  principe,  admettant  le  fait  comme  une  pure 
hypothèse  et  sans  mettre  les  personnes  en  cause.  Nous  ne 
pouvons  donc  avoir  eu  Tintention  d'attaquer  ni  les  sa- 


(95) 
YanU  de  la  Belgique  ni  le  gouvernement  de  ce  pays.  Il  est 
possible  que  M»  X.  ait  exagéré  dans  un  sens  :  M.  T.  a 
peut-être  exagéré  dans  le  sens  opposé,  cela  nous  est  indif- 
férent. Malgré  l'opinion  de  ce  dernier,  nous  croyons  que 
Texclusion  du  concours  est  une  peine  trop  forte  contre 
un  candidat  qui,  après  tout,  s'est  montré  intelligent  en 
tirant  Féquation  du  lieu  d'une  propriété  de  la  courbe. 


ODESTIONS. 


75â.  On  circonscrit  à  un  triangle  quelconque  une 
courbe  du  second  degré  telle,  que  les  normales  aux^  trois 
sommets  du  triangle  passent  par  un  même  point.  On  de- 
mande de  prouver  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  courbe 
à  centre  du  troisième  ordre.  Déterminer  cette  courbe. 

Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale.      (Darboux.  ) 

753.  Si  Ton  cherche  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut 
mener  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  àfis  tangentes 
faisant  un  angle  donnée  on  trouve  une  équation  de  la 
forme 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  de  cette 
forme,  peut-on  trouver  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
telles,  que  si  d'un  point  de  la  courbe  donnée  on  mène  des 
tangentes  à  T ellipse  ou  à  T hyperbole,  ces  tangentes  fassent 
un  angle  donné?  Le  problème  a-t-il  plusieurs  solutions? 

(G.  Darboux.) 

754.  Soient  a,  P,  y  les  milieux  des  côtés  d*un  triangle 
ABC',  P  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  AD,  BE,  CFj 
O  le  centre  du  cercle  circonscrit,  dont  le  rayon  =  R. 


(96) 
Sur  les  segments  PA,  PB,  PC;  Pa,  P|3,  Py,  on  prend 
les  points  p,  q,  r;  />',  q\  r' ,  de  telle  sorte  que 

P/l=:i.PA,         P7=:i.PB,  Pr=r-.PC, 

n  n  n 

P/>'=:-.Pa,      Pi7'rL:-.PB,       Pr'i^r-.Py; 

et  enfin  on  désigne  par  p"^  q"^  r"  les  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  des  points  p\  q\  r'  sur  les  hauteors 
AD,  BE,  CF,  respectivement.  Démontrer  que^,  y,  r;  p\ 
q\  /•';  p^\  q"y  r"  sont  neuf  points  sur  la  même  circonfé- 
rence, dont  le  rayon  =  --R,  et  dont  le  centre  est  un 
point  M  situé  sur  la  ligne  PO,  de  telle  sorte  que 

PM=ri.PO    (*). 

Si  on  cherche  la  condition  que  la  circonférence  dont  il 
s'agit  touche  la  circonférence  inscrite,  on  aura 

Il  I  r^ 

-.—  -,     on     -=1-+---, 
n        2.  n  p^ 

r  étant  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  p  le  rayon  du  cercle 
conjugué  au  triangle.  (Griffiths.) 

(*)  Si  Ton  pose  n  =  s,  qn  a  un  théorème  bien  connu. 


(.97) 
THfiORlB  DES  SURFACES  POLAIRES  RIIN  PLAN  (Fin) 

(TOir  p.  4»)  ; 

Par    m.    PAINVIN. 

13«  Théorème  IX.  —  La  q*^""  polaire  d'un  plan  Po 
relatwe  à  la  p'*"**  polaire  de  ce  même  plan  par  rapport  à 
la  surface  primitive  est  la  [p  -|-  ^  )'*"•'  polaire  de  ce  plan 
relative  à  la  surface  primitive, 

La  ^'*""  polaire  du  plan  Pe  relative  à  la  surface  primi- 
tive est  en  efTet 

,T       /      '^-  <'•  ^'  d.\P^^ 

la  q'^""  polaire  du  même  plan  par  rapport  à  la  surface 
ApU  est 

Or,  d'après  l'idejatitë  (lo)  du  n^  4, 

/     d.  d,  d.         dAP-*^ 

ce  qui  démontre  ta  proposition  énoncée. 
Ceci  revient  à  dire  que  : 

La  polaire  de  a**'"'  classt  d'un  plan  est  la  même, 
quelle  soit  prise  par  rapport  à  la  surface  ou  par  rapport 
à  une  polaire  quelconque  du  même  plan  et  de  classe  sur- 
pén'eure  à  s. 

Car  la  polaire  /?'**"*'  est  de  la  classe  (n — p)\  la  17''""' 
polaire  relative  à  la  p*^"^'  polaire  sera  de  la  classe 
{n  — p)  —  q  =  n  —  p  —  y,   ce  qui   est  la   classe  de   la 

Ann.  de  Mathémat,,  2«  série,  t.  V.  (Mars  1866.)  7 


(98) 
(P  -h^)**"*'  polaire  relative  à  la  surface  primitive.  Ainsi 
un  plan  a  le  même  point  polaire  par  rapport  à  la  surface 
et  aux  i",  a*", . . . ,  [n  —  2)'*'"*  polaires,  etc. 

14.  Théorème  X.  —  La  polaire  ^'*"**  d^un  plan  Py 
relatwe  à  la  p'^""  polaire  (Tun  plan  P,-  [cette  dernière 
étant  prise  par  rapport  à  la  surface  pnmitiv^e)  coïncide 
as^ec  la  p'^""  polaire  du  plan  P,-  relativ^e  à  la  q""^  polaire 
du  plan  Py  [cette  deinièris  étant  prise  par  rapport  à  la 
surface  primitive  )  » 

Cette  propriété  est  la  traduction  de  Tidentîté  (9),  n**  4, 
savoir  : 

4(a;u)  =  a;(4ij). 

15.  Théorème  XI.  —  Si  la  polaire  q'^'^"  d'un  plan  P. 
relative  à  la  polaire  p'^"""  d'un  plan  P^  touche  un  plan  Pt, 
la  polaire  q'^""  du  plan  P,-  relative  à  la  polaire 
[fi  — p  — ^j«*""  du  plan  Pi  toucliera  P^. 

En  effet,  la  <7'*"*'  polairq  de  P,-  par  rapport  a  la  p'^'  po- 
laire de  Po  est 

a;(a;u)=zo, 

ou,  d'après  Tidentitë  (lo),  n^  4, 

(1»)  a;(a;u)=:o. 

Comme  la  polaire  A'^U  est  de  la  classe  [n  —  q)^  il  résulte 
deTidentité  (6),  n°  2,  que  l'équation  de  la  polaire  (1°) 
peut  s'écrire 

(  a;(a;u)  =  a,_,.,(a;u). 

1      =['di'^^Tr^'Tz-^'dF)        U.U)-  =  - 
Mais  la   polaire  q'^""'  de  P.  par  rapport  à  la  polaire 


(99) 
(n  — p  —  9)'*""  de  Pi  a  pour  équation 

i4;(AL-p_,U)=ALp_^(A;u) 
(3°)  ',  f     d.  d.  d.  d.\'~P-t,  i. 

\      =[''T.^^'dP^''Tz^*'Jt)         ('^^)  =  ^' 

les  équations  (3^)  et  [2°)  mettent  en  évidence  le  fait  an* 
nonce  ;  car  on  voit  que  si  la  polaire  (  2^)  touche  le  plan  Pi, 
on  aura  précisément  la  condition  pour  que  la  polaire  (3^) 
louche  le  plan  P». 

16.  Théorème  XII.  —  Lorsquun  plan  em^eloppe  une 
surface  de  classe  /ij,  son  point  polaire  par  rapport  à  la 
surface  primitive  décrit  y  en  général  y  une  surface  d'ordre 

Déterminons  le  nombre  des  points  en  lesquels  le  lieu 
cherché  est  rencontré  par  une  droite  quelconque  D. 
Soient  V  la  surface  de  classe  /ii ,  et  S  et  S' les  premières 
polaires  par  rapport  à  la  surface  primitive  U  de  deux 
plans  P  et  P'  passant  par  la  droite  D.  Les  points  polaires 
situés  sur  la  droite  D  seront  ceux  dont  les  plans  touchent 
4  la  fois  les  surfaces  S  et  S'  (8)^  ces  plans  doivent  en 
outre,  diaprés  la  définition  du  lieu,  toucher  la  surface  V. 
Donc  le  nombre  des  points  polaires  situés  sur  la  droite  D 
est  ^al  au  nombre  des  plans  tangents  communs  aux 
trois  surfaces  V,  S  et  S',  c'est-à-dire  à  n^[n  —  i)*. 
Donc... 

En  supposant  n^  =  n,  on  retrouve  le  théorème  Vil,  et 
en  supposant  /ii  =  i,  on  conclut  de  là  que  le  lieu  des 
points  polaires  des  plans  passant  par  un  point  fixe  est 
une  surface  d^ ordre  [n  —  1)'. 

17.  Théorème  XIII.  —  Venv^eloppe  des  plans  dont 
les  points  polaires  décrivent  und  surface  d'ordre  m  est 
^e surface  de  classe  m  (n  —  i),  en  général. 


(   'oo  ) 
Le  point  polaire  d^un  plan  (j^oj/oî  ^o»  'o)  aLponrêqua- 
tion  tangentielle 


\dx).      ''\djrj.  \dz).  \dt). 


ses  coordonnées  tétraédriques  (X,  Y,  Z,  T)  seront  don- 
nées par  les  relations  (i"  partie,  n®  7) 


(lO) 


/^\         fd^\         /rfU\         /£IJ\ 
\dx),       \dyl.       \dzj,       \dtj. 


Si  la  surface  décrite,  d'ordre  m,  a  pour  équation  ponc- 
tuelle 

(2«)  F{X,Y,Z,T).=  o, 

l'enveloppe  du  plan  P,,  s'obtiendra  en  éliminant  (X,Y,  Z,T) 
entre  les  équations  (i^)  et  (2°),  ce  qui  donne 

Or  celte  équation  est  évidemment  du  degré  m[n  —  1) 
par  rapport  aux  coordonnées  du  plan  tangent  [x^^y^^  z^,  f J; 
donc . . . 

18.  Théorème  XIV.  —  Le  nombre  des  plans  qui  ont 
même  point  polaire  par  rapport  à  deux  surfaces  de 
classe  n  et  n^  est  égal  à 

(n-h  /i,  —  2)  [[n  —  1)2  -H  («,  —  lY]. 

Soient  U  et  V  les  deux  surfaces,  et  (U, ,  Uj,  Uj,  L*), 
(Vi ,  V,,  Vj,  V4)  les  dérivées  respectives  par  rapport 
à  x,  j^,  z,  f  de  U  et  V,  les  plans  cherchés  sont  déterminés 
par  les  équations  ♦ 

U ,  _  U ,  _  U 3  _  U, 

•  V,  ~  V,  -  V3  "  v/ 


(    10,    ) 

c'esl-à-diro  que  les  coordonnées  de  ces  plans  doivent 
vérifier  les  six  équations 

A,  ==  U.V,  -  U,  V,  =  O,  A,  :=  U,V3  r-  U3  V,  =:  O, 

(lo)      A,  =  U,V3-U3V|  =  o,         As  =  U,V,-U,V,  =  o, 

A,  =  U,  V4  -  U4  V,  =  0,  A,=:  U3V4  -  U4  V3  =  o. 

Considérons,  par  exemple,  les  solutions  communes  à  A, 
et  As,  lesquelles  se  composent  :  P  de  celles  qui  annulent 
Âi  et  At  sans  annuler  Ui  et  Vi  ;  IP  de  celles  qui  annulent 
U,  et  V,  à  la  fois. 

Les  solutions  communes  à  Ai,  As  et  As,  par  exemple, 
sont  en  nombre 

N  =  (/iTf-/ï,  —  2)^ 

Or  ces  solutions  se  composent  : 

1**  De  celles  qui  annulent  Ai,  A,  (sans  annuler  Uj  et  \\) 
et  A«  [sans  annuler  ni  (U4 ,  V4),  ni  (Uj ,  V,)]  ;  elles  satis- 
font à  la  question,  car  toutes  les  équations  (i*')  sont  véri- 
fiées; 

:2°  De  celles  qui  annulent  Ai,  As  (sans  annuler  Ui  et  Vi) 
et  A«  (en  annulant  U4  et  V4;  elles  satisfont  encore  à  la 
question  ; 

3°  De  celles  qui  annulent  Ai,  A,  (sans  annuler  Ui  et  Vj) 
et  A«  (en  annulant  Us  et  V3);  elles  ne  satisfont  pas  à  la 
question,  car  les  six  équations  (1°)  ne  sont  pas  vérifiées  \ 
ces  dernières  solutions  étant  données  par 

(A,  =  0,  U3  —  o,  Va  =ro), 

leur  nombre  est 

(/H-  /i,  —  2)  (/i  —  i)  (/i,  —  i)  ; 

40  De  celles  qui  annulent  Ui  et  Vi  et  Ae  *,  leur  nombre 
est 

(;H-/l,— 2)1/1  — l)(/ï,  —  l); 


(    102    ) 

elles  ue  satisfont  pas  à  la  question,  car  il  faudrait,  pour 
que  les  équations  (i°)  fussent  vérifiées^  satisfaire  à  plus 
de  trois  relations  distinctes,  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu 
dans  le  cas  général.  Donc  le  nombre  des  plans  cherchés 
est,  en  général, 

(/l-h  W,  —  2)» —  2(«  -f-  /l,  —  2)(/l  —  l)  (/l,  —  l) 
=:(/H-/t.-2)f(/l~l)'  -+.(«,  -1)'].      ^ 

Pour  le  cas  de  deux  surfaces  de  deuxième  classe,  ce  nom- 
bre est  égal  à  4*  £n  supposant  /ii  =  i ,  on  retrouve  le  théo- 
rème V. 

19.  Soient  les  quatre  surfaces  (U,  V,  R,  S)  de  classes 
respectives  /i,  n^  n^^  n^;  les  points  polaires  d'un  même 
plan  Pq  par  rapport  à  ces  quatre  surfaces  seront 

/dV\  /rfU\  /dV\     .     /^u\ 


(0 


-(S).-^K^)-^KS)«^'( 


dT\ 


Si  nous  exprimons  que  ces  quatre  points  sont  dans  un 
même  plan,  c'est-à-dire  que  les  équations  ci-dessus  ont 
une  solution  commune  en  x^y^  2,  /,  nous  trouvons,  en 
supprimant  l'indice  o, 


A  = 


donc 
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dU 
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dV 

dx 

dr 
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dV 
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dx 
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o; 


Théorème  XV.  —  L'enveloppe  des  pians  tels,  que  leurs 


(  .o3  ) 
points  polaireSy  par  rapport  à  quatre  surfaces  de  classes 
71,  riij  it,  R99  soient  dans  un  même  plan,  est  une  surr 
face  de  classe  (»  +  n,  +  «,  -j-  n,  —  4)  >  «*  ^on  équation 
s^obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  fonction- 
net  A  des  premiers  membres  des  équations  des  surfaces 
considérées. 

Si  dans  les  équations  (1)  on  remplace  x^  jr^  z^  t  par 
•^•ï  J'o»  ^«î '0  ®^  inversement,  nous  retrouvons  encore 
Téquation  (a)  en  éliminant  Xo^j^o 9  ^tî  'ô»  c'est-A-dire  : 

Théorème  XVI.  —  La  surface  A  est  Vem^eloppe  des 
plans  touclws  à  la  fois  par  les  premières  polaires  d'un 
même  plan  relatives  aux  quatre  surfaces  U,  V,  R,  S. 

20.  J'appellerai  faisceau  de  w*^"*'  classe  1©  système  de 
toutes  les  surfaces  de  /i'^""  classe  assujetties  à 

L         1.2.3  ^J 

conditions  communes,  et  telles,  qu'un  p/a/i,  donné  arbi- 
trairement, est  touché  par  une  seule  d'entre  elles;  et 
réseau  de  n""*'  classe  le  système  de  toutes  les  surfaces  de 
^reme  q\^^^q  assujcttics  à 

{(n-^i)[n^i)[n-^Z)         1 

L  ^^73  ^J 

conditions  communes  et  telles,  que  deux  plans,  donnés 
arbitrairement,  sont  touchés  par  une  seule  d'entre  elles. 
Je  ne  ferai  qu'énoncer  les  propositions  suivantes,  car 
la  démonstration  est  facile. 

Théorème  XVII.  —  Les  p»*"»"  polaires  dun  planjixe 
par  rapport  aux  surfaces  d'un  faisceau  forment  aussi 
un  faisceau^  elles  sont  inscrites  dans  la  développable 
circonscrite  aux  p**»""  polaires  du  même  plan  par  rap^ 
port  à  deux  des  surfaces  du  faisceau. 


(  io4) 

Les  plans ^  dont  le  point  polaire  est  fixe^  sont  tan  - 
gents  communs  à  deux  surfaces  de  classe  2  («  —  i). 

Théorème  XVIII.  —  Les  p'"*""  polaires  d*  un  plan  fixe 
par  rapport  aux  surfaces  d'un  réseau  forment  un  ré- 
seau; elles  sont  constamment  tangentes  aux  (n — p)' 
plans  tangents  communs  aux  p'*'""  polaires  du  même 
plan  par  rapport  à  trois  des  surfaces  du  réseau. 

Les  plans  dont  le  point  polaire  est  fixe  enveloppent 
une  surface  de  la  classe  3  (n  —  i). 

21.  La  démonstration,  l'énumération  même  des  pro- 
priétés auxquelles  conduit  la  théorie  actuelle  serait  fort 
longue  et  donnerait  une  trop  grande  étendue  à  ce  Mé- 
moire. Je  ne  désirais  qu'ajouter  une  nouvelle  preuve  à 
cette  proposition,  déjà  mise  en  évidence  par  M.  Plùcker, 
que  Tanalyse  peut  aussi  traduire,  expliquer  et  démon- 
trer la  dualité  géométrique.  Les  définitions  et  les  prin- 
cipes généraux  que  je  viens  de  poser  nous  montrent  que 
toute  propriété  des  polaires  d'un  point  ou  dérivant  de  la 
théorie  des  polaires  a  nécessairement  sa  corrélative  dans 
la  théorie  des  polaires  d'un  plan;  et  qu^un  seul  calcul, 
interprété  à  ce  double  point  de  vue,  démontre  à  la  fois  la 
double  proposition. 

Il  me  reste  néanmoins  à  ajouter  quelques  mots  sur  les 
singularités  des  surfaces,  afin  de  bien  préciser  l'interpré- 
tation des  calculs  dans  le  cas  des  équations  tangenlielles  ; 
ce  sera  l'objet  d'un  second  paragraphe. 


(  'o5  ) 
NOTE  SDR  LES  CONES  BU  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  MIRZA-NIZAM.  ' 


I. 

REXÀTions  qvi   expriment   que   le  cône  a   soit  trois 

PLANS    tangents,    SOIT   TROIS    GÉNÉRATRICES    RECTANGU- 
LAIRES. 

L'équation  générale  des  cônes  du  second  degré  dont  le 
sommet  est  (Xi,  j^i,  ^i)  peut  s'écrire  de  la  manière  sui- . 
vante  : 

-*-  2B'(a:-- j:,)  (z  —  z,)  -h  2B"(j?  —  x,)  (^  — ^,)iizo. 
Les  équations  d'une  génératrice  sont  de  la  forme 
x  —  Xj  _  jr  —  Xt  _  g  — g| 
a        -        p       -       7      ' 
a,  P,  y  étant  les  cosinus  des  angles  que  fait  cette  droite 
avec  les  trois  axes  supposés  rectangulaires.  Cette  droite 
devant  se  trouver  sur  le  cône,  on  doit  avoir 

(i)       Aa»  -f-  A'p*  -<-  A" 7»  -h  :xBp7  -h  2B'a7  -h  2B"ap  =  o. 

En  exprimant  que  deux  autres  droites  (a,  j3,  y),  («',  (3',  y') 
se  trouvent  sur  le  cône,  on  obtient  deux  autres  relations 
qui  ne  différent  de  la  précédente  que  parce  que  a,  |3,  y 
sont  successivement  remplacés  par  a',  |3',y'  et  a^\  (3",  y^'. 
Ajoutant  ensuite  ces  trois  relations,  en  ayant  égard  aux 
six  relations 

/  a'  -h  a'*-+-  a"»  =^  i,      ap -h  a'p'  -h  a''p"  =  o, 

(2)  I   P'  -h  P'»  -^  P"^  =::  I ,       «7  H-  a'7'  -h  Ol"Y'  =  o, 

if-hy^'^r'-^u    p7-+-p'7'-^-PV==o, 


qui  expriment  que  les  axes  sont  rectangulaires^  ainsi 
que  les  trois  génératrices,  on  obtient  pour  cette  somme 

(a)  A^A'-hA"=:0. 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Remarque.  —  La  relation  (a)  montre  que  si  le  cône 
a  un  système  de  trois  génératrices  rectangulaires,  il  en  a 
une  infinité  V  car  pour  un  pareil  système,  il  faudra  ré- 
soudre par  rapport  à  (a,  /3,  y),  (a',  |3',  /),  (a%  ^\  f) 
les  équations  (2)  et  les  trois  relations  analogues  à  (1).  Or 
l'une  de  ces  relations  peut  être  remplacée  par  la  rela- 
tion (a)  qui  ne  contient  pas  les  variables.  On  a  donc 
huit  équations  à  neuf  inconnues  -,  donc  il  y  a  une  infinité 
de  systèmes  de  trois  génératrices  rectangulaires. 

La  même  remarque  s'appliquerait  aux  trois  autres  cas 
que  nous  avons  à  traiter.  * 

Cherchons  maintenant  la  relation  qui  exprime  que  le 
cône  a  trois  plans  tangents  rectangulaire^.  Pour  cela,  sup- 
posons d'abord  la  surface  rapportée  à  trois  axes  parallèles 
à  ses  axes  principaux,  son  équation  sera 

A(;r  -  X,)'  ^  A'  (y  -^J^.)'  ^  k"  [z  ^  »,)»  ;^  o. 

Son  plan  tangent  aura  une  équation  de  la  forme 

(3)  a(^-x')-^p(^-jr')^^7(3-x')==o, 

^9  p9  y  étant  les  cosinus  des  angles  de  Taxe  de  ce  plan 
avec  lei  trois  axes  de  coordonnées  et  x\  y\  z'  les  coor- 
données du  point  de  contact.  Ces  dernières  vérifient  par 
conséquent  l'équation  de  condition 

(4)  A(a:'^a:.)^  +  A'(/-r.)'^-A"(^'~z.)'=io. 
Or  Téquation  du  plan  tangent  au  point x\y'^  z'  est 
A(a:-j:.)(x'-ar,)-f-A'(r-r.)(r'-J.)-HA>-^«,)(2'-z,)3i:o5 


(  Ï07  ) 
on  doit  donc  avoir 

L'éqaaiîon  de  condition  (4)  devient  donc 
a»        B»        7» 

Telle  est  la  relation  qui  exprime  que  le  plan  (3)  est  tan- 
gent au  cône.  Prenant  maintenant  deux  autres  plans 
(«',  /î',  jr'),  [a"^  /3",  y")  et  exprimant  qu  ils  sont  tangents 
an  c6ne>  on  obtiendra  deux  autres  relations  analogues  \ 
ajoutant  ces  trois  relations  en  ayant  égard  à  ce  que  les 
trois  pians  sont  rectangulaires,  on  obtient 

I         I  I 

ou  bien 

AA'^AA"  +  A'A''=:o. 

On  voit  donc  que  si  le  cône  est  rapporté  à  troii  axes  pa- 
rallèles à  ses  axes  principaux,  la  relation  cherchéâ  ex«- 
prime  que  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  coeffi- 
cients de  a:",  y^^  z*  est  nulle. 

Or^  dans  le  cas  où  les  axes  sont  quelconques,  par  un 
changement  d'axes,  on  ramènera  Téquation  à  la  même 
forme-,  seulement  les  coefficients  de  x*,  j^*,  z^  seront  les 
trois  racines  de  Téquation  en  S 

(A -  S)  (A'  -  S)  (A"  ^  S)  —  (A  —  S)  B' -  (A'  -  S)  B" 

—  (A''  —  S)  B''^  -<-  aBB'B"  =  o, 

et  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  trois  racines  de 
cette  équation  égalée  à  zéro  donnera  la  relation  cherchée 
dans  ce  cas.  La  somme  des  produits  deux  à  deux  des  ra- 


(  io8) 
cines  de  celte  équation  étant 

A  A'  -+-  AA"  -f-  A' A"  —  B'  —  B'»  —  B"% 
la  relation  chercbée  est 

(P)       (AA'—  B"»)  -h  (  AA'^-  B'')  -I-  (A' A"  ^  B')  =^  o. 

II. 

RELATIONS  QUI  EXPRIMENT  QUE  LE  CÔNE  A  TROIS  GÉHÉRÂ- 
TRICES,  OU  TROIS  PLANS  TANGENTS  PARALLELES  A  TROIS 
DIAMÈTRES  CONJUGUÉS,  OU  TROIS  PLANS  DIAMÉTRAUX 
CONJUGUÉS    d'un    ELLIPSOÏDE. 

Prenons  les  trois  axes  de  Tellipsoïde  pour  axes  de 
coordonnées  :  Téquation  de  cette  surface  sera 

l'équation  du  cône  sera 

A(j;-*,)'-*-A'(r~r.?-f-A^(2--z.)'-+-:iB(j-7.)(z-z.) 

Transformons  ces  deux  surfaces  homographiquement  en 
prenant  pour  formules  de  transformations 

X  Y  Z 

abc 
lellipsoïde  se  change  dans  la  sphère 

et  le  cône  proposé  dans  le  cône 

-('■-î)'-*'"(^'-î) -*•'■('- ï) 

+..^/-£)(.-i)H-,Bw(^-l)(.-i) 


(  >o9  )      ^ 
Alors,  exprimer  que  le  premier  cône  a  trois  génératrices 
parallèles  à  trois   diamètres   conjugués  de  Tellipsoïde, 
c'est  exprimer  que  le  second  cône  a  trois  génératrices 
rectangulaires. 

La  condition  pour  que  le  cône  ait  trois  génératrices  pa- 
rallèles à  trois  diamètres  conjugués  de  Tellipsoïde  est 
donc,  d'après  Téquation  («), 

a,  b^  c  étant  les  demi-axes  de  Fellipsoïde.  De  même, 
d'après  la  relation  (j3),  la  formule 

(AA'  —  B"»)  û'6»-h  (AA"—  B'»)a»c^^-  fA'A"  —  B»)  b'c'=o 

ou  bien 

AA'  — B"»       AA"  — B'»       A'A"— B» 

W        —^-'^■^r-^--r-=o 

exprime  que  le  cône  donné  a  trois  plans  tangents  paral- 
lèles à  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  Tellipsoïdc 
(a,  i,  c). 

Remarque,  —  Les  relations  (y)  et  (S)  supposent  que 
les  axes  des  coordonnées  sont  les  axes  de  l'ellipsoïde. 

IIL 

APPLICATIOirS. 

Applications  de  la  relation  (a). 

Première  application.  —  Résolvons  le  problème 
connu  : 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  une  surface  à  centre 
donnée. 

Prenons  trois  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre 


(   "o  ) 
de  la  &arfaoe  dont  l'équation  est 

^  /(x,  XyZ]  =  A,.r>  -h  A'.r»  -h  A*;  2»  -4-  aB./z  -h  aff, arz 

Soit  (jTi)  /ly  .Si)  un  point  du  lieu.  Le  cône  ayant  pour 
sommet  ce  point  et  circonscrit  k  la  surface  contiendra  les 
trois  arêtes  du  trièdre  trirectangle;  donc  les  coefficients 
de  Téquation  de  ce  cône  vérifieront  la  relation  (a).  La 
relation  est  donc  !*ëquation  du  lieu,  puisqu'elle  a  lieu 
entre  x^  ^i,  Xi  et  les  quantités  connues. 
L'équation  de  ce  cône  est 

dans  laquelle  y  (or,  j^  z^  t)  est  le  premier  membre  de 
Féquation  de  la  surface  donnée,  rendu  homogène  en  rem> 

plaçant  x,  y^  z  par  -  »  ->  -  et  multipliant  par  i*. 

On  obtient  Téquation  (c)  en  chercbaiit  l'équation  gé- 
nérale des  surfaces  doublement  tangentes  à  la  surface 
f  (x,  y^  z)  =:  o  suivant  le  plan  polaire  du  point 
(^19  JTif  ^i)>  ^^  exprimant  que  cette  surface  passe  par  le 
point  (Xi,  ji,  z^). 

Les  coefficients  de  l'équation  (c)  sont,  en  désignant 
par  A,  A',  A",  B,  B',  B''  les  coefficients  de  x*,  ^V  «*, 
lyz,  ax5?,  2xy, 

A  =  A,/(4:„  ri.  «i)  —  2-^x,S 
A'=:A'./(.r.,  r.,*.)-j^/, 
A-^AVC^.,/.,*.)-^/;/, 


(  '"  ) 

B"=B',/(x„r„  ».)-!/;/;_. 

La  relatiod  (a)  est  donc,  dans  ce  cas, 

(A.  H-  a',-ha:)/(*„/„  z,)  -  ^  (/;;-H^';  ^-/;/) =o. 

Telle  est  TéqUation  du  lieu»  C'est  une  surface  du  second 
degré»  Ordonnant  par  rapport  aux  yariables  et  enlevant 
les  accents,  on  a 

+  jn(A,A'.-BV)-+-(A'.A^-BÎ)] 
-h3^[(A.A^^B',^)-h(A'.A';-BÎ)] 
-h2(B,A,  — B',B';)j^z-h2(A,B',  — BiB^^xz 

-^  1  (a';b';-  B.B'j^j  -h  F  {A.  -f- a;  +  A*;)^  o. 

C'est  une  surface  concentrique  à  ta  surface  donnée  et 
qui  a  lés  mêmes  axes,  car  si  on  avait  pris  pour  axes  de 
coordonnées  les  axes  de  la  surface  donnée,  on  aurait 
Bi  =  K,  =  B",  =  o,  et  Téquation  du  lieu  se  réduirait  à 

A.  (A;  -h  A^Jx»  -h  A',  (A,  +  A\)x'  -+-  A',  (A,  4-  A\)  z^ 

-hF(A,  4-A',4-A';)— o 

qui  est  Téquation  d'une  surface  rapportée  à  ses  axes. 

Nous  n'avons  pas  pris  tout  d'abord  ce  système  de  coor^^ 
données,  parce  que  nous  aurons  besoin  de  l'équation  (c) 
dans  ce  qui  va  suivre. 

Deuxième  application.  —  Cherchons  comme  seconde 
application  de  l'équation  [a)  le  problème  suivant  : 

Troui^r  le  lieu  des  sommets  des  trièdres  trireùtangles 
dont  les  arêtes  passent  par  une  conique. 


(lia) 
Soient 

E=:A.x»  -H  A'.j^H-A';»^— 1  =  0, 
P  =  ax  -I-  p^  -h  7»  r=r  O, 

les  équations  de  la  conique,  a,  p  et  7  ayant  la  même  si- 
gnification que  précédemment. 

Soit  (Xi,  /i,  Zi)  un  point  du  lieu;  le  cône  ayant  ce 
point  pour  sommet  et  passant  par  la  conique  contiendra 
les  trois  génératrices  du  trièdre  tri  rectangle  qui  a  son 
sommet  au  même  point  :  les  coefficients  de  l'équation  du 
cône  vérifieront  donc  la  relation  (a);  cette  relation  est 
donc  Téquation  du  lieu. 

Or,  Téquation  du  cône  ayant  son  sommet  en  (oTi,  j^i,  Zi) 
et  passant  par  la  conique,  est 

(.r  —  x,)»[A,P,  (Pt  —  aa*,)  -h  E,a»] 

+  (r-j.)HA'.p.(p.^2pr.)-*-E.pn 

-f-  (z  -  z,y  [A\  P,  (P,  -  272.)  -h  E,/] 
-2(j^^j^.)(3-z.)[P.{A';p3.-»-A;7r.)^E,p7] 

—  2(j:  — j:,)(2— z,)[P,(A';a«,-l-A,7X,)  — E,flC7] 

—  2(jr  — *,)(j^— ^,)[P«(A>r,-t-A,p:r,)— E,apl=:o, 


{^') 


El  et  Pi  étant  ce  que  deviennent  E  et  P  lorsqu'on  rem- 
placea:,^',  z  par  j:,,yi,  j»,. 

L'équation  du  lieu  est  donc,  d*après  la  relation  (a),  en 
ayant  égard  à  la  condition  a*  -f-  (3*  -f-  7*  =  i , 

P,[A,(P,-2ax,)-t-A'.(P,-2p7,)-+-A';(P,— 27z,)]4-E.z=o 

qui  est  une  surface  du  second  degré  passant  par  la  co- 
nique donnée. 

Si  Ton  avait  pris  le  plan  de  la  conique  pour  plan  des  xjr^ 
ses  axes  pour  Taxe  des  x  et  celui  des  jy  Téquation  du 
lieu  s'obtiendrait  en  faisant  dauà  l'équation  précédente 
a=:/3  =  o,  y  =  I  et  A*  =  o  ;  le  lieu  sera,  en  remplaçant 


(  "3  ) 
P,  par  z  et  Ej  par  A|  x'  +  A',  j^*  —  i , 

A.x«-H  A>>-f-  (A,  -h  A'.)»»-  1=0. 

Si  nous  n^avons  pas  pris  tout  d'abord  ce  système  d'axes, 
c'est  parce  qoe  nous  aurons  besoin  de  Tëquation  de  ce 
cône  sous  la  forme  (c'). 

Remarque.  —  Nous  avons  fait  remarquer  que  si  le 
cône  contenait  un  système  de  trois  génératrices  rectangu- 
laires, il  en  contenait  une  infinité.  Donc  chacun  des 
points  des  lieux  cherchés  est  le  sommet  d'une  infinité  de 
trièdres  tri  rectangles  répondant  à  la  question. 

Cette  remarque  s'appliquera  également  aux  autres 
problèmes  que  nous  allons  traiter. 

Applications  de  V équation  (f3). 

PBEMiàRB  APPLICATION.  —  Troui^er  le  lieu  des  sommets 
fies  trièdres  trirectangles  dont  les  faces  sont  tangentes 
à  une  surface  à  centre.  (Théorème  de  Monge.) 

Considérons  le  cône  ayant  son  sommet  en  un  point 
quefconque  du  lieu  et  circonscrit  à  la  surface.  Ce  cône  a 
trois  plans  tangents  rectangulaires;  ses  coefficients  véri- 
fient donc  la  relation  (^);  cette  relation  exprime  donc 
Téqnation  du  lieu.  Dans  la  preinière  application  de 
l'équation  (a),  on  a  obtenu  les  coefficient»  de  ce  cône; 
alors  calculant  les  trois  termes  de  (/3),  on  a 

AA'  -3"«=[A-z;  -^F(A, A'.  -B:>)1./(*.,j„^.), 
AÂ''  -  B'«=[^j^J  +  F(A.  A'.  -B'.0]./(*.,r.,z.), 
A'A''-  B»  =[^:tJ  +  F(A\A',  -B;)]./(*.,j.,z.), 

en  posant 

A  =  A, A'.  A",  4-  aB.B'.  B*.  —  A.BJ  —  A',  tf.»  -  A^  B',^ 
Ajm.  de  Httihémat.,  i«  série,  t.  V.  (Mart  |866.)  8 


(  'M) 

L'équation  du  lieu  est  donc,  en  enlevant  les  accents, 

*»-hr»-f-s'=-^[A.A',-BV-hA,A';-BV-hA>';-Bj]. 

C'est  donc  une  sphère  concentrique  à  la  surface  donnée. 
On  voit  que  cette  sphère  a  pour  rayon  la  diagonale  du  pa- 
rallélépipède construit  sqr  les  demi-axes  de  la  surface, 
car  la  surface  rapportée  à  ses  axes  aurait  pour  équation 

S*»  -+-  S>»  -h  SV  H-  F  =:  o» 

et  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  est 

(S,  S',  S''  étant  les  racines  de  Téquation  en  S).  Or,  on  a, 
d'après  cette  équation  en  S, 

I     jr^    _i_  _  A,  a;  >-  BV-f-  A.  A*;  ->  y»H-  A',  A*;  --  b; 

s  ■*"  S'  "^  S"  ~  Â  ' 

donc 
«*-hA'-4-c»=-?(A,A',-BV-+-A,A';-BV-f-A>';-B;), 

ce  qui  prouve  ce  qu'on  a  avancé. 

Deuxième  APPLicATioir.  —  Trouuerle  lieu  des  sommets 
des  tnèdres  trirectangles  dont  les  faces  roulent  sur  une 
conique. 

On  voit  de  même  que  pour  avoir  Téquation  du  lieu,  il 
faudra  appliquer  la  relation  (|3)  aux  coefficients  de  l'équa- 
tion (o').  Des  coefficients  de  cette  équation  on  tire,  en 
représentant  par  A,  A',  A",  B,  B',  B''  ces  coefficients, 

AA'  -B-'»^  PÎ[(a;  A*  a^  -h  A,  A",  p'  H-  A,  A',  f)  z] 

~(A.p'-hA>»)], 


(  «15) 

AA'  - B'»=  P;[(A', A', a«  +  A, A', p'  +  A.A'.y»)/} 

-(A,7«-l-A',«»)], 

A'A"—  B»=p;[(A',  A>'-l- A.A*  P'-f-  A,A',7»)*» 

-{A'.7»  +  A^|»')]. 

L'équatioa  du  lieu  cherché  est  donc 

(A',A*a«H-A.A'p«-hA,A;7»)(x»4-r»-Ha») 
==a*(A',-f-A';)  +  p»(A.  +  A:)4^7'(A.-hA',), 

une  sphère  conceotricpie  à  la  conique,  dont  le  rayon  eat 
la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  deux  demi- 
axes  de  cette  conique;  car  on  sait  que  les  axes  de  la  sec- 
tion de  la  surface 

A I  *»  -h  A',  j^  H-  A*  s»  —  I  ==:  o 

par  le  plan 

«jr  -h  P^-l-7«=:o 

sont  donnes  par  l'équation  en  r* 

r*  {A\  k\  OL*  -4-  A,  A'  p*  -h  A.  a;  7») 

-r»[a>(A'.+A:)-hpMA.4-A';)4-y»(A.-hA'.)]-4-i=o, 

d'où  Ton  tire 

a»(A;H-A^)^y(A.-4-A:)  +  7MA.^A-,) 
"^  A'.A';a»-+-A,A';p>4-A.A'.7*  • 

ce  qui  démontre  ce  qu'on  a  avancé. 

Application  de  la  relation  (y), 

PimiisnB  àvpLicATiov.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  dont  les  arêtes  sont  tangentes  à  une  surface 
à  centre  et  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  d^un 
ellipsoïde» 

Prenons  les  trois   axes  de  Tellipsoïde  pour  axes  de 


(  "6) 
coordonnées.  L'équation  de  la  première  surface  sera 

/(jT,  y,  z)  ~  A,x^  -f-  A\x^  -f-  A*;  z»  -t-  aB,/*  -h  atf,  j-z 

ot  réqualion  de  l'ellipsoïde  sera 

«'        r'       z^ 
\-- — h  -  —  I 

Le  cône  ayant  pour  sommet  un  point  du  lieu  et  cir- 
conscrit à  la  première  surface,  contenant  trois  généra- 
trices parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  de  Tell ipsoïde, 
les  coefficients  de  son  équation  doivent  vérifier  la  rela- 
tion (y).  Or,  on  a  trouvé  déjà  les  coefficients  de  ce 
cône  (c)  dans  la  première  application  de  la  relation  (a); 
donc,  remplaçant  dans  la  relation  (d)  ces  coefficients  par 
leurs  valeurs,  on  a  pour  l'équation  du  lieu 

-+- j^[(A.  A'.  -  BV)  a^-h  {A\  A\  -  B])  c^] 

-h  z^[(A,A\  -  B'.^)a»  4-  (A',  A^  -BJ)  b*] 

-h  2  (B,  A,  —  B',  B';  )  a'yz  -+-  ?.  (A',  B',  —  BiB*;)  ù'xz 

-f-  2  (A",  B",  —  BiB'Jc'jcx  4-  F(  A.û»  -f-  A\  b'  4-  A'  c»)  =  o 

qui  est  une  surface  du  second  degré  concentrique  à  la 
surface  donnée. 

Deuxième  application.  —  Trouv^erle  lieu  des  sommets 
des  trièdres  dont  les  arêtes  passent  par  une  conique  à 
centre  donnée  et  sont  parallèles  à  trois  diamètres  con-- 
jugués  d^un  ellipsoïde. 

On  peut  transporter  TeUipsoïde  parallèlement  à  lui- 
nième^  jusqu'à  ce  que  son  centre  coïncide  avec  celui  de  la 
conique.  Prenant  alors  pour  axes  de  coordonnées  les  trois 
axes  de  TeHipsoïde,  son  équation  sera 

x^       y'       «» 
a}        b^       é^ 


("7) 
La  conique  peut  être  considérée  comme  l'interseclion 
d'un  plan  passant  par  le  centre  et  d'une  surface  à  centre 
du  second  degré,  ayant  les  mêmes  axes  que  l'ellipsoïde. 
Par  conséquent,  pour  avoir  Téquation  du  lîeu,  il  faudra 
écrire  la  relation  (d)  entre  les  coefficients  du  cône  (c) 
qui  a  son  sommet  an  point  [Xi,  ji^  Zx  )  du  lieu  et  passant 
par  la  conique.  L'équation  du  lieu  est  donc 

P.[A,(P.  — 2ax,)fl»-f-A'.(P,-2px,)^'-f-A';(P,-27X.).] 

•4-  E,  (a^a}  -f-  ^'f*  -f-  c^f)  =  o, 

qui  représente  une  surface  du  second  degré  passant  par 
la  conique  donnée  et  par  Tintersection  de  Tellipsoïde 
avec  le  plan  représenté  par  le  second  facteur  du  premier 
terme  égalé  h  zéro. 

applications  de  la  relation  [à). 

pRBMiEKE  APPLICATION.  — '  Troui^r  le  licu  des  sommets 
des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  une  surface  à 
centre  donnée  et  dont  les  Jaces  sont  parallèles  à  trois 
plans  diamétraux  conjugués d^ un  ellipsoïde.  (Généralisa- 
lion  du  théorème  de  Monge  et  concours  général  de  1 860.  ) 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  trois  axes  de 
Tellipsoïde,  on  voit  que  pour  avoir  Téquation  du  lieu  il 
faudra  exprimer  la  relation  (d)  entre  les  coefGcients  du 
cône  (c).  L'équation  du  lieu  est  donc 

qui  représente  un  ellipsoïde  concentrique  à  la  surface 
donnée  et  homothétique  à  Tellipsoïde  donné. 

Deuxième  application.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  trièdres  dont  les  faces  sont  parallèles  à  trois  plans 
diamétraux  conjugués  d'un  ellipsoïde  et  qui  roulent  sur 
une  comque  à  centre  donnée^ 
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En  prenant  eneore  les  axes  de  l^dlipaolde  donné  pour 
axes  de  coordonnées,  l'éqaation  du  lieu  n*est  auire  chose 
que  la  relation  (i)  entre  les  coefficients  du  câoe  (c'). 
L'équation  du  lieu  est  donc 

( a;  A",  a»  H- A»  A^.  P' -+- A.  A',  7>)  (^  ^- J  +  ^) 

_  A^y'  +  A';!?»       A.y'H-A';»'       A.p'H-A^,a> 
■"  *»  "^  *>  "^  c>  ' 

qui  est  un  ellipsoïde  concentrique  &  la  conique  donnée  et 
homothétique  à  Tellipsoïde  donné. 

Il  résulte  de  là  que  toutes  les  questions  sur  les  trièdres 
se  résolvent  par  une  inarche  analogue  de  calcul. 


tmi  m  mAmi  coipaiIk, 

ATee  ipplieslieis  su  secKÎMs  csiifKs  et  w  esirks  i'9fin  stpfaieir^ 
farticilièreneit  à  lie  finiHe  le  coirbes  li  siiiène  entre  el  le  b 
quirièm  disse-, 

Pas  m.  G.-G.  DE  LONGCHAMPS, 

Élère  de  l'École  Normale  supérieure. 


La  méthode  de  Géométrie  comparée  que  j'expose  ici 
repose  sur  le  théorème  suivant,  conséquence  évidente  du 
théorème  relatifs  une  transversale  dans  un  triangle  et  de 
la  réciproque. 

1^  Une  transversale  étant  donnée  dans  le  plan  d'un 
triangle,  on  prend  les  symétriques,  par  rappoit  aux  points 
milieux  des  côtés  du  triangle,  des  points  où  ces  côtés  sout 
rencontrés  par  la  transversale;  les  trois  points  ainsi 
obtenus  sont  en  ligne  droite. 

Ces  deux  droites,  tellement  liées  Tune  à  PaMlre  que  la 
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seconde  se  déduise  de  la  première  et  inven^meni,  peuvent 
être  appelées  transversales  réciproques.  Si  Ton  considère 
les  segments  de  ces  transversales  compris  entre  deux 
mêmes  cètés  du  triangle  et  qu^on  appelle  les  segments 
correspondants,  on  énoncera  ce  théorème  : 

2?  La  droite  qui  joint  les  points  milieux  de  deux  seg* 
ments  correspondants  passe  par  le  milieu  de  la  médiane 
correspondant  au  sommet  de  l'angle  considéré. 

3^  La  transversale  réciproque  est  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  les  points  milieux  du  quadrilatère  complet  que 
forme  la  transversale  proposée  avec  le  triangle.  Ces  points^ 
milieux  et  les  points  où  la  transversale  réciproque  ren- 
contre les  côtés  du  triangle  forment 'deux  systèmes  de 
points  homothétiques  ;  le  centre  de  gravité  du  triangle 
est  centre  d'homothétie. 

4^  Etant  données  trois  transversales  se  coupant  deux 
&  deux  sur  les  côtés  d'un  triangle  donné,  les  transversales 
réciproques  forment  également  un  triangle  dont  les  som«. 
mets  reposent  sur  les  côtés  du  triangle  donné,  et  ces  deux 
triangles,  savoir  :  celui  des  transversales  et.  celui  des 
transversales  réciproques,  jouissent  de  la  propriété  que  la 
droite  qui  joint  leurs  centres  de  gravité  passe  par  le 
centre  de  gravité  du  triangle  donné  et  y  est  partagée  eu 
deux  parties  égales. 

Tous  ces  théorèmes  sont  assez  élémentaires  poor  que 
nous  puissions  nous  dispenser  de  les  démontrer  icj.  Avant 
d'aller  plus  loin  dans  cette  théorie,  je  cite  dès  à  présent 
l'application  qu'on  peut  faire  des  théorèmes  précédents  i  la 
recherche  de  la  loi  qui  unit  les  centres  de  gravité  des  divers 
triangles  qui  composent  un  polygone  complet,  c'est-à-dire 
un  polygone  dont  les  côtés  sont  indéfiniment  prolongés. 

On  déduit,  en  effet,  du  dernier  théorème  énoncé  ce 
corollaire  : 

Si  Ton  considère  les  deux  syst^es  de  trois  points 
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formés  par  les  côtés  du  triangle  donné  sur  la  transversale 
et  sa  réciproque,  la  droite  qui  joint  les  centres  de  graVtté 
dé  ces' deux  systèmes  de  points  passe  constamment  par 
té  centre  de  gravité  du  triangle  donné  et  y  est  partagée 
en  deux  parties  égales. 

On  déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 

Si  Ton  considère  un  quadrilatère  complet,  ce  quadri- 
latère définit  quatre  triangles  que  Ton  obtient  en  faisant 
successivement  abstraction  d'une  ài*s  di*oiees  données. 
Que  Ton  considère  Tun  de  ces  triangles  en  particulier  et 
que  Ton  joigne  son  centre  de  gravité  au  centre  de  gravité 
du  système  des  trois  points  qui  se  trouvent  sui-  la  qua- 
trième droite,  les  quatre  droites  que  l'on  peut  ainsi  ob- 
tenir concourent  en  un  même  point  et  y  sont  partagées  en 
deux  parties  égales. 

Ce  point  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  points  milieux 
des  diagonales,  et  qui  se  trouve  être  le  centre  de  gravité  de 
ces  trois  points,  pet¥l  être  appelé,  en  n'attachant  à  ce 
mot  qu'un  sens  purement  géométrique,  le  centre  de  gra- 
vité du  quadrilatère  complet.  En  se  laissant  guider  par 
quelques  idées  générales  semblables  à  celles  quî  m'ont 
servi  (*)  dans  une  recherche  analogue  sur  les  centres  des 
cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  un  polygoïie 
complet,  on  arrive  au  théorème  général  que  j'énonce  : 

Si  l'on  considère  un  polygone  complet  de  n  droites  défi- 
nissant n  polygones  de  (n  —  i)  droites,  que  l'on  joigne 
le  centre  de  gravité  d'un  dis  ces  polygones  (point  défini 
par  cette  même  loi  que  nous  énonçons  en  ce  moment)  au 
centre  de  gravité  des  (n  —  i)  points  qui  se  trouvent  sur 
la  n'***' droite  dont  ou  vient  dé  faire  abstk*action ,  les 
n  droites  ainsi  obtenues  concourent  au  même  point  et  y 
sont  partagées  dans  le  rapport  de  n  —  a  à  a. 

(*)  Revue  des  S0ciétésswtmte$^  mai  itSG^. 
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Mus,  sans  insister  davantage  sur  ce  point,  j'expose  les 
principes  qui  font  de  ces  théorèmes  la  base  d^une  nouvelle 
métbode  de  déformation  des  figures.  On  sait  que  tout 
thÀ)Fème  de  Géométrie  élénien taire,  dans  lequel  à  un 
point  ou  à  une  droite  correspond  un  point  ou  une  droite, 
pent  servir  de  point  de  départ  à  une  méthode  de  Géométrie 
oomparée,  et  ces  idées  ont  été  exposées  dernièrement  dans 
les  Annales  par  M.  Mathieu.  C'est  ici  le  premier  théo- 
rème (jui  servira  de  point  de  départe,  en  faisant  corres- 
pondre-une droite  à  une  droite,  ainsi  que  nous  l'avons 
expliqué  en  commençant.  Si  on  fait  tourner  une  droite 
auioor  d'un  point  et  que  l'on  cherche  Fenveloppe  des 
transversales  réciproques,  l'équation  homographique  du 
point  se  change  en  TéquatioD  homographique  d'une  co- 
nique, de  telle  sorte  qu'on  peut  dire  qu'à  un  point  cor- 
respond une  conique. 

Mais  le  point  ne  renfermant  que  deux  paramètres  arbi- 
traires, la  conique,  on  le  comprend  bien,  doit  être-assu- 
jettie à  remplir  trois  conditions.  On  reconnaît,  en  effet, 
qu'elle  est  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  qui  sert  à 
la  déformation,  et  que  suivant  un  langage  usité  nous  ap- 
pellerons désormais  triangle  de  référence.  Les  théorèmes 
énoncés  plus  haut,  et  le  théorème  de  Nevvton,  font  voir 
que  le  point  et  la  conique  corrélative  sont  liés  par  une 
loi  simple  : 

Un  point  a  pour  corrélatif  une  conique  tangente  aux 
trois  côtés  du  triangle  de  référence,  et  inversement,  une 
telle  conique  a  pour  corrélative  un  point  :  ce  point,  le 
centre  de  gravité  du  triangle  et  le  centre  de  la  conique 
sont  trois  points  en  ligne  droite,  et  le  rapport  des  distances 
de  ces  trois  points  est  celui  de  a  à  i . 

La  simplicité  de  cette  loi  fait  tout  le  succès  de  ce  mode 
de  déformation  des  figures.  On  peut  dire  que  les  consé- 
quences nombreus4gs,  et  souvent  simples,  que  Fou. eu  peut 
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déduire  sont  renfermées  dans  ce  théorème  on  dans  son 
corollaire  que  j^énonce: 

Si  deux  points  dans  la  Bgure  proposée  sont  situés  sur 
une  même  tangente  à  une  certaine  conique  tangente  auit 
trois  côtés  du  triangle  de  référence,  les  centres  des  co« 
niques  corrélatives  de  ces  points  sont  situés  sur  une 
même  tangente  à  une  certaine  conique  tangente  aux 
droites  qui  joignent  les  points  milieux  du  triangle  de 
référence. 

Je  donne  quelques  exemples.  Comme  il  ne  sera  consi- 
déré dans  ce  qui  va  suivre  que  des  coniques  toujours  tan- 
gentes à  trois  droites,  ces  trois  conditions  seront  sous- 
entendues,  et  nous  dirons  par  exemple  :  soit  C  (Oni,  Od,) 
une  conique  tangente  aux  droites  Oai^Oa^^  ou  encore 
C  (Oai,  Oof)  une  conique  tangente  à  Oai  au  point  O. 

i^  Étant  donnés  un  point  fixe  O,  trois  droites  aux- 
quelles seront  tangentes  les  diverses  coniqoes  dont  nous 
allons  parler,  et  deux  droites  Oâi,  O^t  partant  du 
point  O,  on  considère  les  trois  coniques  C  (O^i,  Oai), 
C(Oat,  Oot),  C(Oat,  Oa,).  La  droite  qui  joint  le 
contre  de  cette  dernière  au  point  milieu  de  la  distance 
des  centres  des  deux  premières  passe  par  un  point  fixe 
quand  les  droites  Oâi,  Oas  varient  de  toutes  les  manières 
possibles.  Ce  point  partage  la  distance  du  point  fixe  au 
centre  de  gravité  du  triangle  dans  le  rapport  de  a  a  i. 

s^  Étant  données  trois  droites  concourantes  Oat, 
Oas,  Oâs  et  trois  droites  auxqudles  seront  tsngentes  les 
diverses  coniques  dont  nous  allons  parler,  on  considèlre 
les  deux  coniques  C(Oai,  Oat)  et  C(Oa,,  O^s)  et  la 
droite  qui  joint  leurs  centres.  Les  trois  droites  qu^on  peut 
ainsi  obtenir  concourent  au  même  point. 

3^  Étant  données  quatre  droites  concourantes  Oai, 
Oof,  0^8,  Oa4  et  trois  droites  auxquelles  seront  tan* 
gentes  les  diverses  coniques  dont  nous  allons  parler,  on 
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considère  les  six  coniques  £C  (Oni ,  Oa,  )  dont  les  centres, 
aimés  trois  à  trois  en  ligne  droite,  forment  un  qnadri]a«* 
ihre  complet.  La  droite  qui  joint  les  points  milieux  des 
diagonales  de  ce  quadrilatère  passe  par  un  point  fixe 
quand  les  droites  concourantes  tournent  autour  du  pmntO 
d'une  façon  quelconque  • 

Les  propriétés  métriques  dune  figoi^e  donnée  se  re- 
trouvent sans  altération  dans  la  figure  corrélative;  ainsi, 
le  tkéorëme  sur  la  cinquième  tangente  mobile  à  une 
conique  qui  en  rencontre  quatre  autres  fixes  en  quatre 
points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant  donne 
pour  corrélatif  ce  théorème  : 

4^  Étant  données  trois  droites  auxquelles  seront  tan* 
gentes  les  diverses  coniques  dont  nous  allons  parler  et 
quatre  droites  Qoty  Oa«,  Oat,  Oa^  concourantes,  on 
considère  une  cinquième  droite  Oa  mobile  autour  du 
point  O  et  les  quatre  coniques  £C  (Oa,  Oai  )  ;  ces  quatre 
coniques,  on  le  sait,  ont  leurs  centres  en  ligne  droite, 
oooune  tangentes  à  quatre  mêmes  droites  :  le  rapport  an- 
harmonique  de  ces  quatre  points  est  constant  quand  varie 
la  droite  Oa. 

On  en  déduit  ce  corollaire  : 

Etant  données  quatre  droites  concourantes  Oai,  Oa^, 
Oas,  Oa^,  on  considère  les  six  coniques  £C  (Oai,  Oat). 
Il  y  a  sur  chacune  de  ces  droites  trois  points  de  contact; 
si  Fou  considère  deux  des  systèmes  de  ces  points,  les 
droites  qui  les  joignent  deux  a  deux  concourent  au  même 
point. 

Je  borne  la  ces  exemples,  suffisants,  je  crois,  pour  fair» 
apercevoir  l'esprit  de  la  méthode,  et  avant  de  dire  quelques 
mots  de  Tapplication  de  cette  méthode  aux  courbes  du 
sixième  ordre,  je  cite  quelques  théorèmes  bien  faciles  à 
démontrer  et  dont  chacun  peut  donner  lieu  â  une  mé^ 
thode  de  Géométrie  comparée. 


(  .a4  ) 

t^  Ëlanl  donné  un ,  triangle,  on  en  joint  les  sommets 
aux  milieux  .des  segments  correspondants  formés  par.les 
côtés  de  ce  triangle  sur  une  transversale,  et  Ton  prolonge 
ces  droites  d*une  quantité  égale  :.  les  trois  points  ainsi  ob- 
tenus^  sont  en  ligne  droite. 

a^  Etant  donné  un  triangle,  on  joint  les. points  milieux 
de  ses  côtés  aux  points  milieux  des  segments  déterminés 
par  le  triangle  sur  une  transversale;  si  Ton  prend  les 
points  milieux  de  ces  droites,  les  trois  points  ainsi  déter- 
minés sont  en  ligne  droite. 

3"*  Si  d'un  point  on  abaisse  des  perpendiculaires  sar 
les  côtés  d'un  triangle,  et  qu'on  prenne  les  symétriques 
des  pieds  de  ces  perpendiculaires  par  rapport  aux  points 
milieux  des  côtés  du  triangle,  et  qu'en  ces  nouveaux 
points  on  élève  des  perpendiculaires  aux  côtés  du 
triangle,  ces  trois  droites  concourent  au  même  point* 

Ce  théorème  se  démontre  plus  généralement  pour  trois 
directions  choisies  de  façon  que  les  parallèles  à  ces  direc- 
tions menées  par  les  points  milieux  des  côtés  du  triangle 
concourent  au  même  point. 

4^  Si  l'on  joint  les  trois  sommets  d'un  triangle  à  un 
point  quelconque  de  son  plan,  et  qu'on  prenne,  par  rap- 
port aux  points  milieux  des  côtés  du  triangle,  les  ^piétri- 
ques  des  points. où  ces  droites  rencontrent  ces  côtés  ;  que 
Ton  joigne  enfin  les  points  ainsi  obtenus  aux  .sommets 
du  triangle,  les  trois  droites  concourent  au  même  point. 

On  peut  constater  que  leis .  droites  des  deux  premiers 
théorèmes  enveloppent  des  courbes  semblables  i. celles 
qui  sont  fournies  par  la  méthode  de  déformation  que 
j'expose  en  ce  moment;  le  troisième  théorème  ne  fournit 
rien,  car  la  droite  qui  joint  les  deux  points  inverses  passe 
constamment  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  et  y  est 
parugée  en  deux  parties  égales,  de  telle  sorte  que  les  figures 
sont  simplement  déplacées  et  non  déformées,  comme  il 
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importe  qn*«t les  le  soient.  Le  dernier  de  ces  théorèmes, 
qui  fait  correspondre  un  point  à  un  point  et  rëcipro* 
quement,  réalise  géométriquement  la  transformation 
analytique  que  M.Magons  a  développée  en  i83i  dans  le 
Journal  de  Crelle.  On  peut^véri^er  pour  le  cas  présent 
et  par 'la 'Géométrie  les  résultats  qn  a  démontrés  généra- 
lement M.  Magnus,  savoir  :  que  dans  une  telle  transfor* 
mation,  à  une  droite  correspond  une  conique  passant  par 
trois-  points  fiies,  et  à  une  courbe  de  Tordre  n  corres- 
pond généralement  une  courbe  de  Tordre  a  n.  On  trouve 
en  effet  qu'à  une  droite  correspond  ube  conique  circon- 
scrite au  triangle  de-référence;  à  une  conique  prise  d'une 
façon* quelconque,  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant 
généralement  pour  points  multiples  d'ordre  a  (réels  ou 
imaginaires)  les  sommets  du  triangle  de  référence.  Oette 
métbode,  pour  le  dire  en  passant,  peut  ajouter  une  solu- 
tion de  plus  aux  nombreuses  solutions  de  la  construction 
par  points- d'une  conique  donnée  par  cinq  points;  mais,  a 
part  quelques  applications  de  ce  genre  et  un  petit  nombre 
de  théorèmes  qu'elle  jpeut  fournir,  elle  ne  semble  pas  fé- 
conde, parce  qu'on  ne  voit  pas  facilement  une  loi  géomé- 
trique bien  simple  qui  unisse  deux  points  inverses  à  la 
figure  de  référênce. 

Je  reviens  à  la  méthode  que  je  développe  plus  spéciale- 
ment et  que  j'ai  annoncée  comme  conduisant  à  l'étude 
d'une  famille  de  courbes  d'ordre  supérieur.  Le  théorème 
général  s*énonce  : 

Une  courbe  du  degré  m  et  de  la  classe  n  a  pour  corré^ 
lativeune  courbe  de  la  classe  an  et  du  degré  am-f-n 
ayant  trois  tangentes  multiples  d'ordre  n  qui  sont  les 
côtés  du  triangle  de  référence. 

Ce  théorème  se  démontre  simplement  de  la  manière 
suivante  : 

Soit  A  la  courbe' proposée.  A' la  coarbe  corrélative; 
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9oic  m!  un  point*  Nous  nons  propotonà  de  Cronver  < 
bien  on  peut  mener  de  tanf^ntes  à  la  conrbe  A'  par  le 
point  I»'.  Ce  point  m!  a  poar  corrélative  une  ooniqne 
tangente  aux  trois  cAlës  du  triangle  de  référence,  c'e$l«4- 
dira  une  courbe  de  la  claaae  a  ayant  an  tangentes  com- 
munes avec  la  oonrbe  A;  il  y  a  donc  an  droites  passant 
par  le  point  m!  et  tangentes  à  A^  c'est-inlire  que  la  classe 
de  A'  est  ^ale  à  a  n. 

,  Cherchons  l'ordre  de  cette  courbe  A',  c'est*-i-dire 
combien  de  points  de  cette  courbe  sont  situés  sur  une 
droite  L';  or  L'  a  pour  corrélative  une  droite  L,  et  il  y 
aura  sur  \1  autant  de  points  (réds  ou  imaginaires)  que 
Ton  pourra  mener  de  coniques  tangentes  aux  trois  côtés 
du  triangle  de  référence,  à  la  droite  L  et  à  la  courbe  A. 
M«  Chasles  a  énoncé  ce  théorème  général  dans  les  CotwpUn 
rendus  de  V Académie  des  Sciences  de  Tannée  dernière, 
que  dans  un  système  dont  les  caractéristiques  sont  ft 
et  y  il  existe  mfi  +  nfx  coniques  tangentes  à  une  courbe 
de  la  classe  n  et  de  l'ordre  m.  Ici  en  particulier  les  carac- 
téristiques du  système  de  quatre  droites  étant  a  et  i^  il  y 
a  am  +  n  de  ces  coniques  dont  nous  cherchions  le  nom*' 
bre,  et  ceci  démontre  le  théorème. 

On  vérifie  sans  peine,  en  considérant  les  n  tangentes 
qui  partent  d'un  sommet  du  triangle  de  refermée  k  la 
courbe  A,  qu'il  y  a  n  points  de  contact  de  la  courbe  A'  sur 
le  côté  opposé. 

Ceci  suppose,  bien  entendu,  que  la  courbe  A  n'a  au* 
cuna  relation  avec  la  figure  de  référence,  et  on  peut  re* 
coonaitre  que  le  degré  de  la  courbe  A'  s'abaisse  d'nne,  de 
deux  ou  de  trois  unités  quand  la  courbe  A  passe  par  un, 
deux  ou  trois  sommets  du  triangle  de  référence.  En  ap- 
pliquant ces  considérations  à  la  section  conique,  on  ob- 
tient donc  généralement  une  courbe  du  sixième  ordre  et 
de  la  quatrième  classe,  qui  peut  s'abaisser  quant  à  son 


(  «a?  ) 

ordre,  au  cinquième,  au  quatrième  et  au  Iroiflième  cHrdre. 
Eq  particulier,  dans  le  cas  de  la  courbe  du  troiaième 
ordre,  on  reconnaît  que  les  côtés  du  triangle  de  référence 
sont  les  tangentes  eu  ses  points  d'inflexion^  et  que  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite,  ce  qui  est  une  propriété 
connue  de  ces  courbes. 

Je  donne  en  finissant  quelques  propriétés  de  ces 
courbes  do  sixième  ordre  : 

i^  Les  six  points  de  contact  de  la  courbe  avec  ses  tan* 
gentes  doubles  sont  six  points  d'une  même  conique. 

!à?  Les  tangentes  doubles  rencontrent  la  courbe  cba* 
cune  en  deux  autres  points  (réels  ou  imaginaires)  ^  ces  six 
points  sont  six  points  d^uoe  même  conique. 

3^  Le  lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  la 
courbe  et  à  ses  trois  tangentes  doubles  est  une  conique. 

Cette  conique  joue  un  grand  rôle  dans  les  propriétés 
de  ces  courbes  dont  elle  semble  être  un  élément  impor- 
unt. 

4^  Les  points  où  cette  conique  coupe  les  côtés  du 
triangle  qui  joignent  les  points  milieux  des  côtés  du 
triangle  formé  par  les  tangentes  doubles  et  les  points  où 
la  courbe  coupe  ses  tangentes  doubles  sont  deux  à  deux 
en  ligne  droite  avec  les  sommets  du  triangle  des  tangentes 
doubles. 

On  peut  encore  démontrer  que  ces  courbes  ont  généra- 
lement quatre  points  multiples  d'ordre  a  et  six  asymp- 
totes. Les  points  multiples  en  particulier  jouissent  de 
propriétés  simples  et  intéressantes.  Tout  théorème  sur 
les  sections  coniques  donne  pour  corrélatif  un  théorème 
stir.ces  courbes.  Les  nombreuses  propriétés  qu'on  peut 
ainsi  déduire  des  propriétés  connues  des  coniques  peu- 
vent être  considérées  comme  des  ooroUaires  de  cette  pro- 
positipii  : 

Si  dans  la  figure  proposée  deux  points  sont  situés  sur 


(  i«8  ) 
une  même  tangente  à  une  section  conique, -les  centres  des 
coniques  corrélatives  sont  situés  sur  une  même  tangente 
à  ia  conique  donnée  par  le  théorème  UI. 

Ainsi,  en  transformant  le  théorème  qui  dit  que  la 
droite  qui  joint  un  point  au  milieu  de  la  corde  de  contact 
passe  par  un  point  fixe,  centre  de  la  conique  considérée, 
on  a  :  ' 

1^  Si  Ton  considère  deux  tangentes  Oa,  Ofaf  à  cette 
courbe  aux  points  O  et  O  et  les  coniques  C  (Oa,  Oa), 
C  (Qfa',  Qfa'),  C  (Oa,  O'a')  assujetties  en  outre  a  être 
tangentes  aux  tangentes  doubles  de  la  courbe,  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  la  dernière  au  point  milieu  de 
la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  premières  passe 
par  un  point  fixe  quand  Oa  et  (y a'  varient  de  toutes  les 
manières  possibles. 

a®  Si  Ton  considère  trois  tangentes  Oa,  O'a',  O^'a''  à 
cette  courbe  et  les  coniques  C  (^Oa,  Oa),  C  (O'a',  O'^a") 
assujetties  en  outre  à  être  tangentes  aux  trois  tangentes 
doubles,  et  que  l'on  joigne  le  centre  de  la  dernière  au 
centre  de  la  première,  les  trois  droites  que  Ton  peut  ainsi 
obtenir  par  des  combinaisons  analogues  concourent  an 
même  point. 

Je  ne  multiplie  pas  ces  exemples,  qu'on  peut  indéfini- 
ment poursuivre  en  leur  conservant  une  simplicité  com^ 
parable  à  celle  du  théorème  des  coniques  que  Ton  emploie 
pour  la  transformation.  On  peut  se  demander  si  cette  fa- 
mille de  courbes  du  sixième  ordre  ne  se  •  rencontre  pas 
dans  la  recherche  des  lieux  géométriques.  M.  Chasles  a 
démontré  que  dans  un  système  (fi,  v)  le  lieu  des  centres  des 
coniques  est  une  courbe  de  l'ordre  v  \  en  particulier,  le 
lieu  des  centres  des  coniques  tangentes  à  trois  droites  et  à 
une  conique  est  une  courbe  du  sixième  ordre.  Ces  courbes 
sont  précisément  celles  que  nous  venons  d'étudier. 


(  »«9  ) 


SDR  LA  RÉSOLUTION  RE  L  ÉOUATION  TRANSGHIRAIITB 

û*  4-  A*  =  c* 

(Toirî'iérie.t.  IV.p.  a*); 

Par  m.  QAHER  BEY. 

On  a 

a'-^  b'  —  c*. 

(:-)■-(*)■- 

(7)'=""'''    (*)'=  «=<>»'" 

f  log  -  =  2log sinf ,     xlog  -  =  alog  cosç , 

'og-      ,       . 
°  c__  logsino 

Soit 

log- 

une  quantité  facile  à  calculer  : 

logsino 
l0gC05<p  ~~      ' 

logsiny  =  mlogcosç, 

smf=z:co9r,f^ 

'   sin'^  =  cos*"f . 
Il  en  résulte 

COS*" f  -*-  COS'f  —  I  =:  O. 
ànm.  de  Mathémat.,  2*  série,  t.  Y.  (Mars  1866.) 


(  i3o) 
CVst  ane  équation  à  trois  termes  que  Ton  résout  coimne 
on  veuty  avec  la  formule  de  Lagrange^  par  exemple. 
Alors 

2l0gCO9^ 

log- 

Note  du  rédacteur,  —  Ce  calcul  suppose  a  et  i  moin- 
dres que  c.  Si  l'on  avait  a<^c^  A  <  c,  il  suffirait  de  poser 
,r  =  — jr^  et  Ton  aurait  à  résoudre  Téquation 

qui  rentre  dans  le  cas  examiné  par  M.  Qâher-Bey. 


CeNSTRlIGTION  DUN  CERCLE  OSCIILATEIIR  DUNE  CMIQliE^ 

Par  m.  LECOCQ, 
Matlre  répétilenr  au  lycée  Saint-Loaift. 


Soient  ORAC  une  conique  quelconque^  OX,  OY  la 
tangente  et  la  normale  au  point  O  de  celte  conique.  D'un 
point  arbitraire  I  pris  sur  OY^  décrivons  avec  10  comme 
rayon  une  circonférence  qui  coupe  la  conique  en  deux 
points  A  et  B;  démontrer  que  : 

i^  La  corde  commune  AB  a  une  direction  constante; 

2^  Les  bissectrices  DR,  DS  des  angles  qu  elle  forme 
avec  la  tangente  sont  parallèles  aux  axes  de  la  courbe; 

y  Si  Ton  mène  OC  parallèle  à  AB  et  qu  on  élève  IMH 
perpendiculaire  au  milieu  de  la  corde  OC,  le  point  H 
sera  le  centre  et  OH  le  rayon  de  courbure  pour  le  point  0. 

Soit 


(  '3i  ) 
réqaation  de  la  conique  donnée  par  rapport  à  la  tan- 
gente OX  et  à  la  normale  OY,  et 

l'équation  du  cercle  OBA  ;  on  en  déduit 

(3)  (A-~c)r'-HBxr-H(i-2Cii)r  =  o,   • 

équation  qui  représente  les  deux  droites  OX  et  AB.  L'é- 
quation de  cette  dernière  droite  est  donc 

(4)  (A  --•  Q)y  H-  Bjp  ^  (t  —  aCif)  ~  o. 

—  B 

On  voit  que  son  coefficient  angulaire ^  est  indé-r 

pendant  du  rayon  u  du  cercle,  et  que  sa  valeur  est  celle 
de  tang  a  a,  a  étant  Tangle  de  l'un  des  axes  de  la  courbe 
avec  OX,  ce  qui  démontre  les  deux  premières  parties  de 
renoncé. 

Il  résulte  de  là  que  tout  cercle  qui  passera  par  le 
point  O  et  par  les  points  de  rencontre  de  la  conique  avec 
une  parallèle  a  AB  sera  tangçnte  en  O  à  OX.  Mais  si 
Ton  prend  pour  cette  parallèle  la  droite  OC,  le  cercle, 
n'ayant  plus  qu'un  point  de  rencontre  C  avec  la  conique, 
en  a  trois  autres  communs  avec  elle  an  point  O;  donc  il 
sera  le  cercle  osculateur  (i). 


("}  Le  théorème  de  M.  Lecooq  rerieni  à  celui  que  M.  Gbaitos  donne 
aous  le  n®  11  dans  son  Mémoire  sur  les  lignes  conjointes,  en  indiquant 
qu'il  peut  serrir  à  construire  le  cercle  osculateur  (/oariKi/  de  M.  LiouwUle, 
t.  m,  p.  385). 


C  i3a  ) 


MLVTiON  M  QVESTHNIS 
PROPOSAS  DAR8  LES  NMIVRLLIS  ANNALES. 


Question  490 

(T»ir  lome  XYIII,  page  U3); 

Pak  m.  Vehckslas  NIEBTLOWSKI, 

Elèye  de  spéciales  aa  lycée  Bonaparte. 

Étant  donné  un  cône  du  second  degi'é,  trouver  le  lieu 
d*oii  ce  cône  est  vu  sous  un  angle  donné. 

Je  prends  le  sommet  du  cône  pour  origine,  et  pour 
axes  de  coordonnées  les  axes  mêmes  du  cône.  Son  équa- 
tion est  alors 

Soit 

jr  z=:nz 

une  droite  passant  par  le  sommet  du  cône. 

Exprimons  que  les  deux  plans  tangents  au  cône  et  pas- 
sant par  cette  droite  font  Tangle  donné,  et  d'abord  que 
le  plan 

X  —  /if«  -h  K  (^  —  nz)  =  o  (K  indéterminée X 
ou 

X  -h  Kj  —  (m  -f-  K/i)  «  =  o 

est  tangent  an  cône. 

On  a  pour  équation  de  condition 

A  ( A'/i» -4- A") K' -*- 2 AA'/n/iK -h  A' (Ant» -f- A")  =  o. 

Soient  K'  et  K'*^  les  racines  de  cette  équation,  on  a  alors 


(  133  ) 
pour  équations  des  plans  tangents 

s  -♦-  K'7  —  (m  -I-  K'/i)  s  =  o, 
.t:  -h  K*7  —  (iw  -h  K"/i)  z  =  o, 
d'où 


cosV  = 


V^[i  -t-  K'^  -f.  (/»  -f-  K'  il)»]  [i  -h  K'''  -*-  (m  -f-  K'^w)'] 
cos»V  [i  -f.  K'»  -h  (w  H-  K' /i)"]  [H-  k*"»  H-  (m  4-  K"ii)»]   ' 

=  [i  -  YJIL"  ^  (m  H-  K'«)  (w  -4-  K.^/»)p, 
cos'V  [(m'  H-  i)  -h  12VW/IK'  H-  (/i»  -t-  i)K'«] 
X  [(«ï»  H-  i)  -t-  îm/îK"  -f-  («'  -4-  I)  K'*]- 
=  [(to«  4-  i)-f.  mu  (K'  -f-  K'^)  -h  (/l' H-  i)  K'K'^]>; 

or  le  produit  des  deux  facteurs  entre  crochets  est  égal  à 

[(;„»  -+.,)_!.  mn  (K'  -f-  K-')  -h  {n^ -t-  i)K'K"p 

donc 

cos'V  (m»  -I-  /i»  -♦-  i)  (  K'  —  K")» 

=  [,„«  -^  ,-+.;„„  (K'  H-  K'O  -4-  '(«»  H- 1)  K'K^sin' V^ 
mais 

*^  "^^  -"""AlA'/i^-hA'O'     *^*^  ~  A(A'/i«-hA").' 
/K/      ^..,_-4AVA--(Am^-f:A-/»»-hA-0 
^  1^;—  A»(À'/2^-hA'')^ 

Substituant  dans  Téquation  de  la  courbe,  il  vient 

-  4AA^ A^(ffl'  -I-  /»»  H-  i)  (A/yi»-t-  Mn'  -4-  A^Q 
A»(A'«'-h  A")' 

,  r  2//i»/ï'AA'  '     A'(A/n2-t-A'')(/i»-*-i)T 


(  «34) 
Simplifions  :  on  obiient 

4AA'A"(/ii»-h /i» -I- i)(Ain»  4- A'/i'-h  A'^) 

-l-Ung'V[A(A'H-A")'w*4-A'(A-f-A'')«»H-A''(A-t-A')]~o; 

or 

X  r 

m  r=  — ?      n-=.  '^\ 

donc  Téquation  du  Heu  est 

4 AA'A'(x» -I- 7«  H- i»)  ( A*» -h  AV -^  A"»») 

4- lang»  V  [A(A'^  A'^)  «»-f- A' (A-f- A'')^'-I-A''(A-*- A')  «']'==«►. 

Le  lieu  est  dotic  un  cène  du  quatrième  degré  dont  le 
sommet  est  i  Torigine. 

Si  V  ==  90  degrés,  le  lieu  est  un  c6ne  du  second  degré, 

A  (A'  -4-  A")  «»  -f-  A'(A  +  A'^)  j»-h  A''(A  -f-  A')  z'^o. 

Ce  c6ne  a  même  sommet  que  le  cône  donné  et  ses  axes 
ont  la  même  direction  que  les  axes  du  cène  donné. 


Question  501 

(voir  tome  XIX,  pofo  H)» 

Pae  mm.  DESQ  et  GRASSAT. 

Par  un  point  ^xe  M  pris  sur  une  conique  y  on  mène 
une  tangente^  soitT  un  point  quelconque  pris  sur  cette 
droite,  TN  une  seconde  tangente^  N  le  point  de  contact; 
au  point  T  on  élève  une  perpendiculaire  sur  la  tan^ 
gente  TN  \  elle  sera  rencontrée  en  R  par  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  N  sur  la  tangente  fixe  TM.  Quel  est 
le  Heu  du  point  R  ? 

Je  prends  pour  axe  des  Y  la  tangente  MT;  pour  axe 
des  X  la  normale  au  point  M*,  l'équation  de  la  couiq^uc 


{.Î5) 
sera 

A^»  -h  B.ipr  -h  Cx»  -h  E  JP  ::=  o. 

La  tangente  au  point  N  (a,  P)  aura  pour  équation 

(aAp  -f-  Ba)jr  -i-  (Bf  -I-  txCa  -f-  E)  jc  -t-  Ea  =  o* 
Donc  Tordonnée  du  point  T  est 

Ea 
'~  2ApH-Ba'^ 

par  suite,  Téquaiion  de  TR  est 

Y  Eg  _       2Ap-4-Ba 

2Ap-l-  Ba  "~B|Î-*-  2Ca-f-  E*' 

celle  de  NR  est 

On  a  de  plus 

Ap' -+- Bap -I- Ca' -h  Ea  =:i  o, 

et  ou  obtiendra  Téquation  du  lieu  en  éliminant  a  et  |3 
entre  ces  trois  équations,  c'est'-à-dire  a  entre 

Ca»  -f-  (Bjr  H-  E)  a  -I-  A^'  =  o 
et 

,  [aAr»  ^-  «  (B^  -h  E)]  (iCa  -l-  B/  4-  E)  =r  *  (a  A j  -4-  Ba)' 

ou 

a'[B»«  —  2C(Bj^;-l- E)l -4- a[4  AB*7— 4  AC/» .— B(7-4-E)»] 

-+- 2  A  ^' (  2  A  0?  —  B  j  —  E  )  =  o. 

Ov,  lorsqu'on  a  deux  équations  du  deuxième  degré, 

Ma'H-Na-hPmO, 
MV4-N'«-4-P'=o, 

le  résultat  de  Télimination  de  a  entre  ces  deux  équations 
est 

(MP'— PM')'  =  (MN'-]NM')(NP'— PJN'). 


(  i36) 
Dans  le  cas  actuel, 

MP'—  PM'  =  Ar»[2C(aAar-Bj-  E)  — B'jr H- 2C{Bj -♦-£)] 
=.  — A^rj^B'— 4AC), 

NP'  —  PN'  =  Ar»  |2  (Bj  -t-  E)  [2A«  —  (Br  -h  E)]  —  4AB«/ 

-f-(Bj-t-E)>-*-4ACr»| 
r.i-Ar'[r*{B»-4AC)-4AEa:-^E(aBj-hE)], 

MN'  — NM' =C[4ABx/  — (Bj  H- E)»  — 4ACj»] 
—  (Bj  -*-  E) [B'x  -  2C (Bj  -f-  E)] 
^  (Cj>— Bxr)  (B»— 4  AC)— B>  E«-I-CE(2B>^H-E). 

Donc  l'équation  du  lieu  demandé  est 

A>x»^(B«— 4AC)» 

=  -  kr'lx*  (B*  —  4 AC)  -  4 AEjt  -t-  e  (2B/  -h  E) ] 

X[(Cx^  —  B*r)  (B*  —  4AC)  —  B^Ex  -f-  CE(2Br-f-E)l; 

il  se  décompose  en  ^*  =  o,  c'est-à-dire  la  normale  au 
point  M,  et 

Ax»7>(B»— 4AC)»-f-[r'{B»— 4AC)~4AEx-f-E(2Br-4-E)] 
Xf(Cj»— Bx/)(B»-4AC)-B»E«-4-CE(2Br-f-E)]=:o. 

On  peut  remarquer  que  cette  équation,  du  quatrième 
degré  en  général,  se  décompose  dans  le  cas  de  la  parabole 
en 

2B/ -hE  — 4Ajp  =  o, 

C(2B>^4-E)  — B'xr^o. 

Cette  dernière,  en  tenant  compte  de  B'  =  4  AC,  est  iden- 
tique à  la  première  j  donc,  dans  ce  cas,  le  lieu  se  réduit  a 
la  droite  double 

-ïBr  —  4Aj:  -4-  E  —  0, 


(  »37  ) 
ce  qui  représente,  comme  on  le  sait,  la  directrice  de  la  pa*» 
rabole,  résultat  très-remarquable  {*). 


Question  618 

(  Toir  r  série,  1. 1,  p.  169  )  ; 

Pak  m.  Jacques  BELLAGHI. 
La  courbe  parallèle  à  la  podaire  d'ellipse 

a  pour  équation 

(«p-7)'-4(«'-P)(P*~«7), 
en  posant 

__  (fl»  -4-  6»)  (jc'  4-  r'  —  A»)  —  a'  b^ 

_  [x^  -4-7»  —  k^y  4-  (g»  4-  6')  A'  — Vi'jT'  —  ^'y 

7—  jf; 

(Strebob.) 
Je  considère  la  courbe  parallèle,  à  Texemple  de  M.  Sal- 
mon,  comme  le  lieu  des  centres  (X,  Y)  des  cercles  tan- 
gents à  la  courbe  donnée  et  d'un  rayon  h\  je  substitue  à 
la  podaire  de  Tellipse  une  conique  variable  avec  chaque 
point  de  cette  courbe,  et  qui  touche  cette  courbe  au  même 
point.  Son  équation,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer, 
est 

(2  Xx  -I-  2  Yr  —  ^Y  —  «'^'  --  ^y  =  o» 


(*)  Dans  le  cas  de  l'ellipse  ou  de  Thyperbole,  la  courbe  a  deux  asymp* 
totes  parallèles  à  Taxe  des  x,  c'est-à-dire  à  la  normale.  Dans  le  cas  de 
rhyperbole,  il  y  a  en  outre  deux  asymptotes  perpendiculaires  à  celles  de 
VUypcrbole.  P. 


(.38) 

en  posant 

X»  -t-  Y»  —  A»  =  A. 

La  condition  pour  que  le  cercle 

(x  -  Xy  -4-  f  J^  -  Y)'  -  x->  =  o 

soit  tangent  à  la  conique  s^obtient  en  égalant  à  zéro  le 
discriminant  dé  la  fonction  quadratique 

(îXx  -t-  îYj  —  A)*  —  fl»«»  —  b^y 

-+-X[(x-X)'  +  (j-Y)'-.X-)]  =  o, 

ce  qui  donne 

(2  A  -h  \y[\(Y'  -h  X»)  —  fl»Y>  —  6»X'l 

-  (>A  -4-  A»)  [V  -♦-  X  (4X»  -4-  4 Y'  —  «•  —  b') 

—  4  A»X'  —  4«'/»  -4-  rt'^»]  =  O, 

ou,  en  développant  et  réduisant, 

kn'  -i-  [A(«»  -*-  ^»)  —  A»  —  d'Y»  —  ^»X»]  V 

-+-  [A'{«i^  -h  b^)  —  Aa»*»]X  —  fl'  ù^A'  =  o, 

ou,  en  remarquant  que  A  =  X'  -h  Y* —  *•,  et  par  consé- 
quent 

A(fl«  -f-  6»)  -^  a»Y>  —  6»X»=:  fl«X»  -4-  ft»  Y»  -4-  (r/»  4-  6»)/% 

Téquation  devient,  après  réduction, 

^'  ^'n'X»  4-  6' Y»  -  (fl«  H-  6')  ^'  -  A' 


3Aii»^» 

ou 

yV—  3pX>-l-3«X  — i=ro. 

L*égalité  de  deux  racines  de  cette  équation  est  la  con- 
dition de  tangence  qui  est  donnée  en  égalant  à  zéro  le 
discriminant  de  la  fonction  homogène  du  troisième  de- 
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gré.  On  aura 

comme  le  trouve  M.  Strebor.  En  changeant  b*  en  —  J* 
on  aurait  la  courbe  parallèle  à  la  podaire  de  Thyperbole. 
Un  procédé  analogue  donnera  Téquation  de  la  surface 
parallèle  à  la  surface  podaire  d'un  ellipsoïde. 


Question  747 

(foir  1*  série,  t.  IV,  p.itS); 

Pae  m.  DURANTON. 

Quelle  est  Ven\feloppe  du  plan  mené  perpendiculai^ 
rement  à  V extrémité  du  diamètre  d^un  ellipsoïde^ 
lorsque  cette  extrémité  décrit  une  circonférence? 

(Catalam.) 

Cette  question  rentre  dans  ce  problème  plus  général 
que  nous  allons  résoudre  : 

Trouver  Venveloppe  du  plan  mené  perpendiculai^ 
rement  à  l'extrémité  du  rayon  vecteur  issu  d'un  point 
fixe  et  aboutissant  à  une  circonférence  donnée? 

Nous  ferons  usage  de  coordonnées  rectangulaires,  l'ori- 
gine étant  au  point  fixe  et  le  plan  de  la  circonférence  pa- 
rallèle à  celui  des  xy\  nous  déterminerons  d'ailleurs  la 
circonférence  par  rintersection  de  son  plan  avec  la  sur- 
face d'une  sphère  passant  par  le  point  fixe;  ses  équation» 
seront  ainsi 

(i)  x'  -+-  /'  -f-  z*  —  2  {ax  -h  bx  -h  cz)  =  o. 

(a)  z  —  à=:o, 

tty  &,  c  étant  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère. 
On  aura  de  même  pour  équations  du  rayon  vecteur* 


(  Mo) 

X  et  ji  étant  des  variables, 

Ce  rayon  rencontre  la  circonférence  au  point  dont  les 
coordonnées  sont 

Comme  ce  point  doit  être  sur  la  spbère,  on  a  l'équation 
de  condition 

(4)  ()^«  H>  pi  -I-  ,)  A  —  2  [al  -h  bui  -h  c)  =  o. 

On  trouve  d'autre  part  pour  équation  du  plan  mené 
par  ce  même  point  à  Textrémilé  du  rayon  vecteur 

(5)  Xx-f-f*7  -4-«  — A(VH-p'-*-l)  =o. 

Au  moyen  de  la  relation  (4)  on  peut,  dans  cette  expres- 
sion, considérer  X  comme  fonction  de  fx  ]  si  Ton  égale  à 
zéro  la  dérivée  prise  à  ce  point  de  vue,  on  obtient 

(X  •-  2  A>)  ^:^_  ^^y^2klL=:0 

OU  bien 

(6)  ^(^  —  25)  X  — A(ar  — 2a)p  rrzaj^  —  bx. 

Pour  avoir  Tenveloppe  chercbée,  il  ne  reste  plus  qu'à 
éliminer  A  et  |ui  entre  (4)?  (5),  et  (6).  Afin  de  faciliter, 
nous  remplacerons  Tune  des  équations  (4)  ou  (5). par 
celle  qu'on  obtient  en  éliminant  entre  elles  X'  +  ja*  ;  on 
aura  ainsi 

(7)  (4?— 2fl)X  -f- (j^—  2  5)pt=:2C  —  «. 

Posons,  pour  abréger, 

X —  2«=^X,  ,      J  —  2b=Lft^      Z  —  •2C:^2|,      ay — bx^:^U' 


(  Ml  ) 
Les  équations  (6)  et  (7)  ainsi  modifiées  donnent 

_  «y,  —  hXj g,  _  —  (Ay,8, -nu,) 


En  substituant  ces  valeurs  dans  (4),  on  a,  après  trans- 
formations et  réductions  faciles, 

(8)  j4A(A-2c)(:rî+j^î)4-A»zî-f-«' 

où  il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  Xi^j^^  z^  et  u  par 
leurs  valeurs..  Or  on  peut  se  dispenser  de  faire  cette  sub- 
stitution; il  suffit,  pour  cela  de  transporter  les  axes  paral- 
lèlement à  eux-mêmes  au  point  dont  les  coordonnées 
spnt 

(9)  X=:2fl,      y=z7,by      Z=z'2C; 

les  indices  disparaissent  alors  dans  (8)  et  u  reste  égal  à 
o^ — bx.  L!équation  de  Tenveloppe  cherchée  devient 
ainsi 

(  4A(A  — 2c)(x»-f-j»)-l-^»2« 

1,     —  3{flr— ftar)»-f-4A(flxz-f-^7«)  =  o. 

Cetle  équation,  homogène  par  rapport  à  x^y^  z^  est  celle 
d'un  cône  du  second  degré. 

Discussion.  —  i^  Les  coordonnées  (9)  du  sommet,  par 
rapport  à  l'ancienne  origine,  étant  2  a,  26,  2c,  et  celles 
dn  centre  de  la  sphère,  a,  &,  c,  il  en  résulte  que  le  sommet 
du  cône  enveloppe  est  diamétralement  opposé  au  point 
fixe,  sur  la  sphère  qui. passe  par  ce  point  et  par  la  cir- 
conférence donnée, 

2?  Si  Ton  a  a  =  o  et  &  ==  o,  le  point  fixe  est  sur  la* 
perpendiculaire  au  plan  de  la  circonférence  qui  passe  par 


(  i4^  ) 
le  centre  ;  Téquation  (lo),  qui  devient 

4  [h  —  2C)  (X»  -f-7»)  -h  //Z»  —  O, 

montre  que  le  cône  enveloppe  est  de  révolution.  Donc  il 
est  oblique,  pour  toute  autre  position  du  point  6xe. 

3**  Si  le  point  fixe  est  dans  le  plan  de  la  circonférence, 
A  :;=;  o,  le  sommet  s'éloigne  à  Tinfini,  de  même  que  le 
centre  de  la  sphère,  et  lenveloppe  devient  un  cylindre 
droit  dont  la  section  est  égale  à  la  circonférence  donnée. 
C  est  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  en  traitant  directe- 
ment la  question  à  ce  point  de  vue. 

Remauque.  —  Pour  résoudre  la  question  selon  l'énoncé 
de  M.  Catalan,  on  rapportera  l'ellipsoïde  à  trois  axes  rec- 
tangulaires, dont  deux  soient  situés  dans  une  section  cir- 
culaire diamétrale;  les  équations  de  départ  seront  alors 

x'  -^-/»  -h  mz^  -f-  inxz  —  ^'  r=z  o, 
z  —  /i  =  o, 

et  l'on  continuera  comme  ci -dessus. 

Il  est  évident  que,  dans  cette  question,  les  deux  hy* 
perboloïdes  et  le  paraboloïde  elliptique  peuvent  être 
substitués  à  Tellipsoïde. 

Note,  —  MM.  NiebylowBki,  O.  Puel,  Mercd  Baseo  ont  traité  la  même 
question. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Amigubs,  élèife  de  V École  Normale.  —  «  Parmi  les 
méthodes  de  discussion  de  Téquation  en  X  relative  k  l'in- 
tersection de  deux  coniques,  il  en  est  une  dont  le  succès 
paraît  aller  croissant  et  que  je  me  fais  un  devoir  de  vous 
signaler,  parce  qu'elle  me  semble  vicieuse. 
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»  Voici  en  quoi  elle  consiste.  Après  avoir  établi  qu'on 
a  toujours  deux  sécantes  réelles  communes  aux  deux  co- 
niques, on  suppose  que  ces  deux  droites  sont  prises  pour 
axes,  et,  dans  ce  système  de  coordonnées,  on  forme  l'é- 
quation/(X)  =  o,  pour  laquelle  on  éublit  dès  lors  très- 
simplement  que  toutes  les  racines  sont  réelles  si  les  quatre 
points  communs  aux  deux  coniques  sont  tous  réels  ou 
tous  imaginaires,  et  qu'une  seule  de  ces  racines  est  réelle 
si  deux  de  ces  pclints  sont  réels  et  les  deux  autres  imagi- 
naires. 

n  Ceci  est  incontestable.  Mais  ce  qu'on  se  propose 
dans  cette  discussion,  c'est  d'établir  que  cette  pro- 
priété appartient  non-seulement  a  lequation  particulière 
f{X)  =  o,  à  laquelle  donne  lieu  le  système  d'axes  choisi, 
mais  à  toutes  les  équations  F  (X)  =  o  qui  répondent  à  un 
système  d'aices  quelconque. 

»  Or  les  coefficients  de  F(X)  sont  des  fonctions  des 
coefficients  des  deux  coniques,  et  ces  derniers  eux-mêmes 
dépendent  du  choix  des  axes.  Il  faudrait  donc,  pour  com- 
pléter la  démonstration,  établir  qu'un  changemont  d'axes, 
tout  en  modifiant  les  coefficients  et  les  racines  de  l'équa- 
tion F  (X)  =  o,  ne  peut  faire  changer  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  de  cette  équation. 

»  A  la  vérité,  si  X  représentait  un  élément  géométrique, 
pas  ne  serait  besoin  de  prendre  cette  peine;  car  la  réalité 
de  cet  élément  ne  dépendrait  que  des  données  de  la  figure, 
et  l'on  pourrait  alors,  potu*  simplifier,  prendre  des  axes 
particuliers.  Mais  ici  ce  n'est  pas  le  cas,  et  c'est  ce  que 
me  paraissent  n'avoir  pas  observé  ceux  qui  accordent 
leur  confiance  à  cette  méthode.  » 

Noie  du  Rédacteur.  —  L'observatiop  de  M.  Amigues 
est  fort  juste,  et  d'ailleurs  il  peut  arriver  que  l'une  des 
dsux  sécantes  réelles  ou  toutes  les  deux  soient  à  l'infini  -, 
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et  alors,  comment  prendre  ces  deux  droites  pour  axes? 
Voici  comment  on  peut  lever  la  difficulté.  Soient 

P  =  o,     Q  =  o 
les  équations  des  deux  coniques,  et 

P-h>Qr=rRSrr=:0 

Téquation  de  Tensemble  de  deux  droites  réelles  ou  ima- 
ginaires passant  par  les  quatre  points  communs  aux  deux 
courbes.  Si  Ton  change  d'axes,  ces  équations  deviendront 

F'  =o,     Q'  =  o,     F'  -h  VQ'  =:  R' S'  =:  o. 

Or,  si  RS  est  réel,  il  en  sera  de  même  de  R'S'^  et 
si  RS  est  imaginaire,  R'S'  sera  imaginaire.  D'un  autre 
c6lé,  X,  }!.  seront  réels  ou  imaginaires,  selon  que  RS  ou 
R'S'  seront  réels  ou  imaginaires.  Donc  X  et  X'  seront  en 
même  temps  réels  ou  imaginaires.  Par  conséquent,  rela- 
tivement à  la  réalité  des  racines  de  Téquation  en  ï,  peu 
importera  le  système  d'axes  auxquels  on  rapportera  la 
courbe.  On  pourra  donc. prendre  pour  axes  les  deux  sé- 
cantes, communes  réelles  dont  on  a  démontré  Texistence 
quand  les  quatre  points  d'intersection  sont  à  des  distances 
finies.  Le  cas  des  points  à  Tinâni  se  déduira  du  cas  géné- 
ral par  des  considérations  de  limites. 

On  pourrait  encore  former  les  trois- équations  analogues 
à  RS  =  o,-  au  moyen  des  coordonnées  des  quatre  points 
d'interseclion,  et,  sans  recourir  à  une  transformation, 
examiner  successivement  les  résultats  obtenus  dans  le  cas 
de  quatre  points  réels,,  de  deux  réels^  de  quatre  imagi- 
naires ;  on  verrait  que  les  trois  valeurs  de  RS  sont  réelles 
dans  les  deux  premiers  cas,  et  qu'il  yen  a  deux  imagi- 
naires dans  le  dernier.  P. 
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LA  PODAIRi  D'IINB  GOIHOIIB  PAR  RAPPORT 
A  IIN  POYBR; 

Pàa  M.  H.  PICQUET, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


On  sait  que  la  podaire  d*une  courfie  du  second  degré 
par  rapport  à  Tuii  de  ses  foyers  est  le  cercle  décrit  sur 
son  grand  axe  comme  diamètre;  nous  nous  proposons 
de  faire  voir  ici  comment  cette  propriété  donne  lieu  en 
quelque  sorte  à  un  nouveau  mode  de  transformation  géo- 
métrique, et  comment  elle  permet  souvent  de  siniplifier 
an  énoncé  ou  une  démonstration. 

Cherchons',  dans  quelques  cas,  les  conditions  aux- 
quelles ce  cercle,  que  nous  désignerons  par  C,  est  assu- 
jetti, lorsque  la  conique,  qui  d^aillëurs  a  un  foyer  fixe, 
doit  satisfaire  à  une  condition  donnée. 

I.  Supposons  que  la  conique  doive  varier  en  demeurant 
tangente  à  une  droite  fixe;  le  cercle  C  variera  en  passant 
par  un  point  fixe,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  sur  cette  droite.  Comme  conséquence,  si  plusietu*s 
droites  varient  en  restant  tangentes  à  une  conique  fixe, 
cela  revient  à  dire  que  les  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  point  fixe  sur  ces  droites  restent  sur  un 
même  cercle. 

IL'  Ce  cas  est  le  plus  simple.  Supposons  plus  générale- 
ment que  la  coliique  doive  rester  tangente  à  une  courbe 
fixeQ,  alors  le  cercle  C  sera  tangent  à  la  podaire  Pde 
cette  courbe  par  rapport  au  foyer  de  la  conique.  En 
effet,  si  nous  considérons  la  courbe  dans  une  position 
voisine  où  elle  ait  avec  la  conique  deux  tangentes  com- 
mun, de  Mathéma!.,  a«  série,  t.  V.  (Avril  1866.)  lO 
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fnunes  très  rapprochées,  nous  voyons  que  le  cercle  C  et 
la  podaire  P  auront  deux  poinls  communs  qui  seront  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  sur  09s  lan- 
génies.  Si  la  courbe  devient  tangente  à  la  conique,  ces  tan- 
gentes viendront  &  coïncider  et  le  cercle  C  aura  avec  la  po- 
daire P  deux  points  communs  réunis  en  un  seul,  c'est-à-<lire 
qu'il  lui  sera  tangent.  Ainsi,  si  la  conique  doit  être  tan- 
gente à  une  parabole  confocale  avec  elle,  le  cercle  C  sera 
tangent  à  la  tangente  au  sommet  dç  cette  parabole^  si 
au  lieu  d'une  parabole  on  a  une  conique  quelconque, 
confocale  avec  la  première,  le  cercle  C  sçra  tangent  au 
cercle  ayant  pour  diamètre  le  grand  axe  de  cette  conique 
ai  c'est  une  ellipse,  son  axe  transverae  ri  c'est  une  hyper- 
bole. Réciproquement,  si  le  cercle  C  est  tangent  à  une 
droite  on'k  un  cercle,  la  conique  correspondante  sera 
tangente  à  une  parabole  confocale  ayant  la  droite  donnée 
pour  tangente  au  sommet,  ou  à  une  conique  confocale, 
concentrique  avec  le  cercle  et  ayant  pour  grand  axe  le 
rayon  de  ce  cercle.  Dans  tout  ce  que  nous  venons  de 
dire,  il  est  évident  que  si  le  point  de  contact  de  la  coni- 
que avec  la  courbe  Q  est  donné,  le  point  de  contact  du 
cercle  C  avec  la  podaire  P  sera  déterminé  ;  ce  sera  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  tangente  à 
la  courbe  Q  au  point  donné. 

m.  La  conique  doit  passer  par  un  point  fixe  A.  Il  en 
résulte,  d'après  la  construction  connue  de  la  tangente  à 
la  podaire  d'une  courbe,  que  le  cercle  C  sera  tangent  an 
cercle  décrit  sur  AF  comme  diamètre,  F  étant  le  foyer  de 
la  conique.  On  voit  ici  qu'a  un  cercle  tangent  k  deux 
autres  correspond  une  conique  passant  par  deux  points  ; 
ceci  n'implique  pas  contradiction  avec  ce  qui  a  été  dit 
précédemment;  tout  k  l'heure  le  point  F  était  quel- 
conque, maintenant  il  doit  être  pris  à  Tun  des  points 
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d^ïnterseclion  des  deux  cercles  donnés.  De  même,  si  le 
cercle  est  tangenl  à  une  droite,  et  si  le  point  F  e$t  pris 
sur  cette  droite,  la  conique  correspondante  aura  une  di- 
rection asymplotique  perpendiculaire  à  cette  droite.  Ceci 
se  voit  facilement  en  considérant  ce  cas  comme  une 
limite  du  précédent;  on  sait  d'ailleurs  que  si  du  foyer 
d'ane  hyperbole  on  mène  des  tangentes  au  cercle  ayant 
pour  diamètre  Taxe  transverse,  elles  sont  perpendicu- 
laires aux  asymptotes. 

Comme  application  de  cette  propriété,  on  pourrait 
démontrer  que  tout  cercle  tangent  A  deux  autres  coupe 
orthogonalement  un  de  leurs  cercles  bissecteurs,  c'est-à- 
dire  un  des  deux  cercles  qui  passent  par  leurs  points 
d'intersection  et  sont  tangents  aux  bissectrices  de  Tangle 
sous  lequel  ils  se  coupent.  Mais  ceci  est  plus  évident 
si  Ton  emploie  la  transformation  par  rayona  vecteur» 
réciproques,  en  prenant  pour  pôle  de  transforma- 
tion Tun  des  points  communs  à  deux  cercles  et  à  leur» 
cercles  bissecteurs.  On  pourrait  ensuite  tirer  de  li  la 
construction  du  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés, 
mais  elle  serait  aussi  compliquée  que  les  constructions 
connues. 

IV.  Si  la  conique  doit  avoir  pour  demi  grand  axe  une 
longueur  donnée,  le  cercle  C  aura  cette  longueur  pour 
rayon. 

y.  Si  le  cercle  C  doit  couper  on  autre  cercle  C  sous 
un  angle  donné,  alors  la  conique  correspondante  au  cer- 
cle C  rencontrera  la  conique  correspondauite  au  cercle  C 
de  telle  façon  que  les  points  de  contact  d'une  tangente 
commune  soient  vus  d'un  foyer  oommon  sous  l'angle 
donné  ou  aous  un  angle  supplémentaire.  En  effet,  con- 
struisons les  deux  coniques  confocales,  une  tangente  com- 
mune M'M''^  et  les  cercles  correspondants;  soient  F  le 

lO» 
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foyer  commun,  F'  ei  F^'  les  autres  foyers,  O  et  0|  les 
centres  \  soit  M  un  point  d'intersection  des  cercles,  pied 


Fie.  I. 


de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  F  sur  la  tangente 
commune  M'M";  joignons  M^F'  et  IWF"  ;  ces  droites  se 
rencontrent  en  I  sur  MF,  car  si  l'on  prend  IM  =  MF  et 
si  'l'on  joint  IF'  et  IF'',  ces  droites  passent  respective- 
ment par  les  points  de  contact  d'après  la  théorie  des 
foyers;  donc 

IM  =  MF; 

par  suite, 


ajoutant, 


M'FM  =  M'IM     et     M"  FM  =  M  '  IM  ; 


M'FM'^^M'Iir'; 


joignons  MO,  M0| ,  ces  droites  sont  parallèles  à  IP,  IP, 
donc 

M^=6M0r=M^'. 

Or  OMOi  est  supplémentaire  de  Tangle  sous  lequel  les 
cercles  se  coupent;  donc •,  etc.  c.  q.  f.  n. 

La  démonstration  serait  la  même  si  les  deux  coniques 
n^étaient  pas  des  ellipses. 
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On  peut  énoncer  ce  résultat  en  disant  : 

Langle  sous  lequel  on  voit  y  du  foyer  commun  de  , 
deux  coniques  confocales,  les  points  de  contact  d^ane 
tangente  commune  est  égal  à  V angle  sous  lequel  se  cour 
pent  les  cercles  décrits  sur  leurs  grands  axes  respectifs 
comme  diamètres. 

Ce  qui  démontre  en  même  temps  la  réciproque  de  ce 
que  nous  avions  avancé.  On  voit  qu'en  particulier,  si 
Tangle  donné  est  nul,  les  coniques  seront  tangentes, 
ce  que  nous  savons  déjà. 

0)mme  application,  supposons  qu'une  série  de  coni- 
ques confocales  soient  disposées  de  telle  sorte  que  les 
points  de  contact  d'une  tangente  commune  à  chacune 
d'elles  et  i  une  autre  conique  fixe  confocale  avec  elles 
soient  vus  du  foyer  commun  sous  un  angle  droit,  alors 
les  cercles  correspondants  à  toutes  ces  coniques  coupe- 
ront orthogonalement  le  cercle  correspondant  à  la  coni* 
que  fixe,  c*est-i-dire  qu'ils  auront  tous  même  centre  ra- 
dical^ le  centre  de  la  conique  fixe. 

VI.  Si  la  conique  doit  avoir  pour  centre  un  point 
donné,  le  cercle  C  aura  pour  centre  le  même  point.  Cette 
propriété  permet  de  trouver  un  grand  nombre  ;de*  lieux 
de  centres  de  coniques  confocales,  assujetties  &  deux  au- 
tres conditions,  Jie  foyer  commun  étant  donné.  Nous  sa- 
vons, par, exemple^  que  le  lieu  des  centres  des  cercles 
tangents  à  deux  droites  se  compose  des  deux  bissectrices 
de  leur  angle  \  le  lieu  des  centres  des  coniques  correspon- 
dantes sera  le  même  ;  les  cercles  étant  tangents  a  deux 
droites,  les  coniques  correspondantes  seront  tangentes  à 
deux  paraboles  dont  les  droites  données  seront  les  tan- 
gentes aux  sommets  ^  donc  : 

Ze  lieu  des  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  com- 
mun et    tangentes  à  deux  paraboles  confocales  auec 
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elles  se  compose  des  deux  bissectrices  des  tangentes  aux 
sommets  de  ces  paraboles. 

On  peut  aiosi  trouver  un  grand  nombre  d'énoncés  : 
nous  en  citerons  quelques-uns. 

Le  lieu  des  centres  des  conit/ues  ayattt  ttn/ojrer  com^ 
mun,  tangentes  à  une  conique  confocale  et  ayant  un 
grand  axe  donnée  se  compose  de  deux  cercles  concen- 
triques à  la  conique  et  ayant  pour  rayon  le  grand  axe 
de  cette  conique  augmenté  ou  diminué  du  grand  axe 
donné. 

Le  lieu  de^  centres  des  coniques  ayant  un  foyer  cam^ 
mun  F  et  qui  passent  par  deux  points  A  et  B  se  compose 
de  deux  coniques  homofocales  ayant  pour  foyers  les  mi- 
lieux de  FA  et  de  FB,  sa%^oir  :  une  ellipse  ayant  pour 

grand  axe  -  (FA  -h  FB),  et  une  hyperbole  ayant  pour 

axe  transverse  -  (FA  —  FB). 

Nous  aurions  ainsi  presque  tous  les  lieux  de  centres  de 
coniques  confocales  assujetties  à  deux  autres  conditions. 

VD.  Les  principes  précédents  peuvent  s'appliquer  à  la 
transformation  par  la  méthode  des  polaires  réciproques. 
Supposons  en  effet  que  i^on  ait  a  transformer  un  énoncé 
dans  lequel  entrent  plusieurs  cercles;  la  transformation 
ordinaire  par  rapport  k  un  cercle  donnera  des  coniques 
confocales  jouissant  de  certaines  propriétés  qui  seront 
les  transformées  de  celles  des  cercles  donnés.  Au  lieu 
d'introduire  ces  coniques  dans  le  nouvel  énoncé,  il  sera 
en  général  plus  élégant  d'introduire  les  cercles  décrits 
sur  leurs  grands  axes  comme  diamètres,  lesquels  satisfe* 
ront  à  certaines  conditions  résultant  de  celles  qui  sont 
imposées  aux  coniques  correspondantes  et  qu'on  pourra 
souvent  déduire  de  ce  qui  précède.  Prenons  un  exemple  : 
on  sait  (Noui^elles  Annahs^  t.  XIX,    p.  a34)  qtie  le 
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cercle  circonscrit  à  un  triangle  conjugué  à  une  conique 
a  pour  puissance  par  rapport  au  centre  de  la  conique  la 
somme  des  carrés  de  ses  demî<*aies,  c'est-»à*dire  que  tous 
les  cercles  analogues  ont  pour  centre  radical  commun  le 
centre  de  la  conique.  Transformons  cet  énoncé  par  rap^ 
port  i  on  pôle  de  transformation  quelconque  :  nous  anc- 
rons une  conique,  ses  triangles  conjugués  et  la  série  des 
coniques  inscrites  dans  ces  triangles  et  ayant  le  pôle 
de  transformation  pour  foyer;  ces  coniquef  seront  telles, 
que  les  poinis  de  contact  de  leura  tangentes  communes 
avec  une  conique  fixe  confocale  (polaire  du  cercle  coupé 
orthogonalement  par  ton»  les  autres)  seront  vus  du  foyer 
commun  sous  un  angle  droit,  donc  leurs  cercles  corres* 
pondants  auront  même  centre  radical  (V).  En  outre,  les 
cercles  correspondants  sont  parfaitement  définis  :  ce  sont 
les  cercles  passant  par  les  trois  pieds  des  perpendicu* 
laires  abaissées  du  foyer  commun  sur  les  côtés  de  chaque 
triangle  conjugué.  On  a  donc  cet  énoncé  : 

On  donne  sur  un  plan  une  conique  et  un  point  fixe  ; 
on  abaisse  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  trois 
côtés  d*un  triangle  conjugué  à  la  conique ^  et  par  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  une  circon^ 
firence*  Pour  chaque  tiiangle  conjugué  à  la  conique  on 
décrit  ainsi  une  circonférence  f  toutes  ces  circonférences 
ont  le  même-centre  radical*  (  Mannheim.  ) 

Ainsi  se  trouve  résolue  la  question  744  (  t.  IV,  p.  43o). 

Pour  donner  un  autre  exemple^  nous  savons  que  le  lieu 
des  points  d'où  Ton  voit  une  conique  sous  un  angle  droit 
est  un  cercle^  ensuite  nous  avons  démontré  (voir  le  jour- 
nal T Institut  du  ao  décembre  i865)  qu'il  existe  deux 
points  dans  le  plan  de  tout  quadrilatère,  d*où  Ton  voit 
sous  un  angle  droit  chacune  des  coniques  qui  lui  sont 
inscrites;  en  d'autres  termes,  les  cercles  analogues  pour 
toutes  ces  coniques  ont  même  axe  radical.  Transformant 


ces  énoncés  d'après  ce  qui  précède,  noUs  aurons  les  sui- 
vants : 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d*un 
point  sur  les  droites  qui  interceptent  dans  une  conique 
des  cordes  vues  de  ce  point  sous  un  angle  droit  est  un 
cercle.  Si  la  conique  varie  en  passant  par  quatre  points 
fixes  ^  tous  les  cercles  ainsi  obtenus  ont  même  axe 
radical. 

L'idée  fondamentale  est  donc  de  remplacer  dans  on 
énoncé  une  conique,  polaire  réciproque  d'un  cercle,  par 
son  cercle  correspondant.  Ainsi  le  cercle  A,  lieu  des 
points  d'où  l'on  voit  une  conique  sous  un  angle  droit,  se 
transforme  en  un  autre  dé6ni  par  l'énoncé  précédent, 
et  comme  c'est  lui  qui  coupe  orthogonalement  tout  cercle 
circonscrit  à  un  triangle  conjugué  à  la  conique,  il  en 
résulte  que  dans  la  question  744  le  centre  radical  dont 
BOUS  avons  démontré  l'existence  est  le  centre  du  cercle 
lieu  des  pieds,  des  perpendiculaires  abaissées  du  point 
donné  sur  toutes  les  droites  interceptant  dans  la  conique 
donnée  des  cordes  vues  de  ce  point  sous  un  angle  droit. 
Il  est  assez  curieux  de  soir  par  cette  méthode  des  cercles 
qui  ont  même  centre  radical  se  transformer  en  des  cercles 
jouissant  de  la  même  propriété  :  c'est  ce  qui  explique 
l'utilité  du  §  V.  Si  l'axe  radical  était  commun,  la  même 
chose  aurait  lieu,  la  propriété  se  conserverait.  D'ailleurs 
celle  nouvelle  espèce  de  transformation  est  réciproque; 
car,  si  après  avoir  transformé  un  cercle  en  un  autre,  on 
veut  transformer  à  son  tour  ce  dernier,  on  retombe 
sur  le  premier. 

VIII.  Il  est  aisé  de  voir  que  les  considérations  précé- 
dentes peuvent  s'étendre  au  cas  de  l'espace.  Il  suffit  de 
remplacer  les  coniques  confocales  par  des  surfaces  du 
$ccoud  degré  de  révolution  ayant  un  foyer  commun,  et 
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les  cercles  par  des  sphères.  Ainsi  obdent-on  les  énoncés 
suivants  : 

LeUea  des  centres  des  surf  Mes  du  second  degré'  de 
réffolution  ayant  un  foyer  commun  et  tangentes  à  deux 
paraboloïdes  de  réi^olutidn  confocaux  auec  elles  se  corn* 
pose  des  plans  bissecteurs  des  plans  tangents  aux  som'»- 
mets  de  ces  paraboloïdes . 

Le  lieu  des  centimes  des  surfaces  du  second  degré  de 
révolution  ayant  un  foyer  commun,  tangentes  à  une 
autre  confocale  auec  elles ^  et  ayant  un  grand  axe  donnée 
se  compose  de  deux  sphères  concentriques  à  la  surface 
donnée  et  ayant  pour  rayon  le  grand  axe  de  cette  sur- 
jace  augmenté  ou  diminué  du  grand  axe  donné. 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d^un 
point  sur  les  plans  qui  coupent  utie  surface  du  second 
degré  suiifant  des  courbes  bases  de  cônes  équilatères 
(A-f- A'h- A'^=o)  ayant  pour  sommet  ce  point,  est 
une  sphère.  Si  la  surface  "varie  en  passant  par  huit  points 
fixesj  toutes  les  sphères  ainsi  obtenues  ont  même  plan 
radical;  si  la  surface  varie  en  passant  par  sept  points 
fixes,  elles  ont  même  axe  radical. 

On  donne  une  surface  du  second  degré  et  un  point, 
oa  abaisse  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  quatre 
faces  d'un  tétraèdre  conjugué  à  la  surface,  et  par  les 
pieds  de  ces  perpendiculaires  on  fait  passer  une  spitère. 
Toutes  les  sphères  analogues  ont  même  centre  radical, 
gui  est  le  contre  du  cercle  lieu  des  pieds  des  perpen^ 
diculaires  abaissées  du  point  donné  sur  les  plans  qui 
coupent  la  surface  donnée  suivant  une  courbe  base  d^un 
cône  équilatère  ayant  pour  sommet  le  point  donné. 

IX.  Les  mêmes  considérations  permettent  de  résoudre 
les  questions  737  et  738.  Soient  en  clTet  un  cercle  et  un 
point  H  fixe  :  nous  allons  démontrer  que  tous  les  triangles 
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qui  sont  iuscrits  danê  le  cercle  el  qui  ont  ce  point  pour 
point  de  rencontre  des  hauteurs  enveloppent  une  même 
ellipse  ayant  un  foyer  en  H  et  Tautre  foyer  au  centre  du 
cercle,  si  le  point  H  est  à  Tintérieur  du  cercle.  Il  suffit 
de  faille  voir  que  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  du  point  H  sur  les  trois  côtés  du  triangle  est  un 
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cercle;  en  e£fet)  soit  ABC  un  de  ces  triangles  :  ces  trois 
pieds  A',  B',  C  seront  les  pieds  des  hauteurs^  et  le  oerde 
qu'ils  définissent  sera  évidemment  le  même  pour  tous  les 
triangles,  car  le  point  A'^  est  le  milieu  de  HE  et  le  lieu  de 
ces  milieux  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  milieu  I  de 
HO.  L'enveloppe  des  côtés  du  triangle  est  donc  une 
ellipse  ayant  un  foyer  en  H,  son  centre  en  I  et  Tautre 
foyer  en  O  :  par  conséquent,  le  cercle  O  est  le  cercle  direc- 
teur de  cette  ellipse,  puisque  chacun  de  ses  points  s'obtient 
en  abaissant  du  foyer  H  des  perpendiculaires  sur  les  tao* 
gentes  à  l'ellipse  et  les  prolongeant  d'une  quantité  ^ale 
a  elles-mènies.  Nous  avons  donc  le  centre,  les  foyers  et 
le  grand  axe  de  Tellipse.  Nous  voyons  en  outre  que  si  un 
triangle  est  à  la  fois  circonscrit  à  cette  ellipse  et  inscrit 
dans  son  cercle  directeur,  il  aura  nécessairement  le  point 
H  pour  point  de  rencontre  des  hauteurs  ;  soit  en  effet  A^ 
un  des  points  de  contact,  joignons  OA^'  et  abaissons  EA' 
perpendiculaire  sur  CB^  celte  droite  passera  par  l'autre 
foyer  qui  sera  symétrique  de  E  par  rapport  à  CB ;  comme 
il  en  est  de  même  pour  les  autres  côtés  du  triangle,  ce 
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foyer  se  canfond  avec  son  point  de  rencontre  des  hauteurs. 
Ces  deux  questions  ont  une  autre  signi6calion  géomé* 
trique*  Nous  savons  en  effet  : 

t^  Que  lorsqu'on  peut  placer  sur  un  cône  du  second 
degré  un  tn'èdre  irireciangle,  on  peut  en  placer  une 
infinité. 

En  transformant  cet  énoncé  par  la  théorie  des  polaires 
réciproques,  on  arrive  au  suivant  : 

a**  Lorsquon  peut  circonscrire  à  un  cône  du  second 
degré  un  trièdre  trirectangle,  on  peut  lui  en  circonscrire 
une  infinité. 

On  a  souvent  attribué  indistinctement  i  ces  deui  es- 
pèces de  cônes  la  dénomination  de  cônes  équilatères, 
parce  que  pour  les  premiers  la  somme  des  Coefficients 
des  carrés  des  variables  est  nulle,  et  pour  les  seconds  la 
somme  des  carrés  des  axes.  Il  nous  semble  qu'on  peut  les 
distinguer  en  appelant  )es  uns  cènes  équilatères  de  pre* 
mière  espèce,  les  autres  cènes  équilatères  de  seconde  espèce 
(^oir  ï Institut  du  ao  décembre  1 865).  Cela  posé,  considé* 
rons  un  cène  appartenant  à  la  première  espèce,  dont  S  soit 
le  sommet,  et  coupons-le  suivant  un  cercle;  si  l'on  prend 
sur  ce  cercle  trois  points  A,  B,  C  correspondant  aux  arêtes 
d'un  trièdre  trirecUngle,  le  triangle  ABC  variera  en  res- 
tant inscrit  dans  le  cercle,  et  il  est  facile  de  voir  qu  il  con- 
servera toujours  le  même  point  de  rencontre  des  hau- 
teurs H,  projection  du  point  S  sur  le  plan  du  cercle;  donc 
ses  côtés  envelopperont  une  ellipse  ayant  pour  foyer  le 
point  H,  et  le  cône  ayant  cette  ellipse  pour  base  et  le 
point  S  pour  sommet  appartiendra  à  la  seconde  espèce 
(dont  Texistence  serait  démontrée  par  là  même  si  nous 
ne  la  connaissions  pas  déjà),  et  aura  la  ligne  SH  pour 
ligne  focale,  puisqu'une  section  perpendiculaire  à  SHa  un 
foyer  eu  son  point  d'intersection  avec  cette  ligne.  Donc 
ces  deux  cônes,  qui  ont  même  sommer,  sont  lels,  que  les 
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plaos  cycliques  du  premier  sont  perpendiculaires  aux 
lignes  focales  de  l'autre,  et  cette  propriété  est  réciproque 
parce  qu'alors  les  cônes  sont  supplémentaires,  ce  qui  est 
d^ailleurs  évident  sur  la  figure,  car  Tarète  SA^de  Vun 
est  évidemment  perpendiculaire  à  Tarèie  SA  de  Tautre. 

Donc  : 

Lorsqu'un  trièdre  trirectangle  se  meut  de  façon  que 
ses  arêtes  engendrent  un  cône  du  second  degré,  ses 
faces  enveloppent  un  autre  cône  supplémentaire  du 
premier. 

Ces  deux  cônes  sont  équilatères  Tun  d'une  espèce, 
Tautre  de  l'autre.  Puisque  les  plans  cycliques  de  l'un 
sont  perpendiculaires  aux  lignes  focales  de  l'autre,  eo 
'  transportant  l'un  d'eux  parallèlement  d'une  façon  con« 
venable,  on  pourra  toujours  s'arranger  de  manière  qu'une 
section  convenable  de  l'un  d'eux  soit  la  courbe  polaire 
réciproque  de  l'autre  par  rapport  à  une  sphère  qui  aurait 
son  centre  au  sommet  du  premier  (voir  les  Recherches 
de  Géométrie  pure  de  M.  Chasles,  Mémoire  publié  à 
Bruxelles,  en  1829).  C'est  ce  qui  explique  encore  pour- 
quoi la  théorie  des  polaires  réciproques  permet  de  tirer 
les  propriétés  de  l'un  de  ces  cônes  des  propriétés  de 
l'autre. 
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PRWRlfiîtS  FOCALES 

des  eanfies  pusiit  par  qutre  fmU  et  les  swfaces  le  réfolitioft 
Il  secosl  legré  passant  par  cinq  points; 

Pae  m.  RECOQ  (*). 


1.  —  Des  coniques  passant  par  quatre  points. 

1 .  Théobème  L — Lorsquune  cofuque  passe  par  quatre 
points  donnés  Ai,  Ai,  As,  A4,  iljr  a  une  relation  linéaire 
et  homogène  entre  les  distances  ^1, 3i,  â^^  â^  d'un  foyer 
à  ces  quatre  points.  Cette  relation  est^  en  appelant 
Si^StySs^S^  les  surfaces  des  quatre  triangles  A,  A3  A^, 
A1A9A4,  e£c., 

S,  J.±S,Ja±S5J5±:  84^4  =  0. 

En  eicprinlaiit  que  l'éqaatton 

[^  -  olY-^  [X-  ^y  =  (ma:^  njr  -h  pY 

est  vérifiée  par  les  quatre  points  donnés  (Xijjt)^  (^19/1)^ 
(x„jr,),  (a:4,y4),  on  a 


mxt  -h  lyr,  -f  /?  =  ±  v^(x,— a)^-h  (/.— P)'  =  ±^.» 


ny.^p  =:±:^{x,-^  aY-^  (X^^  py  =  ±$,', 


(')  Ce  trarail  est  le  dernier  d'un  jeune  homme  qui  donnait  de  belles 
espérances.  M.  Reeoq,  lauréat  du  concours  général  des  collèges  des  dé- 
partements, reçu  à  l'École  Polytechnique  et  à  l*Écote  Normale,  ayant  opté 
povr  celte  dernière,  est  mort  le  ai  février  1866  k  Montpellier. 
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d'où,  éliminant  m,  /i,  p^ 


ou 


<^. 


±9. 


±J.  1 

•î?i   ri 

±J,  I 

*•  rs 

= 

=  o. 

±*.  I 

^1  r* 

I        Xt     Jt 

*.    Ji 

I     ^t    jr% 

:p^i 

*4  r« 

«     JP*    r* 

«.  r. 

I         J^4       /« 

*i     Xx 

1         X.       J^, 

+  ^* 

'i  r« 

I    *»  r» 

«»  ri 

=  o. 


Les  quatre  déterminants  (jui  sont  en  évidence  repré- 
sentent au  signe  près  aSi,  aSt,  aSt»  aS^,  et  Ton  a 


(1) 


Si  J,±Sa*,±  S,  *,±S4  *4  =  o. 


Remarque,  —  Cette  relation  représente*  le  lieu  des 
foyers  des  coniques  passant  par  quatre  points,  en  prenant 
pour  coordonnées  les  distances  d'un  point  quelconque  du 
lieu  &  ces  points.  Ce  lieu  a  pour  équation  en  coordonnées 
rectilignes 


±8, ^x  :ri7)^"]>  -J^y± S4  V(j:-x,j-+-(7-r4)'  =  o. 

U  est  du  sixième  degré  (*)^  car  une  droite  i  Tinfini 
renferme  six  foyers,  puisqu'il  passe  deux  paraboles  par 
quatre  points  et  que  chacune  d'elles  a  trois  foyers  a  Tin- 
fini,  (/^oir  CasKoiTÀ,  a*  série,  t.  III,  p.  a3.) 


(*}  Cependant,  quand  on  chasse  les  radioam»  oq  a  une  éqnalMNi  d« 
quatrième  degré.  P. 


(  «59  ) 
Les  axes  des  deux  parabolea  qui  passent  par  les  quatre 
points  sont  deux  directions  asjmptotiqnes.  Les  quatre 
points  donnés  sont  quatre  foyers  {*)  de  la  courbe.  La 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  n'altère 
pas  la  forme  de  Téquation  (i). 

2.  Cas  particuliers.  —  i^  Si  les  quatre  points  sont  le» 
sommets  d^on  parallélogramme,  on  a 

et  il  vient,  dans  le  cas  de  Tellipse, 

(a)  ^,  — |,-+-*3  — *^=:o; 

dans  le  cas  de  Thyperbole, 

(3)  *i-h*,— *3— ^4=0^ 

en  supposant  que  Ah  A3  sont  deux  sommets  opposés.  Orf 
le  voyait  à  priori, 

2®  En  supposant  que  Tun  des  points  soit  le  point  de 
concours  des  hauteurs  du  triangle  formé  par  les  trois 
autres,  la  conique  devient  une  hyperbole  équilatère; 
dans  ce  cas  Ténoncé  précédent  se  modifie  ainsi  : 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  a  un 
triangle,  il  y  a  une  relation  linéaire  et  homogène  entre 
les  distanees  d'un  foyer  aux  trois  sommets  et  au  point  de 
concours  des  hauteurs. 

Cette  relation  est,  en  appelant  T  la  surface  du  triangle 
et  D  la  distance  du  foyer  considéré  au  point  d'intersection 
des  hauteurs,  Si^  Sf,  Sj  les  surfaces  des  triangles  ayant 
pour  sommet  ce  même  point  et  pour  bases  les  c6tés  du 
triangle, 

(4)  S,^.±S,^,±S,^=:TD. 


(*)  y^ppékle /oyer  dans  une  courbe  le  ccnire  d'iui  cercle  biUogent  d« 
myoD  nal. 


(    t6o) 

Elle  représente  le  lieu  des  foyers  de^  hyperboles  équîla- 
tères  circonscrites  à  un  triangle. 
Si  le  triangle  est  équilatéral,  on  a 


u  = ^- • 


Donc  :  Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circon-^ 
sente  à  un  triangle  équilatéral,  la  distance  JC an  foyer 
au  centre  est  une  moyenne  algéhrique  entre  ses  distances 
aux  trois  sommets, 

30  On  peut  se  demander  ce  que  devient  la  relation 
générale  quand  Tun  des  points,  A4  par  exemple,  s^éloigne 
à  l'infini  suivant  une  direction  donnée.  Cette  relation 
devient,  en  appelant  a^^  a%^  a^  les  côtés  du  triangle  fixe, 
lesquels  servent  de  base  à  trois  triangles  ayant  pour  som- 
met commun  A«,  et  dont  nous  appellerons  les  hauteurs 
/ij,  A„  As, 

Ox  hy  êi  dtz  a%  Aj  ^j  zt  Os  h%  ^»  ±  S4  ^4  =  o, 

ou 

O4  J«  Oi 

Or  il  est  facile  de  voir  que  les  rapports  j^>  -r^?  -5?  tendent 

04   04    «4 

vers  sinai,  sina^,  sinas,ai,as,  as  étant  les  angles  des. càté» 

4u  triangle  Ai. As  Aa  avec  la  direction  fixe,  et.  par  suite, 

en  appelant  Ai,  As,  As  les  projections  des  côtés  de  ce 

triangle  sur  une  perpendiculaire  à  la  direction  fixe,  et 

posant  S4  =  S,  on  a 

4°  Si  deux  des  points  As>  A4  vont  à  Tinfini  suivant  deux 
directions  déterminées,  on  a 

5,  ±  S2  --  const. , 


(  «6i  ) 
la-conBtanle  ëlant  affeciée  dé  deux  valeurs  qui  sont  Tune 
réelle,  l'autre  imaginaire,  quand  les.  points  Ai,  At  sont 
réels.  Ainsi  :  le  lieu  des  foyers  des  coniques  semblables 
semblablement  placées  à  une  conique  donnée  et  passant 
par  deux  points  fixes  (réels)  se  compose  de  deux  coniques 
(l'une  réelle,  Tautre  imaginaire)  ayant  pour  foyers  ces 
deux  points. 

3.  J'appelle  distance  d^un  point  à  un  cercle  la  longueur 
de  la  tangente  issue  de  ce  point,  et  je  considère  non  plus 
un  cercle  bitangent  de  rayon  nul,  mais  un  cercle  bilan- 
gent  de  rayon  r.  En  partant  de  l'équation 

(x  —  a)»  -h  (r  —  P )'  —  '^  =  («^  -+-  ny  4-/?)», 

on  arrive,  comme  précédemment,  à  la  relation 

S,  ^,±S,^,±S,  ^,±:S4  ^4  =  o, 

où  ^1,  dt9  ^89  ^4  sont  les  distances  des  points  donnés  au 
cercle  bitangent;  mais  si  Ton  imagine  quatre  cercles  de 
rayon  r,  ayant  pour  centres  les  quatre  points,  on  voit 
que  les  distances  du  centre  du  cercle  bitangent  à  ces  qua- 
tre cercles  ne  sont  autres  que  les  distances  ^i,  ds,ds,  ^4. 
Donc  : 

Théorème  II.  —  Étant  donnés  une  conique  passant 
par  quatre  points  et  un  cercle  bitangent  de  rayon  r,  // 
y  a  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances 
du  centre  de  ce  cercle  à  quatre  cercles  fixes  de  rayon  r 
ttfant  pour  centre  les  quatre  points  donnés.  Cette  rela- 
tion est 

S,  (î,±:Sj^,±S,^3±S4*i  =  o. 

£lle  représente  le  lieu  du  centre  du  cercle  bitangent  tle 
rayon  r  quand  la  conique  varie.  Ce  lieu  est  tangent 
à  chacun  des  quatre  cercles  fixes  au  nwins  en  deux 
points. 

Anm,  de  UûtKémat.y  i«  série,  t.  Y.  (Avril  1866.  )  1 1 


(  »6a  ) 
i,  La  relaiion  (i)^  qni  existe  entre  les  rayons  vecieun 
d'un  point  quelconque  du  lieu  des  foyers  des  coniques 
circonscrites  k  un  quadrilatère,  est  aussi  la  relation  entre 
les  cosinus  des  angles  de  la  tangente  en  ce  point  avec  les 
mêmes  rayons  vecteurs*  Ainsi  l'on  a 

S,  COSÔi  ±  Sa  COSO,  ±  s,  COSBt  ±  Si  COSO4  ==  o, 

et,  plus  généralement,  si  une  courbe  a  pour  équation 

iw,  ^,  -h  /w,  ^1  4-  • .  .  -+-  IW«  Ja  =  K, 

on  a 

m,  cos9, 4-  /iti cos ôj  4- . .  .  -h  m^cosBn  =  o. 

En  effet,  si  Ton  rapporte  la  courbe  à  deux  axes  rectan- 
gulaires, et  si  Ton  appelle  a  Tangle  de  la  tangente  avec 
Taxe  des  or,  on  a,  puisque 


^r^Vl^-^/'l'H-tr-ri»^ 


m, —5 f-//i,  — X H. 

«1                               Oi 

.  .  -h  /»„  — ^r 

IW,  — 5 h  m,  — h . 

0|                                    07 

.  .  -f-  in<,  — ^ — - 

On 

OU,  en  désignant  par  fXi,  fx^)  •  •  •  les  angles  que  font  avec 
Taxe  des  x  les  distances  d^dt^  •  •  • , 

sina  /ii,coSa, -h /w,costt3-h. .    -4-iw«cosu, 

tanea  = = ; — 7 r— ^ z—^- 

°         cosa  /w,  sm /a,  -f-  iw, sinfAj  -h . . .  -f-  /w«  sm  ft. 

ou 

ifti  ces  (a  —  p.,)  H-  /WaCOS  (a  —  f*j)  -4-  •  .  .  H-  'Wn  cos  (a  —  pj  =  o, 

c'est-à-dire 

micosô, -l-/w,cosO,-f-. .  .-f-  /w»cos9,  =  0. 

Cette  formule  fournit  une  construction  de  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Je  me  bornerai  au 


(  163  ) 
cas  des  équation  a 

qui  représentent  le  lieu  des  foyers  des  ellipses  et  des  liyper^ 
boles  circonscrites  à  un  parallélogramme.  (La  composi- 
tion du  concours  de  TËcoIe  Normale  en  1864  consistait 
en  partie  k  trouver  ce  lieu.)  On  a  dans  ce  cas 

COSO,  —  COS9,  -f-  CO8O3  —  cosO«  r^  G , 
COSÔ,  -4-  COSO, —  COSÔj  —  COSO4  :-r  O, 

d*où  Ton  déduit  la  construction  suivante  : 

Pour  construire  la  tangente  en  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  lieu  des  foyers  des  coniques  circonscrites  à 
un  parallélogramme,  décrivez  avec  un  rayon  arbitraire 
un  cercle  ayant  M  pour  centre,  cherchez  le  centre  des 
moyennes  distances  du  quadrilatère  qui  a  pour  sommeu 
les  points  d'intersection  du  cercle  avec  les  rayons  vecteurs 
dn  point  M  directs  pour  deux  sommets  opposés,  ou  adja- 
cents inverses  pour  les  deux  autres,  et  la  droite  qui  join- 
dra le  point  M  à  ce  point  sera  la  normale. 

Cette  construction  n'est  d'ailleurs  qu  un  cas  particulier 
d'une  construction  beaucoup  plus  générale  donnée  par  le 
marquis  de  L'Hôpital,  lorsque  la  courbe  considérée  a  une 
équation  quelconque 

La  simplification  qui  se  présente  ici  provient  de  ce  que 
les  coefficients  de  Téquation  différentielle  ont  des  valeurs 
constantes  qui  sont  précisément  mi,  mt,...,  m„.  (f^otr 
Paul  Serret,  Méth,  en  Géom.,  p.  64.) 

IL  —  Des  surfaces  de  l'éi^olution  du  second  degré 
passant  par  cinq  points, 

1.  Théorème  L  —  Lorsqu'une  surface  de  ré%fohilion 
passe  par  cinq  points  donnés  Ai,  A  t,  As,  A4,  Ai,  il  y  a  une 

1 1. 


(  .64  ) 
relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  d'un 
foyer  à  ces  cinq  points.  Cette  relation  est^  en  appelant 
V|,  V„  V,,  V4,  V,    les    volumes  des   cinq    tétraèdres 
^^A%\^Aiy  A|AsA4nB)  Al Af  n4 A%« . .  • , 

v.^.±v,^,±v,^,±:V4^4±v^^»=o. 

On  a,  eu  considierant  Téquation 

{x  —  aY-^ix  —  py-h  (z  —  fY  =  {mx  -^  ny  •{- pz -h  q)\ 


iwar,-h«r,-#^;,z,-hy— ±y/(j:,— a)»-h(ri—  P)'-i-  («i-  7)*=±^»» 


mx^-^nfi-^pz^-^  q=±)/(x,—  a)»-+-(  j',—  p)»-h  (z,— 7)»=::±  J„ 


mx,4-  iirs-+-^2,-hç=:.  ±  v/(j?3—  «)*-+-  Cr3—  P)'H-  («3— 7)'=**» 


d^où,  éliminaDt  m,  n,  p^  9, 


±J. 

t    j^i  ri 

2| 

±^         I         X^       JTj 

«î 

±^»         1         ^3        /ï 

«3 

- 

-0, 

±^4         I         *4       r* 

z, 

±^»         1         Xj       J» 

»» 

c'est-i-dire 

I  «,  jr,  «, 

I     -«3   ^3    «3 

I    '4  ^4    2i 

^. 

I     JTi    74    «4 

Ifc^, 

»     ^4    74    «4 

T  J^s  y\  z. 

±^, 

1    J-i  Ja    Z» 

»  -^t  yx  »i 

1     Xs   Jfc    Z» 

I  *i  r.  ». 

"  't  y^  z, 

i  *»  r»  »» 

»  •».  ri  «1 

±$. 

I  *i  ri  »• 

±^. 

I  ^3  r>  *• 

»      -a^S   n    ^3 

t    *3  Xi   »n 

I    T,  y,  z. 

(  i65  ) 

OU 

(i)  y,^^±Y,9,±v,Si±^\s,±\J,^o. 

Remarque.  —  Cette  équation  représente  le  lieu  des 
foyers  des  surfaces  de  révolution  passant  par  cinq  points. 

2.  Quatre  points  suffisent  pour  établir  une  relation 
entre  les  dislances  lorsqu'ils  sont  dans  un  même  plan, 
car  en  prenant  ce  plan  pour  plan  des  x^  on  a 

Le  nombre  des  relations  se  réduit  à  quatre  et  le  nombre 
des  paramètres  a  trois.  En  éliminant  m,  n,  q,  il  vient 

(3)  S,J,±:S,^±S,(f.±:S>J4  =  o. 

Il  y  a  plus  :  examinons  le  cas  où  la  surface  de  révolu^ 
tion  représente  un  cône,  les  deux  foyers  se  réunissent  au 
sommet  et  les  deux  plans  directeurs  se  confondent  en  un 
plan  unique  mené  par  le  sommet;  on  a 

(4)  mot  -h  np-h  p'j/  -h  q  =^0. 

En  joignant  cette  relation  aux  relations  (  2),  on  aurait, 
si  on  éliminait  m, /!,;>,  17,  le  lieu  des  sonpmets  des  cônes  de 
révolution  passant  par  les  quatre  points  ;  mais  comme  les 
équations  (2)  ne  contiennent  pas  p,  l'élimination  est  in* 
dépendante  de  la  relation  (4)9  en  sorte  que  le  lieu  des 
sommets  se  trouve  représenté  par  Téquation  (3).  Donc  ; 

Le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution,  passant 
par  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  est  iden- 
tique au  lieu. des  foyers  de  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
tion satisfaisant  aux  mêmes  conditions.;  il  y  a  une  relation 


(  '66) 
linéaire  el  homogène  entre  les  longueurs  des  géuératriœs 
aboutissant  aux  quatre  points. 

La  surface  (3)  admet  les  sections  circulaires 

J  Si(î,±S,^,  =  o,       l  S,^.±S,^a=:o,       J  S,<l,± 84(^4  =  0, 
î  S,^,±S4^4==o,      {  S,^,±S4^4=^o,       I  S,^,±:S,*,=o. 

3.  Considérons  cinq  points  dans  un  même  plan,  au- 
quel cas  la  surface  devra  passer  par  une  conique  fixe^  il 
faut,  si  Ton  prend  le  plan  des  cinq  points  pour  plan 
des x^  j^,  joindre  aux  relations  (a)  la  relation 

mx^  -h  «Ts  -h  ç  —  ±:  ii, 

et,  si  la  surface  doit  représenter  un  cône,  y  joindre  aussi 

Mais,  comme  tout  a  Theure,  cette  dernière  relation 
reste  étrangère  h  Télimi nation,  en  sorte  que  le  lieu  des 
foyers  de  toutes  les  surfaces  de  révolution,  passant  par 
une  même  conique,  est  identique  au  lieu  des  sommets  des 
fônes  de  révolution  menés  par  la  même  conique,  et  Ton 
sait  que  ce  dernier  lieu  est  formé  des  deux  coniques 
(réelles  ou  imaginaires)  lieu  des  foyers  dans  Tespace  de 
la  conique  donnée  ('*'). 

En,  même  temps  se  trouve  démontré  ce  théorème  de 
M.  Ch.  Dupiii  :  Le  cène  qui  a  pour  sommet  un  foyer 
d'une  aurface  de  révolution,  ot  pour  base  une  section 
plane  quelconque,  est  de  révolution. 

On  voit  aussi  qu'une  conique  et  le  lieu  de  ses  foyers 
dans  Tespace  jouissent  de  cette  propriété  réciproque, 
qu'il  y  a  14/1  a  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  dis- 


{*)  Ces  deux  coniques  soiiL  Tune  réelle,  l'aulrr  iraa(;inaiiT,  r)nand  lu  cu' 
nique  propokëe  est  réelle. 


(  «67.  ) 
tances  de  quatre  points  (pris  sur  la  même  covLrbe)^xes 
tle  Vun  à  un  point  quelconque  de  Vautre. 

4.  La  circonstance  précédente  se  présentera  toutes  les 
fois  qu'une  surface  de  révolution,  passant  par  iroifi  points 
fixes,  aura  Tun  de  ses  foyers  fixe,  c'est-à-dire  que  cette 
surface  sera  assujettie  à  passer  par  une  conique  fixe.  En 
effet,  le  plan  des  trois  points  coupe  la  surface  suivant  une 
conique  satisfaisant  i  cinq  conditions,  puisqu'elle  passe 
par  trois  points  fixes  et  qu'elle  est  bi tangente  à  un  cercle 
fixe,  qui  est  un  petit  cercle  de  la  sphère  focale  fixe.  Ces 
conditions  déterminent,  comme  il  serait  facile  de  le  voir, 
quatre  coniques  j  et,  par  suite,  toutes  les  surfacesde  révo- 
lution passant  par  trois  points  et  ayant  un  foyer  fixe  peu- 
vent être  classées  en  quatre  séries  correspondant  aux 
quatre  coniques.  En  rapprochant  ce  résultat  de  ce  qui 
précède,  on  voit  que  : 

LorsqvLune  surface  de  ré\folution  passe  par  trois  points 
fixes  et  a  un  foyer fixe^  le  lieu  de  Vautre  foyer  se  com- 
pose de  huit  coniques  situées  dans  des  plans  perpendi^ 
culaires  au  plan  des  trois  points, 

5.  Tous  ces  résultats  peuvent  se  généraliser  en  consi- 
dérant dans  une  surface  de  révolution,  non  plus  un  foyer, 
mais  une  sphère  inscrite  de  rayon  r  ^  la  distance  du  foyer 
à  Tun  des  points  fixes  sera  remplacée  par  la  distance  du 
centre  de  la  sphère  tangente  à  des  sphères  de  même  rayon 
décrites  des  points  fixes  comme  centres. 


{t6&) 
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Question  736; 

Par  m.  h.  VIOLLAND» 

Élève  de  l'École  Normale. 

Soient  M  un  point  d*une  courbe  et  Mi  le  point  cor- 
respondant de  sa  transformée  par  rayons  vecteurs  réci-- 
proques  par  rapport  à  un  point  O;  n^  n^  les  longueurs 
des  normales  à  ces  deux  courbes  comprises  entre  les 
points  M  et  Mf  et  une  perpendiculaire  à  OM  menée  par 
le  point  O;  ert/in  p  et  p^  les  rayons  de  courbure  aux 
points  M  6t  Ml .  On  a 

n       /r, 

-  H =  2. 

P  P» 

(NiCOLAÏDÈS.) 

Soient  r,  r,  les  rayons  vecteurs  des  deux  points*,  la 
longueur  n  de  la  normale  au  premier  point  est 


-=HiM- 


Le  rayon  de  courbure  p  au  même  point  est  donné  par  la 
formule 


^         ,  Idvy  d'r' 


{  '69) 
donc 


n 


/»• 


Pour  trouver    -^y    remarquons   que   les    deux  points 
étant  transformés  par  rayons  vecteurs  réciproques^ 


>t» 

fi 

r 

.eux 

fois 

dr. 

*»  rfr 

dB 

r«  rfô' 

rfv. 

2>f3 

/r/ry       Â 

r/Ô' 

-   r»    1 

Uôj   ~r 

remplaçant  les  quantités  ^u  -rz^  -tt^  P*r  leurs  valeurs 

dans  l'expression  de  la  normale  et  du  rayon  de  courbure 
au  point  Mi,  on  trouve,  toutes  réductions  faites^ 

d^r 
/i,  dB^ 


^'        r^-f- 


donc 


2r^  -f-  2 
/t       /i, 


(?.)■■ 
(^)'_, 


P       p. 


-(?.)• 


c    Q.  F.  n. 


iVoUf. —  Sol utioDs  analogues  par  MM.  Bauqueime»  candidat  à  l'Ëcûlo 
Normale;  Cornu,  Richard,  élèves  de  TÉcole  Normale;  Mirza-Nizam;  F. 
Richard^  Lérosey  et  Chambard^  élèves  du  co)Ié[;e  Cbaptal  ;  Ribaucourl, 
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Grafsat,  éléTes  de  l'École  Polytechnique;  Meroé  Butco;  M.  Joseph  Sftochi, 
professeur  à  Milsn.  M.  Albert  Parel  remarque  qu'il  suiBt  de  démootrer 
la  question  pour  deux  cercles.  DémoDstration  géométrique,  par  les  li- 
mites ,  par  M.  Nieweoçlowski,  élère  de  l'École  Normale.  M.  Fouret,  élère 
de  l'Ecole  Polytechnique,  démontre  la  proposition  en  s'appnyant  sur  ce 
que  si  C  et  C,  sont  les  centres  des  deux  cercles,  N  et  fi^  les  extrémités  dm 
normales  et  1  le  point  de  rencontre  des  normales,  le  rapport  enharmo- 
nique des  points  N,  M,  C,  I  est  égal  au  rapport  enharmonique  des  poioU 
M,,  M|,  C,  I,  et,  qu'en  outre,  les  normales  sont  également  inclinées  lar 
les  rayons  vecteurs.  Par  une  autre  démonstration,  il  trouve  que  si  c  et  c^ 
sont  les  angles  de  contingence  en  M  et  M,,  on  a 

«-»-«,  =  ide. 

Pour  le  cas  d'un  point  double  d'une  anallagmatique,  on  a 

1        ■  _  * 

p    7.  ~  » 

A  l'occasion  de  la  même  question,  M.  Chemin,  aussi  élève  de  l'École  Poly- 
technique, cherche  les  relations  qui  existent  entre  les  arcs  et  les  rayons 
de  courbure  de  deux  courbes  dont  Tune  est  la  podaire  de  l'autre.  Il 
iroiive  ainsi,  en  deux  points  correspondants, 

p  p'        r      rn' 

les  lettres  accentuées  se  rapportent  à  la  podaire.  P. 


Questions  737  et  738 

(voir  r  séris,  t.  III,  p.  418); 

Paa  mm.  DELAUNAY  st  DE  VIARIS, 

Élèves  du  lycée  Saint-Louis. 

737.  On  peut  inscrire  à  un  cercle  donné  une  infinité 
de  triangles  dont  les  hauteurs  se  croisent  en  un  point 
donné.  Tr ouvrer ^  par  la  Géométrie^  la  commune  en\^e- 
loppe  des  côtés  de  ces  triangles. 

Lemme.  —  Si  du  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'wi 
triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  et 
<luon  prolonge  chacune  d* elles  d'une  quantité  égale  à 
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elle-même ,  les  points  ainsi  obtenas  sont  sur  le  cercle 
circonscrit  au  triangle. 

DéfDOBStratioQ  facile. 

Soit  G  le  centre  du  cercle  et  H  le  point  donné.  Me- 
nons du  point  H  une  sëcanle  quelconque,  rencontrant  la 
circonférence  aux  points  A  et  P.  Au  milieu  de  HP,  éle- 
vons une  perpendiculaire  à  cette  ligne  qui  rencontre  la 
circonférence  aux  points  B  et  C  :  d'après  le  théorème 
précédent,  le  triangle  ABC  répond  à  la  question.  Il  y  en 
a  donc  une  infinité. 

Joignons  OP,  soit  M  le  point  d'intersection  avec  le 
côté  BC;  si  nous  menons  HM,  le  lemme  précédent  nous 
donne  OM  -+-  MH  ===  OM  -+-  MP  =  R.  De  plus,  BC  fait 
des  angles  égaux  avec  les  droites  MO,  MH  ;  donc  BC  en- 
veloppe Tellipse  qui  a  pour  foyer  les  points  O  et  H  et  le 
cercle  donné  pour  cercle  directeur. 

738.  Une  ellipse  et  l'un  de  ses  cercles  directeurs  étant 
tracés^  il  existe  une  infinité  de  triangles  simultanément 
inscrits  au  cercle  et  circonscrits  à  V ellipse^  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  est  le  même  pour  tous  ces  triangles. 

Cette  question  est  une  réciproque  de  la  précédente. 
Soit  O  le  centre  du  cercle  directeur,  H  l'autre  foyer  de 
l'ellipse.  Menons  un C/ tangente  quelconque  k  Tellipse; 
soient  B  et  C  les  points  où  elle  rencontre  la  circonfé- 
rence. Du  foyer  H  abaissons  une  circonférence  sur  BC  et 
prolongeons-la  d*une  quantité  égale  à  elle-même.  D'après 
une  propriété  connue  du  cercle  directeur,  le  point  P  ainsi 
obtenu  est  sur  ce  cercle,  soit  A  l'autre  point  où  elle  ren- 
contre la  circonférence.  Dans  le  triangle  ABC,  AHP  est 
une  hauteur  d'après  le  lemme  précédent,  et  le  point 
de  rencontre  des  hauUïurs  de  ce  triangle  est  le  point  H. 
Les  côtés  AB  et  AC  sont  donc  tangents  (théorème  pré- 
cédent) à  l'ellipse  qui  a  pour  foyer  les  points  O  et  H  et 
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pour  cercle  directeur  le  cercle  donné.  Ceci  démontre  les 
propositions  indiquées. 

iVoitf.— Les  questions  737  et  738  ont  été  résolues  par  MM.  Hatté,  Niéby- 
lowski,  Viant,  Tannery,  Braga,  Calabre,  Museau,  Eiliot,  Emperanger,  La- 
bailleetP.  Cagny,  Grimaldi,  Lalsant,  NieTenglowskit  Lacauchie«  Dastarac. 


Mêmes  questions  i 

Pah.  mm  âRIÈS  st  MARMIEH» 

Élèves  de  l'École  Sainte- GenevièTe  (classe  du  P.  Joubert). 

Lemme.  —  A  tout  triangle  correspond  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  et  le 
centre  du  cercle  circonscrit,  et  tangente  aux  trois  côtés 
du  triangle  ainsi  qiûà  ceux  du  triangle  conjugué  (*). 

Soient  ABC  le  triangle  considéré,  (O)  le  centre  du 
cercle  circonscrit,  (CK)  \e  point  de  rencontre  des  hauteurs, 
a,  p,  y  les  pieds  des  médianes,  p,  q^  r  les  pieds  des  hau- 
teurs. 

Je  considère  l'ellipse  ayant  pour  foyer  le  point  de 
concours  ((y)  des  hauteurs  et  tangente  aux  trois  côtés 
du  triangle.  Le  lieu  des  projections  du  foyer  (O')  sur  ses 
tangentes  est  le  cercle  passant  par  ses  trois  projections 
py  q,  r  i  donc  c'est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
Si,  par  les  deuxièmes  points  de  rencontre  de  ce  cercle 
avec  les  côtés,  on  élève  des  perpendiculaires,  ces  perpen- 
diculaires vont  concourir  en  un  même  point  (O),  qui  est 
le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle.  C'est  donc  le 
dei^xième  foyer  de  Tellipse. 

Le  jgrand  axe  de  cette  ellipse  est  égal  au  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle. 

(")  Le  triangle  conjujrué  au  triangle  ABC  s'obtient  en  abaissant  du 
point  O  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  du  triangle  et  prolongeant  ces 
perpendicttlairea  de  longueurs  égales  {voir  2^  série,  1. 11^  p.  i33).      P. 
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De  même  au  triangle  conjugué  A' B'C correspond  une 
ellipse  ayant  pour  foyers  le  point  de  concours  (O)  des 
hauteurs  et  le  point  (CV)  centre  du  cercle  circonscrit  k  ce 
triangle  qui  touche  les  trois  côtés  A'B',  A'C,  B'C  et 
la  longueur  de  son  grand  axe  est  égale  au  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  A'VC  Mais  les  triangles 
conjugués  ABC,  A'WQ  sont  égaux;  donc  les  rayons  des 
cercles  circonscrits  sont  égaux;  donc  le  grand  axe  de 
cette  deuxième  ellipse  est  le  même  que  le  grand  axe  de 
la  première. 

Les  deux  ellipses  étant  homofocales  et  ayant  leurs 
grands  axes  égaux  coïncident  ;  on  a  donc  le  lemme 
énoncé. 

Remarque.  —  Ce  qui  précède  suppose  que  le  point  de 
concours  des  hauteurs  et  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC  soient  intérieurs  à  ce  triangle,  c'est-à- 
dire  que  tous  les  angles  du  triangle  soient  aigus. 

Dans  le  cas  où  le  triangle  est  rectangle,  Tellipse  se  ré- 
duit à  son  axe,  qui  est  la  médiane  du  triangle^  rectangle 
correspondant  à  Thypoténnse. 

QuandTe  triangle  a  un  angle  obtus,  il  existe  une  hy- 
perbole tangente  aux  trois  côtés  du  triangle,  et  ayant 
pour  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  et  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Il  existe  une  infinité  de  triangles  incrits  dans  un  cercle 
donné,  ayant  pour  centre  le  point  (O^)  et  pour  point  de 
concours  des  hauteurs  un  point  donné  (O). 

Je  mène  un  rayon  quelconque  CKA  du  cercle  donné, 
je  joins  le  point  A  au  point  O,  par  le  milieu  M  de  la  ligne 
0(y  je  mène  une  parallèle  au  rayon  CKA,  et  soit  p'  son 
point  de  rencontre  avec  la  droite  OA.  Les  deux  triangles 
OA(y,  Op'Cy  sont  toujours  semblables.  Le  point  A,  ex- 
trémité de  la  droite  OA,  décrit  un  cercle  ;  donc  le  point  //, 
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milieu  de  cette  droite»  décrira  aussi  un  cercle  qui  aura 
pour  centre  le  point  M  et  dont  le  rayon  sera  la  moitié  da 
rayon  du  cercle  donné. 

Je  prolonge  la  droite  OA  jusqu'à  son  deuxième  point 
de  rencontre  avec  la  circonférence;  par  ce  point,  j*élè?e 
une  perpendiculaire  à  la  droite  Ap,  et  soient  B  et  C 
les  points  de  rencontre  de  cette  perpendiculaire  avec  It 
circonférence  donnée.  J^achève  le  triangle  ABC.  Le  cercle 
des  neuf  points  de- ce  triangle  passe  par  le  point  p,  il 
passe  par  le  point  a,  milieu  du  côté  BC ,  ce  point  appar* 
tient  au  cercle  décrit  du  point  M,  car  Ma  szlVI/>'  à  cause 
de  Tégalité  des  triangles  O^aM,  OpM\  son  rayon  est  la 
moitié  du  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  \  donc 
il  se  confond  avec  le  cercle  précédemment' décrit  du 
point  M  comme  centre. 

Il  est  évident,  d'ailleurs  ,  que  ce  triangle  a  pour  point 
de  concours  des  hauteurs  le  point  O,  puisque  Of/srf/Aé 

On  peut  donc  construire  une  infinité  de  triangles  cor- 
respondants aux  données.  Les  ellipses  correspondant  à 
tous  ces  triangles  coïncident  comme  étant  toutes  homo- 
focales  et  ayant  même  grand  axe,  ce  qui  donne  le  premier 
théorème  de  M.  Serret. 

Soit  une  ellipse  donnée  :  d'un  point  A  de  son  cercle 
directeur,  je  lui  mène  deux  tangentes,  qui  rencontrent 
aux  points  B  et  C  ce  cercle  directeur.  Je  dis  que  la 
droite  BC  est  aussi  Ungente  à  Tellipse.  En  effet,  au  triangle 
ABC  correspond  une  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle,  ayant  pour  foyer  le  centre  ((y)  du  cercle  direc- 
teur et  pour  longueur  du  grand  axe  la  longueur  du  rayon 
de  ce  même  cercle.  Cette  ellipse  et  Tellipse  donnée  ont 
le  même  foyer,  grand  axe  de  même  longueur  et  deux  tan- 
gentes communes.  Si  du  foyer  commun  (CX)  j'abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  deux  tangentes  communes,  les 
pieds  9  et  r  de  ces  perpendiculaires  appartiennent  au 
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cercle  lieu  des  projections  des  foyers  sor  les  tangentes 
correspondant  à  chaque  ellipse.  Les  deux  cercles  relatifs 
aux  deux  ellipses  ont  donc  deux  points  communs  et  même 
rayon  ^  donc  ils  coïncident^  donc  les  deux  ellipses  eoïn«- 
cident,  et  par  suite  le  côté  BC  est  tangent  à  Tellipse 
donnée.  On  a  donc  le  deuxième  théorème  de  M*.Serret. 

Généralisation  de  ces  théorèmes, 

A  tout  tétraèdre  donné  dont  les  hauteurs  concourent 
en  un  même  point  ((!/),  correspond  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution ayant  pour  foyers  le  point  (CK)  et  le  point  de  con- 
cours (O)  des  normales  menée»  à  chaque  face  par  son 
rentre  de  gravité  :  cet  ellipsoïde  est  tangent  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  et  à  celles  du  tétraèdre  conjugué  ('*')  :  la 
longueur  de  son  demi  grand  axe  est  le  tiers  du  rayon  de 
la  sphère  circonscrite. 

Je  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  tangent  aux 
quatre  faces  du  tétraèdre  et  ayant  pour  foyer  le  point  de 
concours  O^  des  hauteurs.  J'abaisse  de  ce  point  des  per- 
pendiculaires sur  les  quatre  faces.  Les  pieds  de  ces  per- 
pendiculaires déterminent  une  sphère  qui  est  la  sphère 
des  douze  points  du  tétraèdre.  Ou  sait  que  le  centre  M  de 
cette  sphère  est  au  milieu  de  la  ligne  OO'  et  que  son 
rayon  égale  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au 
tétraèdre. 

Cette  sphère  se  confond  évidemment  avec  la  sphère 
lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  plans  tapgents  k 
Tellipsoïde,  comme  ayant  quatre  points  communs.  Son 
centre  M  est  donc  le  centre  de  Tellipsoïdé.  Le  deuxième 
foyer  de  Tellipsoïde  s'obtient  en  prolongeant  la  droite  O' M 
d'une  longueur  M0  =  0'1VI.  Le  point  O,  que  Ion  ob- 
tient ainsi,  est  précisément  le  point  de  rencontre  des  nor- 


(•)  l'p/r  t.  Il,  p.  t35. 
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maies  élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  gravité. 
Les  points  O  et  O  étant  réciproques  Fun  de  l'autre 
dans  les  deux  tétraèdres  conjugués,  il  s'ensuit  que  Tel* 
lîpsoïde  correspondant  au  tétraèdre  conjugué  se  confondra 
avec  le  premier  ellipsoïde^  comme  ayant  les  mêmes  foyers 
et  le  même  grand  axe. 

Remarque.  —  Si  Tun  des  dièdres  du  tétraèdre  dont 
les  hauteurs  concourent  en  un  même  point  était  obtus, 
il  existerait  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe 
ayant  pour  foyers  le  point  de  concours  des  hauteurs  et 
le  point  de  concours  des  normales  élevées  à  chaque  face 
par  son  centre  de  gravité,  tangent  aux  quatre  faces  du 
tétraèdre  donné  et  à  celles  de  son  conjugué. 

Il  existe  une  infinité  de  tétraèdres  inscrits  dans  une 
sphère  donnée  dont  les  hauteurs  concourent  en  un  même 
point  donné  (Cy)  :  l'enveloppe  des  faces  de  ce  tétraèdre  est 
un  ellipsoïde  de  révolution,  ayant  pour  foyers  le  point  (CX) 
et  un  deuxième  point  fixe  (O),  et  pour  demi  grand  axe  le 
tiers  du  rayon  de  la  sphère  donnée. 

Ce  point  fixe  est  obtenu  en  joignant  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  au  centre  K  de  la  sphère  circonscrite 

KO' 
et  prenant  sur  cette  droite  une  longueur  KO  ==  -^  • 

Je  mène  un  rayon  quelconque  KA  de  la  sphère  donnée, 
je  joins  le  point  A  au  point  ((V)*  Du  point  M,  milieu  de 
OC,  je  mène  une  parallèle  à  la  droite  KA ,  et  soit  p  le 
point  où  elle  rencontre  la  droite  AO'.  Les  deux  triangles 
KCA,  MO'p'  sont  toujours  semblables.  Le  point  A  dé- 
crit la  sphère  donnée  ]  le  point  p*  décrit  une  autre  sphère 
dont  le  centre  est  M  et  le  rayon  le  tiers  du  rayon  de  la 
sphère  donnée. 

Je  prolonge  la  droite  O' A  jusqu'à  son  deuxième  point 
de  rencontre  p  avec  la  sphère  ;  j'élève  en  ce  point  un  plan 
perpendiculaire  àladroite  O'p»  Ceplan  coupe  la  sphère  (K) 
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suivant  un  cercle.  Le  triangle  de  base  du  tétraèdre  doit 
être  inscrit  dans  ce  cercle,  et  de  plus  le  point  de  concours 
des  hauteurs  de  ce  triangle  est  le  point  p  ;  car  on  sait 
que  dans  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  rencontrent, 
la  projection  d*àn  sommet  sur  la  face  opposée  est  le 
point  de  concours  des  hauteurs  de  cette  face. 

Remarquons  que  si  du  point  (O)  nous  abaissons  une  per- 
pendiculaire OoL  sur  ce  pUn,  la  distanceOa  =  Qfp'  =  -x^ ? 

d'après  un  théorème  connu.  Donc  la  sphère  (M)  passe 
par  le  point  et. 

La  sphère  des  douze  points  d'un  des  tétraèdres  dont 
les  hauteurs  se  coupent  au  point  O,  doit  donc  passer  par 
les  points  a,  p^  p'  et  avoir  un  rayon  égal  au  tiers  de  celui 
de  la  sphère  (K)  \  donc  la  sphère  des  douze  points  se  con- 
fond avec  la  sphère  (M).  Donc  tous  les  tétraèdres  inscrits 
dans  la  sphère  (K)  et  ayant  pour  sphère  des  douze  poiiib 
la  sphère  (M),  sont  tels,  que  leurs  hauteurs  concourent 
au  point  O.  Donc  il  y  en  a  une  infinité.  Si  nous  consi- 
dérons un  de  ces  tétraèdres,  à  ce  tétraèdre  correspond  un 
ellipsoïde  de  révolution  tangent  aux  quatre  faces,  et  ayant 
pour  foyers  les  points  (O)  et  (Cy),  le  demi  grand  axe  de 
cet  ellipsoïde  éunt  égal  au  tiers  du  rayon  de  la  sphère  (K); 
or  les  ellipsoïdes  correspondront  à  tpu s. ces  .tétraèdre»  se 
confondent,  comme  étant  de  révolution  homofocale  et 
ayant  même  grand  axe. 


ibin.  de  Mathêmat.,  3<  série,  t.  V.  (  Avril  1866.)  la 
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Question  739 

(folrriérie.  «.m,  p.  41»); 

Par  m.  NÏÉBTLOWSKI, 
Étère  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Bonaparte. 

Équation  d'une  surface  du  second  degré  passant  par 
trois  droites.  On  peut  mettre  les  équations  des  trois 
droites  données  sous  la  forme  sms^ante  '. 

l'adroite 1  «  ~~    ' 

\  C  =  o, 
2*  droile*         ^ 


«te 1^=*" 


(  Aa'-H  Bp^-h  €7  +  D^'=  o. 

L'éqwUion  de  la  surfttee  du  second  degré  ^st 
Aa-hBp_Aa^-+-Bp\ 

A,  B,  G^  D  désignent  des  fonctions  du  premier  degré 
en  x^  y  et  z^  ^  a^  /3)  y,  d,  a',  p\  y\  d'  sont  des  con^ 
stimtes.  (  E»  Bàuibil.  ) 

L^équation  d'une  surface  du  second  degré  passant  par 
la  deuxième  et  la  troisième  droite  est 

aC(AaH-Bp-hC7-f-D*) 

-hpC(Aa'-+-Bp'-f-C7'H-D^) 
^*^  *       -+-vD(Aa-+.Bp-+-C7  +  D*) 

-h  D  (Aa'  H-  Bp'-h  C7'-+.D^)  =  o; 

A,  fA,  V  étant  des  indéterminées,  on  peut  encore  écrire 

(\C  H-  vD)  (Aa  -f-  Bp  H-  C7  -f-  D*) 


^^^      »       -^(fcC4-D)(A«'-+-Bp'-+-C7'H-D^)  =  o. 
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Exprimons  que  cette  surface  contient  la  droite 

I  A=o. 

il  vient 

(XC  -h  7  D)  (C»  H-  D^)  -h  (fiC  -h  D)  {Cy'  -h  D^)  =  o 
ou 

d  on 

XJ4-v7-l-tt^-»-7'  =  o; 
d^où 

Sobstitaons  dans  Tëquation  (a),  il  vient 

(Cy -h  D^')  (Aa -♦- Bp -f.  C7 -i- D^) 

-  (C7  -h  D  J)  (  Aa'  -t-  B  P'  -h  Cy  -h  D^ )  =  o. 

L'ëqaation  peut  encore  s'^rire 

AC  (aY  -  7a')  -h  AD (ûta^  —  8</) 

-f-BC(P7'  -7p')  -f.  BD(pa'-  ^p*)-  o. 

Or  précisément,  si  Ton  chasse  les  dénominateurs  de  Fé- 
cpation 

A«-hBp_A<t^-4-By 

C7  +  DI'^C7"TD?* 

<m  irrire  aux  mêmes  résultats;  donc  Téquation  de  la  siiiw 
face  du  second  degré  passant  par  les  trois  droites  don- 
nées est 

Aa-hBp  _  Aa'-hBp^ 

C7H-D^""C7'-*-D^'* 

G.    Q.    F.    D. 

^ote.  —  Solutions  analogne»  de  M.  Armand  Lérj,  élèTe  dn  lyoée  de 
Heti,  et  de  M.  Hatté,  élèfe  du  lycée  Charlemagne. 


12. 


(  i8of) 
Question  740 

(voir  f*  sérfe.  tome  IV,  pai*  4M}; 

Pau  m.  g.  DE  VIGNERAL. 

Deux  cercles  étant  donnés^  on  insent  dans  l'un  d'yeux 
un  quadrilatère  dont  les  côtés  coupent  la  corde  com- 
mune en  quatre  points.  Il  est  possible  d^ inscrire  dam 
Vautre  cercle  une  infinité  de  quadrilatères  dont  les  côtés 
passent  par  les  mêmes  points  de  la  corde  commune, 

(E.  Barbier.) 

e  et  y* désignant  les  points  communs  aux  deux  cercles 
O  et  (y  et  a^  b^  Cy  d  les  points  où  les  côtés  d^un  quadri- 
latère inscrit  dans  le  cercle  O  coupent  la  corde  com- 
mune, les  six  points  a,  &,  c,  d,  e,fsont  en  involution. 

Or  on  peut  mener  d'une  manière  quelconque  dans  le 
second  cerclé  &  trois  côtés  d^un  quadrilatère  inscrit,  ces 
côtés  étant  assujettis  k  passer  par  les  points  a,  &,  c^  soit 
d' le  point  où  le  quatrième  côté  coupe  la  corde  commune, 
les  six  points  a,  b^  c,  d\  e,  /sont  en  involution,  mais  les 
six  points,  a  b^  c,  dy  e^fj  sont  aussi,  ce  qui  exige  que  d 
et  d'  soient  confondus. 

Note.  ~  Autres  solutions  de  MM.  Rouiset  et  Arnoye,  éléTes  du  lycée 
Charlemagne  (classe  de  M.  Berger);  Marquez  Braga,  du  lycée  Sainl-Lou»; 
Armand  Lé^y,  du  lycée  de  MeU;  Albert  Dastartic,  élère  de  l*Éoole  Cen- 
tnde;  Ni^ylowski»  du  lycée  Bonaparle^  M»  Mannier,  de  l'École  Sainte- 
Genevière,  remarque  que  le  théorème  est  vrai  pour  deux  coniques  quel«> 
conques. 
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BULLETIN. 

(Ton»  !«•  ouvrages  «BDoacé»  dans  ce  BtUietiii  se  trouTeot  à  la  librairie 
de  Gauihier''VUlarSj  qpû  des  Augusiins,  55.) 


u. 

EmiiEST  Lamâklb,  Ingénieur  en  clief  des  Ponts  et  Chaus- 
sées, Pi*ofesseur  à  l^niversité  de  Gand.  —  Sur  la  ston 
bilité  des  systèmes  liquides  en  lanies  minces.  In-4  de 
io4  pages*  (Mémoires  de  Vjicadéinie  de  Belgique^ 

i.  XXXV^i865.) 

Lorsqu^on  plonge  dans  un  liquide  visqueux  un  polyèdre  dont 
les  arêtes  sont  solidifiées  et  existent  seules,  par  exemple  un  po- 
lyèdre dont  les  arêtes  sont  formées  par  des  fils  de  fer,  il  arrive  que 
des  lames  de  liquide  s'attachent  à  chaque  arête  solide  et  se  joi- 
gnent les  unes  aux  autres  dans  rintérieur  du  corps  en  donnant 
lieu  à  des  compartiments  terminés  par  des  faces  planes  ou  courbes. 
M.  J.  Plateau,  le  célèbre  physicien  belge ,  qui  a  le  premier 
étudié  ce  genre  de  phénomène,  a  trouvé  qu*il  obéît  aux  lois 
suivantes  :  i°  dans  tout  système  de  lames  minces  en  équilibre 
stable^  la  somme  des  aires  est  un  minimum;  i^  l'aire  de  chaque 
lame  est  un  minimum  entre  les  limites  qui  la  circonscripent;  3**  la 
courbure  est  constante  en  chaque  point  d 'une  même  lame  et 
proportionnelle  à  la  différence  des  pressions  qui  agissent  départ 
et  d'autre;  4^  les  lames  issues  d'une  même  arête  liquide  sont 
au  nombre  de  trois;  5^  les  arêtes  issues  d'un  même  sommet  li* 
quide  sont  au  nombre  de  quatre;  6**  les  lames  issues  d'une  même 
nrête  liquide  forment  deux  à  deux  des  angles  égaux  :  de  même^ 
des  arêtes  issues  d'un  même  sommet  liquide  forment  deux  à  deux 
des  angles  égaux.  Ces  lois  sont  toutes  susceptibles  de  dé- 
monstrations rigoureuses  ;  mais  si  les  trois  premières  sont  en 
partie  déjà  démontrées,  les  autres,  exclusivement  fondées  sur 
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l'expérieDoe,  laiuent  «vbfitter,  av  point  de  vue  théoriq«e,-«ii€ 
énorme  lacune.  M.  Lamarle  s'est  proposé  de  combler  cette  la- 
cune, en  montrant  que  les  limitations  numériques  observées 
résultent  nécessairement  de  la  loi  du  minimum  des  aires. 

Le  Mémoire  de  M.  Lamiirfe  se  partage  en  deux  parties  dis- 
tinctes :  l'une  purement  mathématique,  Vautre  à  la  fois  théo- 
rique et  expérimentale.  Dans  la  première,  la  seule  dont  noos 
nous  occuperons,  Tanteur  est  amené  à  résoudre  ce  problème  : 
De  combien  de  manières  peut-on  découper  la  surface  d^une 
sphère  en  pofygones  coi^exes  dont  les  angles  soient  tous  de 
\io  degrés?  W  arrÎTe  à  une  équation  très-simple  du  premier 
degré  à  trois  inconnues^  et  trouve  d'abord  que  parmi  toutes 
les  solutions  en  nombre  infini,  dix-neuf  seulement  peuvent  être 
admises.  Mais  ces  dix-neuf  solutions,  examinées  de  plus  près,  se 
réduisent  à  sept  combinaisons  géométriquement  possibles  et  que 
Tauteur  apprend  à  construire,  et,  après  divers  développements 
trigopométriques,  il  arrive  à  démontrer  les  trois  dernières  lois. 

Le  problénie  que  M.  Lamarle  s'était  posé  offrait  de  grandes 
difficultés  et  appelait  natyrellement  le  calcul  des  variations. 
M*  l/am^rle  a  évité  ce  calcul  avec  beaucoup  de  bonheur  et  n*a 
eu  besoin  que  des  principes  de  la  Géométrie  élémentaire  et  des 
premières  notions  de  l'Analyse  différentielle.  On  ne  peut  rien 
lire  de  pli»  élégant  que  ce  Mémoire,  où  la  Géométrie  et  le  calcul 
sont  tour  à  tour  employés  et  conduisent  au  but  par  la  voie  la 
plus  rapide. 

m. 

PtATEAv  (J.)  -*•  Recherches  expérimentales  et  tkéa^ 
riques  sur  les  figures  d""  équilibre  iTune  niasse  liquide 
sans  pesanteur.  6  Mémoires  in-4  ;  1842-61.  {Mé^ 
moirés  de  Vjécadémie  de  Belgique^  t.  XVI  à  XXXIII.) 

Ces  ingénieux  Mémoires,  qnoique  trés-célèbres,  sont  peu 
connus.  Ils  font  partie  d'une  collection  qui  ne  se  trouve  que 
dans  les  grandes  Bibliothèques ,  et  les  exemplaires  tirés  à  part, 
en  petit  nombre ,  sont  difïiciles  à  réunir.  Nos  lecteurs  apprro- 
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droBt  avec  plaiiir  <|ue  M^  Plateau  9e  pvopoie  de  raatembler  toute» 
sea  recherches  en  ud  aeol  ouvrage,.  q«i  ne  piavrra  mamitter 
4*iDléres9er  et  1^  phyaickwa  ei  lea  géonètre^. 


IV. 

Pi.ÂTBAu  (J.).  -i-^<Stt/*  II»  problème  curieux  de  magnée 
tùme.  58  pages;  1864.  (Mémoires  àe  V Académie  de 
Belgique,  t.  XXXIV.) 

M,  Plateau  s'est  posé  ce  problème  :  I9e  serait-il  pas  pos^ 
sible  de  soutenir  en  Tair  une  aiguille  aimantée,  sans  aucun  point 
d'appui  et  dans  un  état  d'éqnilihre  stable,  par  des  actions  épHi- 
nées  d'antres  aimants  convenablement  disposés?  QuelqiMscsssaiii 
sur  des  combinaisons  de  barreauii  aimantés,  qui  seqiblaieot  de- 
voir produire,  au  moins  sur  l'un  des  pôles,  l' effet  attendu, 
ayant  échoué,  M^  Plateau  a  été  porté  à  soupçonner  que  le  pro- 
blème général  éiait  impossible»  et  il  a  cherché  à  démontrer  cette 
impossibilité  par  le  calcul.  La  difficulté  du  problème  semblait 
inextricable,  car  il  fallait  supposer  absoluiyent  quelconques  le 
nombre  des  centrer  magnétiques  agissant  sur  l'aiguille,  leur 
distribution,  enfin  Tespèce  et  l'intensité  de  leurs  roagnétismes; 
mais  11.  Plateau,  qui  manie  le  calcul  aussi  bien  que  l'expé* 
rience,  et  ce  n'est  pas  peu  dire,  est  venu  à  bout  de  toutes  les 
difficnltés.  En  exposant  cette  démonstration  d*un  fait  négatif, 
M.  Plateau  évite  à  d'autres  personnes  des  tentatives  inutiles  et 
une  perte  de  temps;  d'ailleurs  l'impossibilité  même  de  l'équi- 
Ubre  stable  désiré,  la  manière  dont  elle  se  manifeste  dans  le 
calcul,  et  enfin  la  cause  qui  la  détermine,  constituent  des  faits 
trca-curieux. 

V, 

Paul  de  Saint-Robert.  —  Principes  de  Thermodyna-^ 
mique,  In-8  de  viii-210  pages  \  i865. 

Pour  Aristote,  le  feu  est  un  être  à  part,  un  élément;  pour 
Descartes,  c'est  un  mouvement  des  dernières  parties  des  corps. 


(  «84  ) 

«  C^est  une  telle  agitation  des  petites  parties  des  corps  terrestres 
qu^^.n  nomme  encore  la  chaleur,  soit  qu'elle  ait  été  excitée  par 
la  lumière  du  Soleil ,  soit  par  quelque  autre  cause.  »  (  Prin* 
dpes^lVy  29.)  a  On  doit  remarquer  que  cette  agitation  des  petites 
parties  des  corps  terrestres  est  ordinairement  cause  qu*elles  oc- 
cupent plus  de  place  que  lorsqu'elles  sont  en  repos,  ou  bien 
qu'ellessont  moins  agitées*  »  (PHnctpe$^  3 1 .)  En  1 738,  TAcRdémie 
des  Sciences  proposa,  comme  sujet  de  prix,  la  question  delà 
nature  et  de  la  propagation  du  leu.  La.  plupart  des  concurrents, 
et  entre  autres  le  grand  Euler,  s*arrétèreDt  à  Thypothèse  do 
mouvement  :  «  Jd  phenomena  expUcanda^  »  dit  ce  dernier, 
«  motus  quicumque  vehemens  minimarum  pantcularum^  proquo 
inmunerabUes  hypothèses  exeogitari  possunt^  est  snfficiens.  • 
Deux  concurrents,  M°^  la  Marquise  du  Châtelet  et  Toltaire, 
soutinrent  l'existence  corporelle  et  substantielle  de  la  chaleur. 
La  première  formula  de  la  manière  la  plus  nette  les  lois  d'une 
théorie  longtemps  adoptée  :  la  chaleur  est  pour  elle  une  sub- 
stance  étendue,  divisible,  non  pondérable  y  dont  les  molécules 
se  repoussent;  c'est  un  être  d'une  nature  mitoyenne,  ni  esprit, 
ni  matière,  ni  espace.  Voltaire,  au  contraire,  attribue  un  poids 
au  feu  ou  à  la  chaleur.  Voici  la  raison  qu'il  en  donne  :  «  Ayant 
fait  peser  des  masses  énormçs  cte  fer  froides  et  incandescentes  ^ 
et  leur  ayant  trouvé  le  même  poids  ^  y  en  conclus  que  le  feu  qui 
les  pénétroit  leur  donnoit  autant  de  poids  que  leur  dilatation  leur 
en  faisait  perdre^  et  que  par  conséquent  le  feutest  réellement  pe» 
sant.  •  Toutefois,  la  théorie  du  fluide  calorifique  eut  peu  de  succès 
jusqu'aux  brillantes  découvertes  de  Lavoisier,  époque  où  elle  de- 
vint dominante.  Aujourd'hui  elle  cronle  de  toutes  parts,  et  l'on 
revient  à  l'hypotlièse  plus  satisfaisitnte  du  nrauvement  des  der- 
nières particules  des  corps.  Sous  le  nom  de  Thermodynamique^ 
M.  de  Saint-Robert  expose  en  peu  de  pages  la  théorie  des  effets 
mécanique»  de  la  chaleur  et  celle  de  la  chaleur  produite  par  les 
agents  mécaniques,  d'après  les  principaux  fondateurs  de  cetttf 
science  nouvelle,  Sadi  Carnot,  Mayer>  Joule,  Thomson,  etc.  Le 
chapitre  VII,  dû  entièrement  à  raiiteur  ot  qiie  celui-ci  présente 
comme  un  essai,  est  consacré  au    inoiivcinrnt  des  projectiles 
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dansiez  arme»  à  feu.  Nous  signalons  l'ouvrage  de  M*  de  Saint- 
Robert  aux  personnes  compétentes. 

VI. 

EnouiED  VuLiÉy  Ingénieur  des  Mines.  ^—  Thèses  présen^ 
'  fées  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  Première 
Thèse  :  Sur  la  détermination  d^un  corps  ayant  un  po- 
tentiel donné  pour  les  points  qui  lui  sont  extérieurs. 
Deuxième  Thèse  :  Sur  V équilibre  dtune  masse  fluide 
homogène  animée  d'un  mout^ement  de  rotation  uni- 
forme  autour  d*un  axe  fixe,  In-4  de  iv-go  pages; 
i865. 

La  première  Thèse  est  divisée  en  quatre  parties.  Le  premier 
chapitre  contient  les  théorèmes  sur  l'attraction  dus  à  George 
Green,  à  M.  Chasles  et  à  Gauss.  L'auteur  y  ajoute  quelques  re- 
marques et  termine  en  cherchant,  avec  M.  Lamé,  la  condition 
pour  qu'une  fonction  de  trois  variables  puisse,  égalée  à  une  con- 
stante, représenter  des  surfaces  d'égal  potentiel  dues  à  Tattrac- 
tion  d'un  corps  inconnu.  Le  second  chapitre  est  consacré  à  la 
recherche  d'une  série  de  solutions  du  problème  qui  fait  le  prin- 
cipal objet  de  ce  travail.  Les  corps  obtenus  sont  tous  limités 
par  des  surfaces  de  niveau.  Tous  ceux  qui  répondent  à  la  ques- 
tion ont  même  masse,  même  centre  de  gravité  et  mêmes  axes 
principaux  d'inertie  (en  direction).  L'auteur  démontre  qu'une 
surface  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  consi- 
dérer comme  une  dessurfoces  extérieures  de  niveau,  dues  à  Tat- 
traction  d'un  corps  dont  le  potentiel  est,  à  un  facteur  constant 
près,  déterminé  pour  les  points  extérieurs  au  corps.  Le  cha'> 
pitre  m  donne  une  infinité  d'autres  solutions  déduites  des 
premières  à  l'aide  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  ré- 
ciproques, méthode  qui  semble  ici  employée  pour  la  première 
fois  dans  une  question  de  physique  mathématique.  Le  chapitre  IV 
résume  quelques  théorèmes  de  calcul  intégral,  conséquences  de 
t-e  qui  précède. 


(  .86) 

Ia  seconde  Thèse  se  rapporte  à  ttn  sujet  traité  par  Mac- 
Laurio,  Jacobi,  Bieyeret  M.  Liouville,  dont  t*aiileiir  résume  les 
travaux.  l\  termine  par  une  recherche  qui  lui  est  personnellei 
celle  de  l'équation  aux  difTérentieUes  partielles  qui  lie  la  pression 
à  la  densité  dans  une  masse  fluide  en  équilibre.  L'équilibre  ne 
peut  avoir  Heu  si  la  vitesse  de  rotation  du  système  n'est  pas 
constante*  Si  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  n^était  pas 
uniforme,  comme  on  cherche  à  le  démontrer»  la  masse  des  mers 
serait  donc  exposée  à  des  perturbations  d'équilibre  et  nous  me- 
nacerait sans  doute  de  grandes  catastrophes,  mais  dans  un  temps 
fort  éloigné. 

En  résumé,  ces  Thèses  font  honneur  à  M.  Villié.  On  voit  qu'il 
connaît  les  œuvres  des  maitres  et  qu'il  sait  y  ajouter. 

VU. 

Mémoires  dû  la  Société  des  Sciences  physiques  et  natu- 
relles de  Bordeaux,  t.  III,  2'  cahier.  In-8  de  ^3 1  à 
499  pages;  i865. 

V.-A.  Le  Bbsgub  (p.  lit  à  274)*  Tables  donnant  pour  la 
moindre  racine  primitive  d*un  nombre  premier  ou  puissance 
d'un  nombre  premier  :  i^  les  nombres  qui  correspondent  aux 
indices;  a*  les  indices  des  nombres  premiers  et  inférieurs  au 
module.  -^  Ces  Tables  ne  diffèrent  de  celles  de  Jacobi  (  Canon 
arithmeticus)  que  par  le  choix  des  racines  primitives  qui  ont 
servi  à  leur  formation.  C'est  toujours  ta  plus  petite  racine  qui  a 
été  employée  pour  chaque  module.  Les  trois  Tables  de  Jacobi 
ont  été  réunies  eu  une  seule,  qui  contient,  rangés  par  ordre  de 
grandeur,  les  modules  des  nombres  premiers  et  puissances  de 
nombres  premiers.  La  disposition  est  la  même  que  celle  du 
Canon,  Pour  les  modules  2",  on  a  évité  l'emploi  des  complé- 
ments, et  Tusage  de  la  Table  devient  par  là  un  peu  plus  simple. 
Les  Tables  de  Jacobi  vont  de  1  à  1  ooo,  celles-ci  s'arrêtent  à  200. 
Si  elles  venaient  à  être  continuées,  on  les  réduirait  de  moitié, 
I^s  Tables  ont  été  construites  par  M.  Hoûel.  Elles  occupent  les 
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pa^  369  à  274  O'  ^'"■^  croyons  savoir  que  M.  Le  Bctgue  se 
propose  «l'en  ealcnkr  de  plot  éleiidiieft. 

A.  Baudaimout  (p.  4 18  à 444)*  DémoMirations éiémentain$ 
rfUtHrei  à  Im  théorie  des  nombres pwnien,  -«-  L*ailleur  se  plaint 
que  nos  Traités  d'Arithmétique  se  bornent  à  enseigner  les  oaKcals 
néeessaires  aux  besoins  dit  la  vîe»  et  il  espère  qu'un  jour  tiendra 
où  on  y  trouvera  la  théorie  générale  des  nombres.  Cela  nou| 
pimit  difficile,  car  la  théorie  générale  des  nombres  est  loin 
d*étre  faite,  et  le  |)eu  que  nous  en  savons  exige  la  connaissanoe 
des  parties  les  plus  relevées  de  l'analyse.  Après  ce  début, 
M.  Baudrimont  énonœ  des  propositions  qu'il  croit  neuves  et 
intéressantes,  comme  par  exemple  que  ious  les  nombres  premiers 
sont  de  l'une  des  formes  6/1  ±  i,  que  la  formule  msa  ^  r,  où 
m  et  r  sont  premiers  entre  eua:^  ne  donne  pas  toujours  des  nom' 
hres premiers^  etc.  M.  Baudriiuont  conclut  de  là  que  la  formule 
mx-^-r^  qui  a  été  l'objet  de  tant  de  travaux,  méritait  à  peine 
l'attention  qu^on  lui  a  donnée. —  iV.  B,  Les  gens  qui  ont  ainsi 
perdu  leur  peine  s'appelaient  Tjegendre,  Dirichlet,  Gauss,  etc. 

Tout  le  monde  s^t  que  mx  -f-  r  ne  donnç  pas  toujours  des 
nombres  premiers,  mais  démontrer  que  cette  formule  en  donne 
un  nombre  infini  est  une  chose  un  peu  moins  à  la  portée  du 
vulgaire. 

A.  BAUDSiMOifT  (p.  44s  ^  447)-  ^'^  tétraèdre  ifue/conque 
est  inscripUble  dans  une  sphère.  <-<-  M.  Baudrimont  prétend  que 
ce  théorème  important  n'est  donné  dans  aucune  Géométrie; 
il  fallait  ajouter  :  connue  de  M.  Baudrimont.  Cette  proposition 
est  de  celles  qu'on  peut  laisser  trouver  à  la  sagacité  du  lecteur, 
parce  qu'elles  ont  leurs  analogues  pour  l'énoncé  et  pour  la  dé- 
monstration dans  la  Géométrie  plane.  Voici  un  court  extrait 
qui  mettra  le  lecteur  à  mémo  de  juger  en  oonnaissance  de  cause 
du  mérite  de  M»  Baudrimout  comme  géomètre  :    . 

•  Soit  un  triangle  donné  :  un  des  côtés  pourra  être  consî-* 

(*)  M.  H0Û9I  vient  de  reproduire  ces  Table»  afec  une  introduction  de 
8  pages  dans  un  opuscule  intilalé  :  Tables  arithmétiques  pour  servir  d'ap-- 
pendiees-à  l'introduction  à  ta  Théorie  des  nombres  de  M.  Le  Besf*ue.  Paris, 
Gaulbicr'Villai's;  in-8. 
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ëéré  comme  la  corde  id* un  cercle,  et  pourra,  par  conséqaoïty 
toucher  une  circonférence  par  ses  deux  extrémités,  pourvu  qu'il 
poisse  7  être  contenu. 

»  Si  le  troisième  angle  du  triangle  donné  ne  touche  pas  la 
circonférence,  il  est  iviDXvr  qu'on  pourra  l'y  amener  en  ftisint 
varier  la  grandeur  du  oerde,  sans  que  pour  cela  les  deux  autres 
points  cessent  d*étre  en  contact  avec  la  ciroonférence. 

•  On  peut  donc  démontrer  ainsi  qu'un  triangle  est  inscrip- 
tible  dans  un  cercle.  » 

•  On  regrette  de  trouver  de  pareilles  élucubrations  dans  les 
Mémoires  d'une  Académie  qui  compte  parmi  ses  membres 
MM.  Abria,  Hoûel,  Lespiault,  Le  Besgue,  pour  ne  parler  que 
des  géomètres.  / 

vm. 

LoircHAMPT  (A.)  —  Recueil  de  problèmes  posés  dans  les 
examens  d^ admission  à  r École  Polytechnique  et  à 
l'École  Centrale^  ainsi  que  dans  les  conférences  des 
principales  Écoles  préparatoires  (Exercices  et  solu- 
tions). Vol.  grand  in-8  lithographie  de  viii-480  pages. 
Librairie  Ganihier-VîUars.  —  Prix  :  8  francs. 

Cet  ouvrage  renferme  870  problèmes  ou  théorèmes.  C*est 
donc  une  mine  très-riche  d'exercices,  qui  ne  peuvent  qu'in*- 
iéresser  les  candidats  à  nos  Écoles. 

IX. 

Gerojio  et  Cassanâg.  —  Éléments  de  Géométrie  descnp- 
tive  à  l'usage  des  aspirants  aux  Écoles  du  Gouver- 
nement, a  vol.  în-8;  texte,  iv-a44  P'gcs,  et  atlas^ 
1866. 

Cette  nouvelle  édition,  revue  et  augmentée,  contient  dans  un 
Appendice  des  notions  relatives  au  changement  des  plans  de 
projection  et  aux  plans  cotés. 
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AmisTiDB  QiriNTiLiER.  —  Passage  du  Traité  de  la  Mu- 
sique, relatif  au  nombre  nuptial  de  Platon^  traduit 
par  M.  Vincent  et  par  M.  H,  Martin  ^  etc.  In-4  de 
i4 pages;  i865. 

'  •  On  ne  s*iniagine»  dit  Pascal,  Platon  et  Aristote  "qu'avec  dç 
grandes  robes  de  pédants.  C'étaient  des  gens  honnêtes  et,  comme 
les  antres,  riant  avec  leurs  amis;  et  quand  ils  se  sont  divertis  à 
faire  leurs  Lois  et  leur  Politique ,  ils  Pont  fait  en  se  jouant.  > 
Un  savant  géomètre,  qui  a  fait  une  étude  approfondie  de  Platon, 
et  qui  n'est  pas  éloigné  de  penser  comme  Pascal,  nous  apprend 
que  le  fameux  nombre  nuptial  désigne  Tâge  le  pTus  propre  à 
contracter  mariage.  Platon  le  cache  sous  une  énigme  qu'il  pro- 
pose moitié  sérieusement,  moitié  en  riant.  Si  cela  est,  le  nombre 
d'Aristide  Quintilien  n'a  aucun  rapport  avec  le  nombre  nuptial. 
Il  faut  croire,  toutefois,  que  ce  passage  a  de  Timportanoe, 
puisque  deux  hellénistes  distingués  se  soot  donné  la  peine  de  le 
traduire.  Cette  double  traduction  est  suivie  de  deux  Notes  de 
M.  Martin,  l'une  sur  l'époque  de  l'astronome  Ptolémée,  l'autre 
sur  répoqoe  d'Aristide  Qoinlilien.  Le  preniîer  a  vécu  sous  les 
règnes  d'Adrien,  d'Antonin  et  de  Marc-Aurèlej,  au  second  siècle 
de  notre  ère.  Aristide  Quintilien  paraît  être  un  peu  antérieur  à 
Ptolémée.  P. 


GORRESP»NDANGB. 


Dans  notre  dernier  numéro,  nous  avons  répondu  â  une 
diffienlté  au  sujet  de  l'équation  en  X.  M.  G.  Salmou  veut 
bien  nous  avertir  que  notre  réponse  ne  contient  pas 
toute  la  vérité»  La  vérité  tout  entière  c'est  que  le  ckan^ 


gement  cTaxes  ne  change  pas  les  racines  de  l  ^éqtiation 
en  X;  car  si^  dans  un  système  d'axes,  on  a 

P-hXQ=rRS=ro, 

on  aura,  dans  un  nouveau  système^ 

P'-h\Q'  =  R'S'  =  o, 

et  la  même  valeur  de  X  donne  une  nouvelle  équation  qui 
représente  encore  deux  droites. 

Au  surplus,  M.  Salmon  observe  que  les  coefficients 
de  l'équation  en  X  sont  des  ùn^ariants  (ce  qui  résulte 
évidemment  de  la  démonstration  précédente).  Cette  der- 
nière remarque  nous  a  aussi  été  adressée  par  M.  Painvin. 

P. 


«IIBSTIANS. 

755.  Soient  F,  F'  les  foyers  d'une  ellipse  de  Cassini, 
C  son  centre,  et  P  un  point  quelconque  sur  la  courbe. 
Alors  la  normale  en  P  fera  avec  FP  un  angle  égal  à  celui 
que  fait  la  droite  CP  avec  FT.  (Sthebôr. ) 

756.  Soient  F,  F'  deux  points  fixes  sur  une  surface 
spbérique,  et  considérons  la  courbe,  lieu  d'un  point  P, 

tel,  quetang-  FP  tang -F'P  =  const.  Le  grand  cercle 

normal  en  P  à  cette  courbe  fera  avec  FP  un  angle  ^al  à 
celui  que  fait  avec  F'P  le  grand  cercle  passant  par  P  et  le 
milieu  de  l'arc  FF'.  (Strebor.) 

757.  On  donne  une  courbe  de  troisième  classe  ayant  une 
tangente  double  :  les  points  de  contact  de  cette  tangente 


(  «s»  ) 

et  de  la  oourbe  som  A^  B.  D*ud  point  quelconque  pris 
dans  le  plan  de  la  courbe  donnée ,  ou  mène  a  ceUe-ci 
trois  tangentes  qui  coupent  la  tangente  ÂB  aux  points 
M,  N,  P. 

On  a  toujours 

AM  X  AN  X  AP       Pa 
BMxBNXBP""pg' 

Pa  ^^  Pb  ^^^^  ^^^  rayons  de  courbure  de  la  courbe  donnée 
en  A  et  B.  [MAnnBBiii  (*).] 

758.  Le  nombre  a  n'étant  pas  divisible  parp,  nombre 

premier  impair^  on  sait  que  a  ^    =  pA  =b  i  :  le  reste 

±  I  est  représenté  par  (  -  1 9  notation  de  Legendre.  Cela 
posé,  on  a 

2(«'+*)'-=pB-[i+  (=^)], 

a,  by  c  sont  des  entiers  non  divisibles  par  p\  A,  B,  C 
sont  entiers;  les  sommes  sont  prises  en  donnant  à  x  et 
à  j^  les  valeurs  o,  i ,  a, . . . ,  p  —  i .  (Le  Bbsgue.) 

759.  Les  nombres  ai,  a«, . . . ,  a^^  a^^i  sont  des  entiers 


C)  M.  Mftnnheim  nous  fait  remarquer  que  la  solution  de  la  ques- 
tion 605,  insérée  à  \à  page  173  du  tome  II!  de  la  deuxième  série,  laisse  à 
désirer*. 

On  fait  usage  de  l'équation 

A^Ô'y -f- /*/ a-+- v«"^  »  o, 

qui  n'est  pas  l'équation  la  plus  générale  des  courbes  dn  troisième  degré  à 
la  fois  inscrites  et  cirôonscrites  au  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équa- 
tions 

a  =  O,    ^  =  o,     y  =  o*. 
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<^  p  et  uon  divisibles  par  p.  On  représente  par  Sjj,,  S.  le 
nombre  des  solutions  des  équations  indéterminées 

a.xf-f  a.4:î-4-.    .-if  a^x%=py, 

a,  xj  -I- «,  arj -+- . .  . -I- «««i-»- «•<.,  =/ir, 

en  prenant  X|,  Xi, . . . ,  x„  parmi  les  nombres 

O,  1,  2,  3,. ..,/»—  I. 

On  demande  la  démonstration  des  formules  : 

{.)  (;»-•)  S» =s:^.- s:, 

(6)     s:  - ,,-' = p  (s:_,  -  />-»)  {^""^'"'^  ' 

fti)  s:-ï=o, 

(4)  s;-;,=(^-.(i:^),.    . 

(3)  s.-.  =  (=^'). 

(7)  SU.-/''"  =  o. 

(8)  s:,-^»-=:;^'(^-Op— '^7'    •"'■} 

(9)  :         s»  -;,-.  =  -  ;^-  p-'^^'"-""} 

Les  numéros  indiquent  Tordre  à  suivre  dans  les  dé- 
monstrations, qui  sont  fort  simples.  (Le  Basgce.) 

Hôte  du  Rédacteur.  —  M.  Camille  Jordan  a  donné  ces  formules  et  en 
a  indiqué  la  vérification  dans  les  Comptes  rendus  du  19  mars  1866.  Dans 
les  Comptes  rendus  du  i*'  arril,  M.  Le  Besgue  a  montré  que  ces  formules 
rerenaient  k  celles  qu'il  a  données  dans  le  tome  II  (1837}  du  Journal  de 
M.  Liowille.  P. 
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sot  Ll  NODRI  DBS  €ffllQI]IS  101  SATISnNT 
4  am  CONDITIONS  MNNfiBS; 

D*A»Ei8  M.  CHÂSLES. 


Nous  avons  déjà  parlé  de  la  méthode  de  M.  Chasies 
pour  résoudre  certains  problèmes  relatifs  aux  courbes 
planes,  et  que  son  illustre  auteur  a  étendue  successive- 
ment aux  coniques  dans  Tespace  et  aux  surfaces  du  second 
ordre.  En  attendant  le  second  volume  du.  Traité  des  co^' 
niques,  qui  doit  faire  connaître  tous  les  détails  de  cette 
admirable  méthode,  nos  lecteurs  seront  sans  doute  bien 
aises  d'en  avoir  une  idée.  C'est  pourquoi  nous  allons  ex- 
poser plus  spécialement  et  appliquer  aux  seules  coniques 
le  procédé  de  substitution  géométrique  d^un  caractère  si 
original  et  d  une  si  grande  portée.  Une  suite  d'énoncés, 
empruntés  textuellement  à  un  Mémoire  de  M.  Cbasles, 
donnera  les  principales  propriétés  des  systèmes  de  co- 
niques dont  la  connaissance  est  indispensable  pour  Fap- 
plication  de  la  méthode. 

I. 

Les  propriétés  d'un  système  de  coniques  assujetties  à 
quatre  conditions  dépendent  essentiellement  de  deux 
nombres,  que  M.  Chasies  appelle  les  caractéristiques-  du 
système,  et  qui  sont  :  i^  le  nombre  fx  de  ces  coniques 
qui  passent  par  un  point  donné;  2^  le  nombre  y  de  ces 
coniques  qui.  touchent  une  droite  donnée.  Le  symbole 
(fi,  v)  représentera  un  pareil  système,  ei  tous  les  systèmes 
qui  ont  les  mêmes  caractéristiques,  quoique  satisfaisant  a 
des  conditions  bieu  différentes,  auront  en  commun  une 

Ann.  de  Haïkémat.,  i*  série,  t.  V.  (Mai  1866.)  l3 
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foule  de  propriétés  ayant  leur  source  dans  cette  commu- 
nauté de  caractéristiques.  En  général,  nous  désignerons 
par  Z,  Z^  etc.«  diverses  conditions  auxquelles  sont  assujet- 
ties diverses  coniques.  Si  la  condition  Z  est  de  passer  par  un 
point  donné,  nous  poserons  Z  =  i  p.,  si  par  deux  points, 
Z  =  a  p.,  etc.  De  même  Z  =  i  d»,  3  d. ,  etc.,  exprimeront 
la  condition  de  toucher  deux  droites,  trois  droites,  etc. 

Pour  exprimer  qu'un  système  de  coniques  assujetties 
aux  quatre  conditions  Z,  Z^  Z%  Z'"  a  pour  caractéris- 
tiques (JL  et  V,  nous  écrirons 

(z,r,z%z-)^(^,v). 

Par  exemple,  comme  parmi  les  coniques  qui  passent 
par  quatre  points  il  n*y  en  a  qu'une  qui  passe  par  un 
point  donné,  et  deux  qui  touchent  une  droite  donnée, 
nous  écrirons 

(4p.)^(i,a); 

nous  aurons  de  même 

(!ip.,2d.)=('4,4). 

II. 

Dans  un  système  de  coniques  assujetties  à  quatre  con- 
ditions, il  existe  toujours  un  certain  nombre  de  coniques 
qui  forment  des  cas  particuliers,  soit  des  coniques  repré- 
sentées par  deux  droites,  soit  des  coniques  réduites  à  une 
droite  limitée  k  deux  points  ou  coniques  infiniment  apla- 
ties. Ces  coniques  exceptionnelles  interviennent  dans  un 
grand  nombre  de  questions,  et  elles  ont  créé  jusqu'ici  des 
difficultés,  parce  que,  n'en  connaissant  pas  le  nombre 
dans  chaque  question,  on  n'en  pouvait  pas  tenir  compte. 
Or  ce  nombre  est  lié  très-^simplement  aux  caractéristiques 
fx  et  V  ',  mais  il  nous  faut  démontrer  d'abord  deux  Ihéo- 
rèmes  d'une  importance  capitale  dans  la  théorie  actuelle, 
et  qui  sont  une  extension  naturelle  du  principe  de  cor' 
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respondance  exposé  par  l'auteur  il  y  a  une  dizaine  d'an- 
nées (Comptes  rendus,  a4  décembre  i855.) 

Théorème  I.  —  Lorsquon  a  sur  une  droite  L  deux 
séries  de  points  x  et  u  tels,  ifuà  un  point  x  correspond 
dent  a  points  u,  et,  à  un  point  u,  6  points  x,  le  nombre 
des  points  pt  qui  coïncident  auee  des  points  correspon- 
dants u  estoc  +  6. 

En  effet,  représentons  par  les  lettres  x  et  u  les  dis- 
tances des  points  des  deux  séries  k  une  origine  fixe  prise 
sur  L  '..on  a,  entre  ces  distances,  une  relation  telle  que 

a?^(A»»-hBii*^'H-...)-»-«^'"'(A'a*^-B'iï*^'^...)-+-— =o, 

et  les  points  x  (|ui  coïncident  avec  des  points  correspon* 
dants  u  sont  donnés  par  Téquation 

Ajt*'^*^-  (B  H^  A')  jr«-*^-^'-4- .  ,.=zo. 

Il  suffit  donc  de  prouver  que  Iç  coefficient  A  n'est  pas 
nul.  Or,  si  le  point  u  est  à  Tinfini,  Téquation  entre  x  et  li, 
mise  sous  la  forme 

se  réduit  à 

et  comme  il  doit  toujours  y  avoir  €  points  x  correspon- 
dants au  point  i/,  le  terme  Ax  existe  nécessairement 
dans  cette  équation  et  A  ne  peut  pas  être  nul. 

Théokeue  II.  —  Lorsque  deiix  séries  de  droites  X  ef  U 
pussent  par  un  même  point,  si  à  une  droite  X  corres- 
pondent a  droites  U,  fit,  à  unedroitç  U,  6  droites  X,  il 
existera  a^^S  droites  X  qui  coïncideront  a\fec  les  droites 
correspondantes  U. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  dupréné^ 

i3. 


.=rO, 
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dent^  car  on  peut  supposer  que  les  droites  X  et  U  soient 
déterminées  par  deux  séries  de  points  x  et  u  situés  sur 
une  même  droite  L. 

III. 

Revenons  maintenant  aux  coniques  exceptionnelles-, 
leur  nombre  est  donné  par  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  système  de  coniques  (fi»  v),  le  nombre  des 
coniques  infiniment  aplaties  est  (2(1  —  v),  et  le  nombre 
des  coniques  représentées  par  deux  droites,  est  av  — (i. 

Soit  X  un  point  pris  sur  une  droite  L.  Par  ce  point  il 
passe  II  coniques  du  système.  Chacune  d^elles  rencontre  la 
droite  en  un  point  u.  Il  j  a  donc  fx  points  u  qui  corres- 
pondent an  point  or,  et  réciproquement  à  chaque  pointu 
correspondent  |x  points  x.  Donc,  d'après  le  lemme  I,  il  y 
aura  a/x  points  X  qui  coïncident  avec  le  point  u  corres- 
pondant, ce  qui  semble  indiquer  qu  il  y  a  a/x  coniques 
tangentes  a  la  droite  L.  Mais  on  sait  que  le  nombre  de  ces 
coniques  est  v.  La  différence  a/A  — v  doit  donc  tenir  au 
nombre  des  coniques  infiniment  aplaties  qui  rencontrent 
la  droite  en  deux  poinu  coïncidents,  sans  être Ungentes  à 
la  droite.  Le  nombre  de  ces  coniques  est  donc  ajx  —  v. 

La  seconde  partie  de  Ténoncé  se  démontre  d'une  ma- 
nière analogue.  Par  un  point  S  menons  une  tangente  X  à 
une  conique  du  système.  On  pourra  par  le  point  S  mener 
une  seconde  tangente  U;  comme,  par  hypothèse,  il  y  a  v  co- 
niques qui  touchent  la  droite  X,  il  y  aura  donc  v  droites  U 
correspondant  i  la  droite  X,  et  réciproquement,  à  chaque 
droite  U  correspondront  v  droites  X.  Donc  (lemme  U)  le 
faisceau  (X,  U)  aura  av  droites  doubles  qui  correspon* 
dront  à  autant  de  coniques  qui  passeront  par  le  point  S, 
à  moins  qu'il  ne  s^agisse  des  coniques  réduites  à  deux 
dmites,  pour  lesquelles  X  coïncide  avec  U  sans  que  k 
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conique  passe  par  le  point  S.  Or  /a  est  lehopoibre  desco- 
niques  qui  passent  par  lè  point  S.  Donc  av  —  fi  sera  le 
nombre  des  coniques  réduites  à  deux  droites. 

IV. 

En  général,  les  deux  nombres  afx—  v  et  av  — .^^  dont 
la  somme  fi  +  v  indique  le  nombre  total  des  coniques  ex- 
ceptionnelles, peuvent  être  obtenus  d'une  foule  de  ma* 
niëres.  Il  suffit  de  comparer  des  théorèmes  démontrés  de 
deux  façons  différentes*  Dans,  l'une,  les  coniques  excep- 
tionnelles n'interviennent  pas  ;  dans  l'autre,  elles  influent 
sur  le  résultat.  La  différence  des  deux  résultats  fait  con- 
naître le  nombre  de  ces  coniques.  En  voici  un  exemple  : 

Soient  P  et  P^deux  points  du  plan.  Sur  une  droite  D 
prenons  un  point  x\  comme  Tenveloppe  des  polaires  du 
point  P,  par  rapport  aux  diverses  coniques  du  système, 
est  de  l'ordre  fi  (t;oi>r article  suivant,  n^XlI),  il  passera, 
par  le  point  x,  fi  polaires  du  point  P.  Les  polaires  du 
point  P^  relatives  aux  mêmes  coniques,  couperont  la 
droite  D  en  ^  points  u.  Ainsi  à  un  point  x  correspon- 
dront /a  points  u  sur  la  droite  D,  et  réciproquement.  Donc, 
en  vertu  de  théorème  I  (p>  ipS),  il  y  aura  ajx  couples  de 
points  u  et  x,  coïncidant  sur  la  droite  D.  Mais  les  polaires 
des  points  P  et  P'  se  coupant  sur  la  droite  D,  le  point  d*iu- 
tersectioii  sera  la  polaire  de  la  droite  PP^  Donc,  sur  la 
droite  D,  il  y  aurait  a^  pôles  de  la  droite  PP^  Mais  le 
lien  des  pôles  d'une  droite»  relativement  aux  diverses  co- 
niques du  système,  est  une  courbe  de  Tordre  v  (article 
suivant,  n^  I).  Donc  il  ne  peut  y  avoir  que  v  pôles  sur 
cette  droite.  La  différence  a/A —  v  ne  doit  provenir  que 
des  coniques  exceptionnelles  infiniment  aplaties,  qui  ne 
donnent  qu^une  solution  apparente.  Donc  a/x  —  v  est  le 
nombre  des  coniques  infiniment  aplaties. 

Observons  qu'on  doit  avoir  ap  —  v>o^av  —  fi>o,. 
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en  florle  que  chaque  caractéristique  doit  ècre  comprite 
entre  la  moitié  et  le  double  de  Fautre  oaraciériBlique. 

V.  .' 

Occupons-nous  maintenant  de  trouver  les  caractéris- 
tiques d'un  syétème  (fA,  v)  de  coùiqueê  assujetties  à  quatre 
.conditions.  L'observation  démontre  que  le  nombre  des 
coniques  de  te  système^  è^àujetties  k  une  cinquième  con* 
dttion  Z,  est  toujours  de  la  forme  âc/ix  ■+-  |3v,  «  et  |3  étant 
des  entiers  positifs  ou  nuls.  L'article  suivant  {^.  !h>4)  en 
donne  de  nombreux  exemples»  Si  quelque  condition,  ce 
qu'on  n*a  pas  encore  rencontré,  échappait  à  cette  loi, 
les  problèmes  où  entre  cette  condition  é<ïhapperaient  par 
le  fait  même  aUX  formules  que  nous  allons  démontrer. 

a  et  (3  seront  dits  les  paramètres  de  la  condition  Z,  et  de 
même  a%  |3'  ceux  de  la  condition  Z',  etc. 

Il  faut  d'abord  avoir  soUs  les  yeux  les  caractéristiques 
des  systèmes  élémentaires,  c'est^à^ire  de  ceux  dont  les  con- 
ditions eottsistent  k  passer  par  des  points  ou  à  toucher  des 
droites.  Ces  caractéristiques  sont  réunies  dans  le  tableau 
suivant,  qui  est  l'expression  de  théorèmes  bien  connus  : 

(4p.)^(i>2), 

(3p.,  ld.)  =  (2,4), 

(a p.,  2d.)  =  (4,4), 

(2p.,3d.)  =  (4,2), 
(4d.)^{2,.). 

Introduction  de  la  condition  Z.  -^  Od  a ,  en  dési- 
gnant ^r  N  {1^  Z\  Z",  Z"'»  Z")  le  nombre  des  coniqves 
(|ui  satisfont  à  cinq  conditions, 

^3p.,2)^[N(3p.,2,  ipO,  N(3p.,Z,id.)], 
=  [N{4p.,Z),  N(3p.,id.,Z)]. 

Or  les  caractéristiques  du  système  {4  P«)  étant  t  et  a,  et 
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celles  de  (3  p.,  i  d.)  étant  a,4^  nous  aurons  par  les  nota'» 
tions  adoptées 

N(4p.,Z)  =  a-h2p,       N(3p.,    I  d.,Z)r=r:  lOL -h  ^^. 

Donc 

I-  (3p.,Z)  =  («-f-2p,    2«-i-4P)j 

on  a  ensuite 

2"    (2p.,Z,  id.)^[N(3p.,id,,Z),  N(ap.,2d.,Z)J, 

E=(3a-»-4p,  4«-^4P); 

3-    (ip.,ad.,Z)  =  lN(2p.,  2d.,Z),  N(ip.,3d.,Z)], 

=  (4aH-4P,   4«-^2p); 
4»  (3d.,Z)  =  [N(ip.,3d.,Z),  N(4d.,Z)], 

=  (4a  -4-  2p,   2a4-  P). 

Nous  avons  donc  ainsi  les  caractéristiques  de  tous  les 
systèmes  où  la  condition  Z  entre  avec  trois  conditions 
élémentaires. 

Introduction  de  la  condition  Z'. —  On  a  trois  couples 
de  caractérisliques  à  calculer  : 

io(2p.,Z,Z')  =  [N{3p.,Z,Z'),  N(ap.,id..Z,Z')], 

a'{2«^-4p)-HP'(4«^-4P)], 

.=  (aa'-f-2  2ap'-4-4PP%  2aa'H-42ap'-+-4PP')> 

en  posant,  pour  abréger,  2aP'=  a^'-h  ^a'; 

V  (ip.,  id-,Z,  Z')EE[N(2p.,  id.,Z,Z'), 

N(ip.,2d.,Z,Z')], 
r   2aa'-+-42ap'  +  4pp',    1 

"'l(4a4-4P)«'+(4»-+-^P)P'J' 
s-(2«fli'-h  42aP'-^-4BP^ 

4«a'-f-42ap'4-2pP')  ; 
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3«  (2'd,,Z,Z')=[N(ip.,2d.,Z,Z0,  N{3d„Z,Z')], 


{4a-+-2p)a'-4-a«H-p)P'J' 


=  (4aa'-h42ap'-f-2pp', 

4aa'-i-a2ap'-+-  PP'). 

Introduction  de  la  condition  11*.  —  Oo  a  : 
|0  (ip..Z,Z',r)  =  [N(2p.,Z,Z',Z-'),  N(ip.,id.,Z,Z',Z-')l, 


_  raa'dt"-f-2laa'p*'-h42«p'p-'-+.4pp'p^1 
""  L2aaV-f-42aa'p''-4-42«p'p''H-2pp'p'J' 
2»  (id.,Z,Z',Z')=[N(ip.,id.,Z,Z',Z''),  N(2d-,Z,Z',Z'')], 


[2aa'a^-+-4ïa«^P''-h42«P'P''-h2pp'P'',-j 
4aa'a''-f-42aa'p"H-22aP'P'^-h   pp'P"  J* 


Introduction  de  la  condition  Tl" ,  —  On  a 

(Z,Z',Z^Z-) 
=  [N(Ip.,Z,Z^Z^Z%  N(id.,Z,Z',Z%Z-)], 
=  (a,b); 
a  =  (aa'a"-l-  2l«a'P"-|-  42ap'p"-h  4pp'p'')  «*' 

-f-(2ceaV  H-  42aa'p''-+-  42ap'p"-^  2pp'  p'^)  p* 
=  aa'a"«*'4-  22aa'a*p''-|-  42aa'p''p"'-h  42ap'p''p* 
+  2pp'P''p-'; 
b  =  (2aa'a''-H  42aa'P" -h  42ap'p''H-  2pp'p")  a*" 
■+-(4aa'a"-f-42aa'P''-f-  22ap'p''-|-    PP'P"")?" 
=  2aa'a''a'"-h  42aa'a''P'"-i-  42««'p''p«' 
-f.22ap'P''p-'-h2pp'p"p«'. 
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VI. 

Si  maintenaitt  on  veut  le  nombre  des  coniques  satis- 
faisant à  cinq  conditions  Z,  Z',Z'\  Z"*^  Z'^,  on  aura,  a}^ 
et  /3^^  ëtant  les  paramètres  de  la  nouvelle  condition, 

N  (Z,  Z',  Z^  V,  Z»')  =  a'^^a  -h  f'^b, 
ou,  tout  calcul  fait, 

N{Z,Z',Z",Z*,  Z'^) 

-f-  42a«'p^p-'p«^-f-  22ap'P''p"'p«^4-  pp'p'^p"''p»\ 

Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir.  Elle 
contient  dix  paramètres  ;  mais  il  n'entre  jamais  dans  un 
terme  deux  paramètres  relatifs  à  la  même  condition.  Les 
coefficients  sont  les  nombres  de  solutions  des  systèmes 
élémentaires. 

vn. 

AppLiGATtOH .  —  Trouver  le  nombre  des  coniques  qui 
passent  par  un  point,  touchent  deux  droites  données  et 
une  conique  donnée. 

Nous  avons  ici 

«  =  i,     p  =  o    (déf.), 

a'  =  a"  =  o,      p'=P''=:i      (déf.), 
a"  =  ««'  =  2 ,     p"  =  p*'^  =  a     (art.  soiv.,  XI,  coroll. ); 

il  en  résulte 

aa'a*'a'*a»'=o,      2aa'a"a'*p''=z  o, 

îoa'a'p^'p»'  =  aa*'a'^p'p''  =  4, 

2aa'P"p*'p«'=:  aa'^p'P^P»^  -4-  aa«^p'P"P*'  i^  8, 

2«p'P''p-'p-^«p'p-'p-p-=4, 

pP'p"p-'P«^:=0. 
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On  a  donc 

«=ri6-f-32-f-8  =  56. 

Ainsi  il  y  a  cinquante^six  coniques  qui  passent  par  un 
point  donné,  touchent  deux  droites  données  et  une  co- 
nique donnée. 

vni. 

On  peut  arriver  plus  rapidement  à  la  formule  du  n^  VI, 
en  remarquant  que  par  la  manière  même  dont  chaque 
condition  est  introduite»  ses  paramètres  n^entrentdans  la 
formule  définitive  que  sous  forme  linéaire.  Le  nombre 
des  solutions  est  donc  représenté  par  les  divers  termes  du 
produit 

(«  4-  p)  (a'+  p')  («"^  p")  (a--4-  P")  (a--h  ?--), 

dont  chacun  doit  être  multiplié  par  un  coefficient  qui  ne 
dépend  que  du  nombre  des  a  et  des  |3  entrant  comme  fac- 
teurs dans  ce  terme.  Pour  abréger,  désignons  par  (/a m/3) 
la  somme  des  termes  qui  renferment  /facteurs  a  et  i»  ou 
5  —  /  facteurs  /3,  et  par  Am  le  coefficient  de  cette  somme. 
On  aura 

N  (Z,  Z',  Z",  Z*,  Z'-)  =::  2Ai.  (lamp). 

Pour  trouver  Am  supposons,  par  exemple,  que  les  cinq 
conditions  soient  de  passer  par  trois  points  et  de  toucher 
deux  droites;  alors  on  aura 

a  =  a!—  t!'^  I,      P  =  p'=  p"r=^  O, 
et  le  second  membre  se  réduira  au  seul  terme 

aa'a"P«'p«'=-i. 

On  aura  donc 

N(3p.,2d.)^AJ, 
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et,  en  générai,  « 

N(/p,,/lld.)=:AL. 

Or,  N  (ip.,md.)  esi  égal,  par  définition,  i  la  première 
caractéristique  du  système  [(/ — i)  p.,  /wd.]  ;  on  aura  donc 

N(5p.)  =  i,     K(4p.,id.)=::^,     N(3p.,ad.)=4» 
N(ap.,  3d.)  =  4,     N(p.,  3d,)==2,     N(5d  )  =  i. 

La  formule  générale  peut  donc  s^ écrire 

N(Z,Z',  Z^  Z",  Z'^)  =:2N(/p.,  md.)  [ioim^)  (*). 

IX. 

La  méthode  des  caractéristiques,  que  nous  venons  d^ex- 
poser,  ne  s'applique  pas  aux  seules  coniques;  on  conçoit 
qu'elle  doive  aussi  convenir  aux  systèmes  de  courbes  ou 
de  surfaces  d'ordre  quelconque,  et  même  qu'il  existe  pour 
chaque  ordre  une  formule  générale  analogue  A  celle  qui 
résnme  la  méthode  des  coniques  (§  Yl).  Les  principes  de 
c«tte  méthode  pourront  même,  il  est  permis  de  Tcspérer, 
trouver  des  applications  dans  certaines  questions  d^ana- 
lyse.  Par  sa  généralité,  par  sa  fécondité,  on  peut  placer 
là  méthode  actuelle  a  côté  de  cet  art  analytique  dont  Viète, 
son  auteur,  disait  fièrement  ;  Fastuasum  problema  p9X>- 
blematum  ars  analytice...  jure  sibi  adrogaty  quod  est, 
NULLDic  von  PROBLEMA  soLVERE.  [In  jirtem  analjlicen 
Isagoge ,  chap.  VIII,  p.  29*  )  P. 

{*)  Dans  l6B  surfaces  du  second  ordre  assujetties  à  huit  conditions,  il  y  a 
trois  caractéristiques  qui  sont  le  nombre  /a  desuifaces  qui  passent  par  un 
point,  le  aoiabn»  y  de  celles  q*l  touchent  une  droite,  elle  nombre  p  de 
celles  qui  touchent  un  plan.  Le  nombre  des  surfaces  du  second  ordre  qui 
satisfont  à  neuf  conditions  est  représenté  par 

SN(/p.,  md.,Rp)(/amy9ny),     In-'t  +  nr^g; 

a,  ^1  y  sont  les  paramètres  d'une  condition  (communication  académique 
du  36  février  1S66). 
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nt«PRIÎTiS  HUN  8YSTRW  SB  GMiflIBS  (fx,  v). 


EXTRAIT  DUN  MÉMOIRE  DE  M.  CHASLES  ('). 


LIEUX   GÉOMÉTRIQUES. 

L  £e  lieu  des  pôles  d^une  droite  est  une  courbe 
d'ordre  v. 

Corollaire.  —  Si  la  droite  est  à  Tinfini,  le  théorème 
prend  cet  énoncé  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  est  une  courbe 
d'ordre  v. 

II.  Dans  le  cas  où  ]es  coniques  du  système  (fx,  v)  pas-* 
sent  toutes  par  deux  points,  en  satisfaisant  à  deux  autres 
conditions,  le  lieu  des  pôles  de  la  droite  qui  joint  ces 

points  est  d* ordre  -• 

Corollaire.  —  Et  si  les  deux  points  sont  à  Tinfiaiy  le 
lieu  des  centres  des  coniques  du  système  (|x,  v)  est  une 

courbe  d^ ordre  -  • 

a 

m.  1^  Si  de  deux  points  Q,  Q'  on  mène  des  tangentes 
à  chaque  conique  d'un  système  (fA,  v),  les  points  d'inter-- 
section  de  ces  tangentes  sont  sur  une  courbe  d^ ordre  3vj 
qui  a  deux  points  multiples  d^ ordre  v^  enQet  Q^ 

a°  Si  les  coniques  du  système  (fi,  v)  sont  toutes  tan^ 
gentes  à  la  droite  Q(^\  la  courbe,  lieu  des  points  de 

{*)  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l* Académie  des  ScienceSf  séaoce 
du  i5  féYrier  1864. 
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rencontre  des  deux  tangentes  menées  de  Q  et  Q'  à 

chaque  conique ^  est  d'ordre  (  -  +  v  1 9  et  a  deux  points 

multiples  d'ordre  ^enQet  Q'. 

CoROLLÀiRBs.  —  Si  Q  et  Q'  sont  imaginaires,  à  Tinfini, 
sur  un  cercle,  les  points  d'intersection  des  tangentes  sont 
les  foyers  des  coniques.  Donc  : 

i^  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  d^un  système  (fi,  v) 
est  une  courbe  d"* ordre  3  v,  qid  a  deux  points  multiples 
d'ordre  v,  à  l'infini,  sur  un  cercle. 

a®  Le  lieu  des  foyers  d^un  système  ([i,v)de  paraboles 

est  une  courbe  d'ordre  (  ~  +  v  |  qui  a  deux  points  mul^ 
tiples  d^ ordre  ~  imaginaires,  à  l'infini,  sur  un  cercle. 

TV.  Le  lieu  des  points  de  concours  des  tangentes  com- 
munes à  une  conique  donnée  Uetà  chaque  conique  d'un 
système  (pt,  v)  est  une  courbe  cT ordre  3  v. 

V.  Le  lieu  des  points  de  jcontact  des  tangentes  me"- 
nées  d'un  point  P  à  toutes  les  coniques  d'un  système 
est  une  courbe  de  V  ordre  {fxH-  v),  qui  a  un  point  mul- 
tiple d'ordre  ^  en  P. 

VI.  Le  Heu  des  points  dont  chacun  a  la  même  polaire 
dans  une  conique  donnée  U  et  dans  une  conique  quel- 
conque du  système  (/x,  v)  est  une  courbe  de  l'ordre 

(fi  +  v). 

CoROLi.AiRS.  —  Le  nombre  dés  coniques  (/ia,  v.)  qui 
touchent  une  conique  quelconque  U  est  2  (/ui  -H  v). 

Vn.  Les  tangentes  communes  à  une  conique  donnée  U 
et  aux  coniques  d'un  système  (fx,  v)  ont  leurs  points 
de  contact  avec  ces  dernières  sur  une  courbe  d^ ordre 
2  (fjL  -H  v),  qui  a  2  (fx  H-  v)  points  de  contact  auec  U. 
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Ces  a  ((A  +  v)  points  sont  les  points  de  contact  des  co- 
niques du  système  et  de  la  conique  U. 

VIII.  Le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  d^un 
point  P  sur  les  coniques  du  système  [{k^v)  est  une  courbe 
d^ ordre  (a|ui-+-v),  qui  a  un  point  multiple  d*f>rdr$  [^ 
en  P. 

IX.  Le  lieu  des  sommets  des  coniques  du  système  (fi,  v) 
est  une  courbe  de  l'ordre  (afi  -+-  3  v). 

X.  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  coniques  du 
système  ((ly  v)  et  de  leurs  diamètres  qui  aboutissent  à  un 
point  fixe  est  une  courbe  de  V  ordre  (ji  -f-  ^  v). 

XL  Le  lieu  d\in  point  dont  Vaxe  harmonique,  relalij 
à  une  courbe  d'ordre  m,  coïncide  ai^ee  la  polaire  de  ce 
point  relatii^e  à  une  quelconque  des  coniques  d'un  sys- 
tème (ft,  v), est  une  courbe  de  V ordre  [ft(ni — i)-+-v]  (*). 

CoKOLLAiiLB.  —  Cette  courbe  rencontre  la  courbe 
d'ordre  menm[/x(m — i)-i-v]  points,  en  chacun  des- 
quels une  conique  du  système  touche  la  courbe.  Donc  : 

(*)  Ce  théorème  n'est  point  particulier  aux  coniques;  il  s'applique  à 
des  courbes  d'ordre  quelconque ,  c'est-à-dire  que  :  Lartqu'&m  «  mm  ert- 

tème  decourhts  d'ordre  quelconque  r  déterminée  toute$ par  --^ ^  —  i 

conditions  communes  et  dont  Us  caractéristiques  sont  p,  et  v,  la  lieud'tm 
point  dont  l'axe  harmonique  relatif  à  une  courbe  d'ordre  m  cmncide  «wc 
raxe  harmonique  de  ce  points  relatif  k  une  courbe  quelconque  du  système^ 
est  une  courbe  de  l'ordre  [/^(in  —  i)  -h  v]. 

On  en  conclut  que  le  nombre  des  courbes  du  système,  qui  touchent  mme 
courbe  d'ordre  m,  est  m[pi{^m —  i)-t-vî. 

Plusieurs  autres  propriétés  d'un  système  de  coniques  s'appliquent  pa- 
reillement à  un  système  (/m,  v)  de  courbes  d^ordre  quelconque;  et  sou- 
vent la  fonction  des  earactéristiques  reste  la  mèmei  comme  dans  le  cas 
actuel  et  dans  les  théorèmes  I,  V,  VIII,  XVJ,  XXII.  C'eai  pour  (^  qtic 
j'ai  annoncé  que  ces  recherches,  concernant  les  coniques»  seraieot  «n 
point  de  départ  utile  dans  la  théorie  générale  des  courbes  d'ordre  supé- 
rieur. 
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//   existe^  dans   un   système    de   coniques   (fi^  v), 
ni[fA(m  —  i)  +  v]   coniques,  tangentes  à  une  courbe 
donnée  d*ordre  m. 

COURBES    ENVELOPPES. 

XII.  Les  polaires  d'un  point  enuetoppent  une  courbe 
de  la  classe  fi, 

Xni.  Lorsque  toutes  les  coniques  du  système  (/x,  v) 
sont  tangentes  à  deux  droites  et  satisfont  à  deux  autres 
conditions,  la  courbe  enveloppe  des  polaires  du  point 

de  concours  des  deux  droites  est  de  l'ordre  -• 

XIV.  Les  cordes  que  deux  droites  fixes  interceptent 
dans  toutes  les  coniques  d^un  système  (fx,  v)  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  3fi,  qui  a  deux  tangentes  mal- 
tiples  d'ordre  ft  coïncidant  avec  les  deux  droites. 

XV.  Les  cordes  communes  à  une  conique  \i  et  à 
chaque  conique  d'un  système  (ft^  v)  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  3fA. 

XVI.  Les  tangentes  menées  aux  coniques  (fx?  y)^  pnr 
les  points  oà  elles  coupent  une  droite  donnée  D,  enve- 
toppent  une  courbe  de  la  classe^  (fA+  v),  qui  a  la  droite  D 
pour  tangente  multiple  d'ordre  v. 

CoftOLLAnB  I.  —  La  courbe  de  la  classe  (/x-H  v)  ad- 
met (fx+  y)  tangentes  passant  par  un  point  quelconque. 
Prenant  ce  point  à  Finfini,  sur  une  perpendiculaire  a  la 
droite  D,  on  en  conclut  que  : 

Le  nombre  des  coniques  d'un  système  (jn,  v),  qui  cou- 
pent à  angle  droit  une  droite  donnée,  est  (fi-i-v). 

Corollaire  IL  —  Si  la  droite  D  est  k  Tinfini,  le  théo- 
rème prend  cet  énoncé  : 


(  ao8  ) 
Les  asymptotes  des  coniques  d*un  système  (pt,  v)  em^ 
loppent  une  courbe  de  la  classe  (fA  +  v),  qui  a  une  tan- 
gente  multiple  d^ ordre  v  à  Vinfini, 

Conséquemment  la  courbe  a  v  branches  paraboliques. 

XVn.  V enveloppe  des  droites  dont  chacune  a  le 
même  pôle  dans  une  conique  donnée  U  et  dans  une  co- 
nique quelconque  du  système  (fi,  v)  est  une  courbe  de  la 
classe  (|tA-f-v). 

Cette  courbe  a  2  (/x  +  v)  tangentes  communes  avec  U; 
etleç  a(fA  +  v)  points  de  contact  sur  U  sont  les  points 
où  a  (fi  -f-  v)  coniques  du  système  toucbent  la  conique  D. 

XVm.  Si  par  les  points  oii  wte  conique  U  rencontre 
chaque  conique  d'un  système  {fiy  v)  on  mène  les  tan-^ 
gentes  de  celles-ci,  ces  tangentes  ent^eloppent  une  courbe 
de  la  classe  a  (fA  +  v)  quia  a  (fi  +  v)  points  de  contact 
avecl}. 

Ces  a(fA+v)  points  déterminent  a(fA4-v)  coniqnes 
du  système  tangentes  à  U  en  ces  points. 

XIX.  Les  axes  des  coniques  d* un  système  {fiyv)  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  (|x  -f-  v),  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  v,  à  rinjfini. 

XX.  Lorsqu'un  axe  de  chaque  conique  d'un  système 
(fi,  v),  qui  satisfait  à  trois  autres  conditions,  passe  par 
un  point  fixe,  la  courbe  enveloppe  des  fsutres  axes  est 
delà  classe  av. 

XXI.  Les  diamètres  d'un  système  de  coniques  (ft,  v), 
qui  rencontrent  ces  courbes  sur  une  droite  donnée,  en- 
veloppent une  courbe  de  la  classe  (/i  -f-  2 v),  quia  cette 
droite  pour  tangente  multiple  d'ordre  sv. 

XXII.  Les  normales  dès  coniques  d'un  système  (|x,  v) 


(  «09  ) 
aux  points  de  ces  courbes  situés  sur  une  droite  donnée, 
eni^eloppent  une  courbe  de  la  classe  (a fi -h  v)^  qui  a 
cette  droite  pour  tangente  multiple  d* ordre  (|ul  +  v). 

XXm.  Si  dans  chaque  conique  d^un  système  (jia,  v) 
on  mène  deux  diamètres  rectangulaires,  dont  l'un  passe 
par  un  point  fixe  ^  Vautre  diamètre  enveloppe  une  courbe 
de  la  classe  av,  quia  une  tangente  multiple  d'ordre  v, 
à  Vinfini. 

XXIV.  Les  diamètres  dont  les  conjugués  passent  par 
un  point  donné  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
(fx  +  v),  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  v,  à  Vin- 
fini. 

XXV.  Les  directrices  d'un  système  de  coniques  {fi^  v) 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  (  2]ul  +  v),  quia  une 
tangente  multiple  a* ordre  v,  à  l'infini, 

XXVI.  Dans  un  système  de  coniques  (|x,  v),  dont  une 
directrice  passe  par  un  point  donné,  et  qui  satisfont  à 
trois  conditions  communes^  les  autres  directrices  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  (f^  +  v),  qui  a  une  tan^ 
gente  multiple  d'ordre  v,  à  l'infini, 

XXVn.  Lorsqu'on  a  une  courbe  géométrique  de  la 
classse  71,  et  une  droite  D,  si  de  chaque  point  de  la  droite 
on  mène  les  n  tangentes  de  la  courbe,  et  Taxe  harmonique 
de  la  droite  D  relatif  à  ce  faisceau  de  tangentes,  cet  axe 
passe  toujours  par  un  même  point  I  que  nous  appellerons 
le  pâle  harmonique  de  la  droite  D  (^). 

Cela  posé  : 

Lorsqu'on  a  un  système  de  coniques  (/^,  v)  et  une 
courbe  U'  de  la  classe  n,  V enveloppe  d'une  droite  va- 

(*)  Voir  Aperçu  historique,  p.  6q3.  —  Traité  de  Géométrie  supérieure, 
•rt,  496. 

Amn,  de  Muthémat. ,  a«  série,  t.  V.  (Mai  1866.}  l4 


(  aïo  ) 
riablCf  tqui  a  un  même  pôle  harmonique  dans  la  courbe  U 
et  dans  chaque  conique  du  ^stème,  est  une  courbe  de 
la  classe  [f* -*•  (a~i)  v], 

CoROLLAiRB.  *^  Cette  courbe  an[fi-+-(n  —  i)v]  tan- 
gentes communes  avec  la  courbe  Ù^  en  chacune  des- 
quelles une  conique  du  système  touebe  la  courbe  U'. 
Conséquemment  : 

//  existe  Jï[^[i  -f-  (n  —  i)  v]  coniques  tangentes  à  une 
courbe  de  la  classe  n. 

Cette  formule  n'est  pas  différente  au  fond  de  celle  du 
tbëorème  (XI). 

paoPRifo^  Divtt&Bs  n^tJH  sTSTJsiA  (|uif  v). 

XXVni.  1^  Dans  un  système  de  coniques  (jx,  v),  le 
nombre  de  ces  courbes  qui  divisent  un  segment  donnée 
en  rapport  harmoniquCy  est  fi. 

Corollaire  I.  —  Dans  un  système  de  coniques  (fx,  v), 
il  existe  [i  hyperboles  équilatères. 

Corollaire  II.  —  Un  faisceau  de  coniques  étant 
donné,  ainsi  qiiun  système  de  coniques  (/^y  v),  il  existe 
dans  ce  système  \t.  coniques  homothétiques,  respective- 
ment^ à  fi  coniques  du  faisceau  • 

a^  Ze  nombre  des  coniques  par  rapport  auxquelles 
deux  droites  données  sont  conjuguées,  est  v. 

XXIX.  i^  Dans  un  système  de  coniques  (fx^v),  le 
nombre  des  coniques  semblables  à  une  conique  donnée 
(autre  que  le  cercle  et  Vhyperbole  équilatère)^  est  afi. 

2^  Le  nombre  des  coniques  dont  les  tangentes  menées 
par  un  point  fixe  donné  font  entre  elles  un  angle 
donné,  est  ^v. 

Et  ce  nombre  est  y  quand  V  angle  est  droit. 


(a«0      . 

XXX.  i^  Dans  un  système  de  coniques,  la  condition 
que  les  courbes  coupent  un  segment  donné  en  rapport 
harmonique,  équivaut  à  la  condition  de  passer  par  un 
point. 

C'est-à-dire  que,  si>  dans  up  syst^ipei  qn  chaiige  la 
cDndiUoxi  de  passer  par  xm  point,  fua  celle  du  divisa  im 
segmmit  donn^  harmoniquement,  les  cart^ciéristiques  do 
système  restçut  les  mêmes. 

a^  La  condition  que^  dans  les  coniques  d^un  système^ 
deux  droites  données  soient  conjuguées  par  rapport  à 
toutes  les  coniques  d^un  système,  équivaut  à  celle  que 
les  coniques  soient  toutes  tangentes  à  une  droite. 

Cest-à-dire  que,  si  Ton  remplace  la  condition  de  tou- 
clier  une  droite,  par  la  condition  que  deux  droites  don«> 
nées  soient  conjuguées  relativement  à  toutes  les  coniques 
d'un  système,  les  caractéristiques  du  système  ne  changent 
pas. 

XXXI.  La  condition  d'ayoir  un  foyer  en  un  point 
donnp  équivaut  à  celle  4ç  foucher  deux  dwtes. 

NOTE   DU    EÉDACTEVa. 

Toutes  ces  prqposilions  se  démontrent  en  s^a^^uyant 
8i|r  les  théorèmes  I  ou  II  (p.  ipS).  Comn^e  exemple  nous 
allons  démontrer  la  premiè|*e  proposition,  savoir  :  ' 

Le  lieu  des  pôles  d'une  droite  est  de  V ordre  v. 

Soit  D  la  droite  donnée.  Cherchons  combien  il  y  aiira 
de  pôles  d^  çcjtje  droite  situés  sur  uï^e  jlroite  quelconque  L 
qui  rencontre  D  au  point  S.  Si  le  pôle  de  )a  droite  D  par 
rapport  à  une  conique  du  système  se  trouve  sur  la 
droite  L,  les  droites  D  et  L  et  les  deux  tangentes  menées 
par  le  point  .S  formeront  un  faisceau  harmonique.  La 
question  revient  donc  à  celle-ci  : 

,4. 


(  îïïa  ) 
Étant  données  deux  droites  SE  et  SF,  combien  existe^ 
t^il  de  coniques  telles,  que  les  tangentes  menées  du 
point  S  soient  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  SE 

et  à  SF? 

Soit  SX  une  droite  partant  du  point  S.  Elle  tou- 
chera y  coniques,  soit  SX'  la  seconde  tangente  menée 
dé  S  à  une  de  ees  v  coniques  et  SU  la  conjuguée  harmo- 
nique de  SX'  par  rapport  à  SE  et  SF.  A  chaque  droite  SX 
correspondent  v  droites  SU  et  réciproquement  à  chaque 
droite  SU  correspondent  v  droites  SX.  Donc  il  y  aura  2 y 
droites  SU  coïncidant  avec  la  droite  correspondante  SX. 
Mais  comme  les  tangentes  SX'  et  SX  menées  à  la  même 
conique  correspondent  à  la  même  solution,  il  n'y  a  donc 
que  V  solutions.  La  droite  L  rencontre  donc  en  v  points 
le  lieu  des  pôles  qui  est  ainsi  de  Tordre  v. 

c.    Q.    F.    D. 

n  importe  de  remarquer  que  dans  toutes  les  parties  de 
la  méthode,  les  conditions  Z,  Z',. . .  de  chaque  système 
doivent  avoir  entre  elles  une  entière  indépendance.  Si 
par  eicemple  les  coniques  doivent  toucher  uue  courbe 
donnée  U,  cette  courbe  ne  doit  avoir  aucune  relation 
avec  les  autres  données  de  la  question  :  de  sorte  que  si 
parmi  celles-ci  se  trouve  la  condition  que  toutes  les  co- 
niques passent  par  un  même  point,  la  courbe  U  est  sup- 
posée ne  pas  passer  par  ce  point.  De  même  le  lieu  des 
centres  ne  serait  pas  du  degré  v,  si  Tune  des  conditions 
du  système  (fi^  v)  était  que  ce  centre  se  trouve  sur  une 
courbe  donnée. 

Lorsqu'il  existe  entre  les  conditions  données  Z,  Z\  Z^. . . 
certaines  dépendances  ou  des  conditions  subsidiaires  (^), 


(*)  Par  exemple,  le  nombre  des  coniques  (/a,  v)>  qui  sont  tangentes  à 
une  conique  quelconque  U,  est  3  (/ui+  y)  :  mais  si  U  est  une  conique  du 
système,  ce  nombre  n'est  plus  que  2(^-4-y  —  3;. 


(a.3) 
les  résultats  sont  différents  et  ne  peuvent  pas  se  conclure 
immédiatement  des  formules  primitives.  Il  faut  traiter 
directement  ces  cas  partidùliers,  mais  par  la  méthode  gé- 
nérale. La  formule  générale,  qui  comprend  la  solution 
de  toutes  les  questions,  s'applique  aussi  à  tous  les  cas 
particuliers,  puisqu'il  suffit  de  mettre  dans  cette  formule 
les  paramètres  a,  S,  qui  conviennent  à  ces  cas  particu- 
liers. P. 


SUR  LA  TRANSFORMATION  QUABRIODE  C*); 

Par  m.  t. -a.  HIRST. 


M.  Transon ,  dans  le  numéro  de  février  dernier  des  Nou- 
velles  AnnaleSy  a  très-justement  observé  que  la  méthode 
de  Tinversion  quadrique  et  celle  de  la  projection  gauche 
sont  essentiellement  distinctes.  Cependant,  les  deux  mé- 
thodes sont  des  cas  particuliers  de  la  transformation 
qui  a  été  d'abord  étudiée  analytiquement  par  Magnus, 
dans  le  VIU*  volume  du  Journal  de  Crelle,  et  géomé- 
triquement, par  moi-même,  dans  un  Mémoire  inédit 
communiqué  en  septembre  dernier  à  Y  Association  Bri- 
tannique. D'abord  Magnus  a  supposé  à  tort  que  sa  mé- 
thode de  transformation  était  la  plus  générale  de  celles 
dans  lesquelles  à  un  point  de  Fun  des  systèmes  corres- 
pond un  seul  point  de  Tautre.  Les  recherches  subsé- 
quentes de  Cremona,de  Jonquières,  Clebsch  et  Cajley  ont 
montré  que  cela  n'a  pas  lieu  :  la  transformation  de 
Magnus  est  seulement  la  plus  générale  de  celles  mention^ 
nées  plus  haut,  pour  lesquelles  à  chaque  ligne  droite  cor'- 

(*)  On  ihe  tfuadiie  transformation. 


(  ai4  ) 
respond  une  conique.  Toutes  les  coniques  qui)  dans  la 
méthode  de  la  transforfnatioH  quadriqUe^  correspondent 
âun  ligties  droites  de  Tun  ou  de  l'autre  système,  passent 
nëceésairemeot  par  trois  points  noihmés  par  Mâgnus 
poinU  principaux  de  la  transformation.  Je  ihe  proposé, 
après  Avoir  doniié  la  plus  simple  définition  de  la  trans- 
formation quadrlque^  de  montrer  comment,  en  plaçant 
d'une  manière  convenable  les  points  principaux,  die 
devient  identique,  d'une  part,  avec  la  méthode  de  la  pro- 
jection inverse  proposée  et  développée,  il  y  a  quarante- 
quatre  ans,  par  Steiner,  dans  son  célèbre  ouvrage  Syste- 
matische  Entvrich^iigy  etc.i^  et  récemolent  reproduite 
par  M.  Transon  qui,  sans  aucun  doute,  y  était  conduit 
par  ses  propres  recherches;  et,  d'autre  part,  avec  la  mé- 
thode de  l'inversion  quadrique  qui,  comme  je  l'ai  observé 
ailleurs,  a  été  skiggérée  par  Bellaviti^. 

1.  I^our  établir  une  correspondance  entre  les  divers 
points  d'un  plan,  prenons  deux  couples  de  points  B,B'  et 
C,  C^  et  considéroUs-lés  comme  les  sommets  de  deux 
couples  de  faisceaux  homographiques  [6],  ]]B']  et  [C], 
[C].  Alors  à  chaque  point  P,  considéré  comme  l'inter- 
section de  deux  rayons  BP,  CP  des  deux  faisceaux 
[B],  [C]  correspondra  un  point  unique  déterminé  par 
Fintersection  des  deux  rayons  correspondants  B'P',  CF 
des  faisceaux  [  B'],  [C],  respectivement  homographiques 
à  [B]  et  [C]. 

2.  Si  à  la  ligne  fiC,  considérée  comme  rayon  commun 
des  faisceaux  [6]  et  [C],  correspond  dans  les  fais^ 
ceaux  [B']  et  [C]  la  ligne  B'C,  la  correspondance  entre 
les  points  P  et  P'  sera  simplement  Thomographique^ 
telle  que  l'a  définie  M.  Chastes  dans  la  Géométrie  su- 
périeure. Mais  si  à  BC  correspondent  les  rayons  B'A' 
etCA'  dans  les  faisceaux  [B'j  et  [Oj%  et  que  sembla- 


(.15) 
blement  à  BfC  correspondent  BÂ  et  CA  daus  [B]  et  [C], 
le  mode  de  correspondance  entre  les  points  P  et  P  sera 
identique  à  celui  considéré  par  Magnus.  J'appellerai  A,  A^^ 
696^9  C,C'  les  trois  couples  de  points  homologues  princi- 
pauz. 

3.  Ces  points  sont  exceptionnels  bn  ce  que  chacun  a 
an  nombre  infini  de  points  correspondants.  Au  point  A, 
par  exemple,  correspond  un  point  quelconque  de  B'C, 
et  au  point  A'  an  point  quelconque  de  BC.  En  outre,  à 
chaque  poiat  de  BA  correspond,  comme  on  peut  le  Yoir 
facilement,  le  point  C\  et  ainsi  de  suite.  Bref,  à  chaque 
point  situé  sur  une  ligne  principale  correspond  l  ho- 
mologue du  point  principal  opposé,  et  vice  versa. 

4.  Réciproquement,  à  uwe  droite  de  chaque  système 
correspond^  en  général^  une  conique  qui  passe  par  les 
points  principaux  de  l'autre  système.  Car  nous  pouvona 
regarder  toute  ligne  droite  L  oomme  le  lieu  de  Tinter- 
section  des  rayons  corresponddPts  de  deux  faisceaux 
hoaiograpbiques  [B]  et  [C],  qui  ont  un  couple  de  rayons 
correspondants  qui  coïncident  av^c  BC,  Les  faisceaux 
correspondants  [B^]  et  [C'j  seront  alors  aussi  homogra- 
phiques,  et  FA',  C'A'  seront  un  couple  de  rayons  cor- 
respondants, qui,  par  conséquent,  engendrent  ime  co- 
nique [S'],  passant  par  les  points  A',  B',  C.  Sembla- 
blement,  à  chaque  droite  V  correspondra  une  conique  [S] 
passant  par  A,B,C,  et  réciproquement  à  chaque  conique 
passant  par  les  trois  points  principaux  de  Tun  des  sys- 
tèmes correspondra  une  ligne  droite  dans  Tautre  système. 

5.  Plus  généralement,  si  n  et  /s'  désignent  l'ordre  de 
deux  courbes  correspondantes,  a  et  a',  b  et  b\  c  et  </, 
pespeclivement,  ks  nombres  de  fois  qu'elles  passent 
par  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C,  ou  pourra  facilement  établir 


le5  relations  symétriques  suivantes  . 

a!  z=Ln  —  h  —  c,  a-=:  n'  —  b*  —  c', 

b' z=in  —  c  —  flf,  b  z=z  n*  —  e'  —  a\ 

c'  z=z  n  —  a  —  ^,  c  z=^  n'  —  a'  —  b\ 

/i'  :zz  2/1  —  (<î  -I-  ^  -f-  c)  ;  «  =  a/i'  —  (û'  -I-  A'  -h  </). 

6.  En  général,  il  y  a  seulement  quatre  points  du  plan 
tels,  que  chacun  d^ux  coïncide  avec  son  correspondant. 
On  peut  démontrer  comme  il  suit  Texistence  de  ces 
points  doubles.  Je  prends  un  point  P  comme  centre 
d^un  faisceau  de  rayons  [P]  :  ce  dernier  sera  manifeste- 
ment homographique  au  faisceau  des  coniques  corres- 
pondantes [A',B',  CjP']  (4),  elle  lieu  des  intersections 
des  éléments  correspondants  des  deux  faisceaux  sera  une 
cubique  [C]  passant  par  A',  B',  C,  F,  P,  qui  peut  être 
définie  le  lieu  des  points  du  second  sjrstème  qui  sont 
situésy  ai^ec  leurs  correspondants ^  sur  des  lignes  gui 
conifergent  au  point  P.  A  tout  point  de  convergence  Pi 
sera  de  même  associée  une  autre  cubique  [Ci]  qui  cou- 
pera [C]  aux  trois  points  principaux  A^,  B',  G  et  aux 
deux  points  du  second  système  situés,  avec  leurs  cor- 
respondants, sur  la  ligne  PPi.  Les  quatre  intersections 
qui  restent  seront  les  quatre  points  doubles  demandés, 
autrement  chacun  serait  situé  avec  son  correspondant 
sur  une  ligne  qui  passe  par  P  aussi  bien  que  par  Pi,  ce 
qui  est  impossible. 

7.  Il  doit  être  observé  que  les  trois  couples  de  points 
homologues  principaux  étant  donnés,  la  transformation 
est  parfaitement  déterminée  dès  que  Ton  connaît  un  seul 
couple  de  points  correspondants.  Je  signalerai  briève- 
ment quelques  cas  spéciaux. 

Cliacun  des  points  principaux  A ,  A'  est  situé  sur  la 
ligne  principale  opposée,  à  son  Iwmologue  A\  A  :  alors, 
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puisque  chacun  des  points  A  et  A' coïncide  avec  un  de 
ses  points  correspondants  (3),  il  est  manifeste  que  s'il 
en  est  de  même  d'un  autre  point  de  A  A'  (  et  la  suppo- 
sition est  permise),  chaque  point  de  A  A' coïncidera  avec 
son  point  correspondant.  De  plus,  chacune  des  lignes  BB' 
et  ce,  r^ardëe  comme  une  des  lignes  de  l'un  ou  de  l'autre 
système,  coïncidera  avec  la  ligne  correspondante,  en  sorte 
que  leur  point  d'intersection  D coïncidera  avec  son  corres- 
pondant. En  fait,  la  cubique  (C)^  lieu  de  tous  les  points 
du  second  système  situés,  avec  leurs  correspondants,  sur 
des  droites  qui  convei^ent  vers  un  point  P  (6),  se  décom- 
pose dans  la  ligne  droite  AA^  et  la  conique  (BXTF).  De 
même,  la  cubique  (C|),  associée  à  un  autre  point  P|,  se 
compose  de  la  droite  AA|  et  de  la  conique  (B'CPiP\), 
et,  ces  coniques  se  coupant  en  B',  C  et  en  un  point 
dePPj,  elles  passent  par  D.  Ce  cas  de  la  transforma- 
tion quadrique  coïncide  évidemment  avec  la  projection 
gauche  de  Sleiuer,  pourvu  que,  ainsi  que  M.  Transon  Ta 
observé,  on  fasse  coïncider  le  plan  de  projection  avec  le 
plan  de  la  figure  primitive. 

8.  D'autres  cas  spéciaux  dignes  de  remarque  naissent 
de  Thypothèse  de  la  coïncidence  des  deux  triangles  prin- 
cipauXy  cette  coïncidence  peut  arriver  de  plusieurs  ma- 
nières. 

i®  En  c flaque  sommet  de  deux  triangles  principaux 
deux  points  homologues  principaux  coïncident. 

C'est-à-dire  que  A  coïncide  avec  A',  B  avec  F,  et  C 
avec  C.  Il  est  manifeste  que  les  quatre  points  doubles  Di, 
D|,  D3,  Di  forment  alors  un  quadrilatère  dont  les  côtés 
opposés  se  rencontrent  aux  sommets  du  triangle  prin- 
cipal ;  car  ces  points  doubles  sont  sur  les  rayons  doubles 
de  chacun  des  trois  couples  de  faisceaux  concentriques 
elhomographiques  [A],  [A]^  [B],  [B']-,  [C],  [C].  De 
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plus,  on  voit  facilemetit  que  les  polaires  d'un  point  P 
relativemeot  aux  diverses  ooniques  du  faisceau  [Dit  De, 
Dt,  D4]  passent  par  le  point  correspondant  V.  Ce  cas  spé- 
cial de  la  transformatioa  quadrique  est  connu  depuis 
loii^temps.  Sakiion,  Beltrami,  Bellavicis»  le  profeesciar 
Newton  {de  rAméHque)  et  d'autres  Tout  étudié. 

û9  En  un  sûul  sommet  du  îriangiê  prirvùipal  coM- 
cùient  deux  peints  komologvces  principarix. 

Que  A  coïncide  avec  A',  B  avec  Cet  C  avec  B^,  (VC) 
et  (BC)  sont  maintenant  des  points  doubles,  et  AB,  AC 
sont  les  rayons  doubles  des  faisceaux  bomographiques 
[A],  [A'j;  si  nous  supposons  qu'un  autre  rayon  du  fais- 
ceau [A]  coïncide  avec  son  correspondant  dans  [ A'],  tous 
les  faisceaux  correspondants  coïncident,  et  nous  aurons  le 
cas  de  nnversion  quadrique.  Sur  cbaque  rayon  mené  par 
le  point  (  AA'),  les  points  correspondants  P,  F  formeront 
une  învolution,  et  les  points  doubles  de  ces  diverses  in- 
volutions  seront  sur  une  conique  qui  touche  les  droites 
AB,  AG  en  B  et  C.  C^èst  la  conique  fondamentale  F  de 
Finversion  quadrique,  et  P,  P  sont  relativement  à  elle 
des  points  conjugués.  Les  cubiques  (C)  et  (Ci),  associées 
à  deux  points  P,  P|,  se  décomposent  dans  la  conique  F 
et  les  lignes  droites  PA,  P|  A.  Les  points  de  la  conique  F 
sont  donc  les  seuls  points  doubles. 

i^  En  aucun  sommet  du  triangle  princ^ml  ne  coïn- 
cident deux  points  homologues  principaux. 

Cette  méthode,  où,  par  exemple,  A  et  C^  B  et  A',  Cet 
B'  coïncident,  n'a  pas,  que  je  sache,  été  étudiée  jusqu'à 
présent.  Je  n'ai  point  Tintentèon  de  l'étudier  ici  ^  je  remar- 
querai simplement  que  des  quatre  points  doubles  trois^ 
coïncident  avec  les  sommets  du  triangle  principal. 
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SIIR  U  CYGLIM; 

Pae   m.   a.  GODAAT, 


On  nomme  cyclide  la  surface  enveloppe  des  sphères 
langemes  à  trois  bphèreis  fixes. 

La  cjdide  a  quatre  nappes,  de  mèm«  qu'il  y  a  quatre 
séries  de  cercles  tangents  k  trois  oaxJes  fixes.  Dans  ce 
qui  va  suivre,  nous  considërerotts  une  nappe  isolée,  que 
nous  pouvons  définir  de  la  manière  suivante  :  Nous 
avons  dans  un  plan  deux  cercles  fixes  (o)et*(o'))et  nous 
iotaginons  tous  les  cercles  tels  que  [a)  tangents  extérieur 
renent  à  (o')  et  intérieurement  à  (o).  Les  spbères  qui 
ont  les  cercles  {a)  pour  grands  celcles  enveloppent  une 
nappe  de  la  cyclide. 

Si  BOUS  coBfiidérons  deux  «phères  (a)  suffisamment 
rapprochées  pour  qu'elles  se  ooupent,  nous  voyons  que 
leur  cercle  commun  prendra  une  position  limite  quand 
Tune  des  sphères  viendra  se  confondre  avec  l'autre^  cette 
position  limite  du  cercle  sera  précisément  la  ligne  de 
contact  de  la  sphère  ^a)  avec  la  cyctide. 

Les  plans  de  tous  ces  cercles  de  contact  sont  évîdem* 
ment  perpendiculaires  au  plan  des  cercles  (  o  )  et  (o')  ^  et  de 
plus  ils  passent  tous  par  une  même  droite.  Nous  savons 
en  effet  que  si  Ton  mène  un  cercle  tangent  i  deux  cercks 
fixes,  la  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact  con- 
tient toujours  un  des  centres  de  similitude  des  cercles 
fixes.  Ainsi,  le  cercle  (a)  touche  les  deux  circonférences 
(o)  et  (o')  aux  points  A  et  /,  et  la  ligne  kl  y  a  passer  par  le 
ceptre  de  similiuide  inverse  Q  de  (o)  et  (o').  Et  par 
conséquent  la  sphère  (a)  touche  la  cydide  suivant  un 
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cercle  projeté  sur  /r/,  dont  le  plan  contient  la  ligne  me- 
née  par  C/  perpendiculairement  au  plan  de  (o)  et  ((/). 

M.  Dupin,  dans  ses  Applications  de  Géométrie^  p.  200, 
étudie  la  surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont 
circulaires.  Il  démontre  que  cette  surface  est  nécessaire- 
ment Teuveloppe  des  sphères  tangentes  à  trois  sphères 
fixes.  Il  lui  donne  le  nom  de  cyclide  et  en  expose  les 
principales  propriétés. 

M.  Mannheim,  au  moyen  de  la  méthode  de  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques^  ramène  Tétade 
de  la  cyclide  à  Fétude  du  tore.  Il  démontre  avec  beau- 
coup d^ élégance  les  propriétés  déjà  connues  de  cette  sur- 
face et  en  indique  plusieurs  tout  à  fait  nouvelles.  Ainsi, 
M.  Mannheim  fait  voir  que  toute  sphère  bitangenu 
rencontre  la  cyclide  suivant  deux  circonférences.  D'où 
il  conclut  que  tout  plan  bitangent  contient  également 
deux  cercles  de  la  surface  (Nouvelles  Annales,  t.  XIX, 

P-  67). 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  les  plans  bi- 
tangents  à  la  cyclide  enveloppent  un  cône,  que  ce  cône 
est  du  second  degré,  et  qu  il  touche  la  surface  suivant  une 
ligne  sphérique. 

Commençons  par  chercher  Tintersection  de  la  cyclide 
avec  une  sphère  bitangente  qui  ait  son  centre  dans  le 
plan  des  cercles  (o)  et  (o').  Nous  savons,  d'après  le 
théorème  de  M.  Mannheim,  que  cette  intersection  se 
compose  de  deux  cercles.  Nous  allons  donner  de  ce  fait 
une.  nouvelle  démonstration  qui  nous  indiquera  la  posi- 
tion du  plan  bitangent. 

Le  plan  qui  contient  les  cercles  (o)  et  (o')  et  aussi  le 
ceatre  de  la  sphère  bitangente  considérée  coupe  cette 
dernière  suivant  un  cercle  qui  touche  à  la  fois  (o)  et  (c/). 
Les  deux  points  de  contact  seront  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  centre  de  similitude  C^. 


(  aai  ) 

EtTëciproquement,  si  par  Cj  nous  menons  une  droite 
quelconque  CjS  {*)^  elle  coupera  les  cercles  (o)  et  {o') 
en  quatre  points  a,  /3,  a',  |3',  et  Ton  pourra  toujours 
construire  une  circonférence  qui  touche  (o)  en  a  et  (o') 
en  af.  De  même  on  pourra  toujours  construire  une  cir- 
conférence tangente  en  |3  au  cercle  (o')  et  en  |3'  au 
cercle  (o). 

Si  Ton  joint  o  et  a,  o'  et  af,  les  deuic  lignes  ainsi  obte- 
nues se  rencontrent  en  /  qui  est  le  centre  du  cercle  qui 
toucbe  (o)  en  a  et  (o')  en  a\ 

Si  Ton  joint  de  même  o  à  jS'  et  o'  à  |3,  on  obtiendra  un 
second  cercle  {y)  Ungent  à  (o')  en  ^  et  à  (o)  en  |S'. 

Considérons  en  particulier  la  sphère  qui  a  (/)  pour 
grand  cercle  et  qui  est  bitangente  à  la  cyclide  aux  points  a 
et  af.  La  sphère  (/)  coupe  Tune  des  sphères  généra- 
trices (a)  suivant  un  cercle  projeté  sur  A/.  Mais  la 
sphère  génératrice  (a)  touche  la  cyclide  suivant  un  cercle 
projeté  sur  A/,  de  sorte  que  le  point  fx,  intersection  de  hf 
et  de  kly  est  la  projection  de  deux  points  communs  à  la 
cyclide  «t  à  la  sphère  (/). 

Quand  la  sphère  (a)  engendre  la  cyclide,  le  point  [x 
engendre  une  courbe  dont  nous  allons  déterminer  la  na- 
ture, et  qui  est  la  projection  de  l'intersection  de  la 
sphère  (/)  avec  la  cyclide. 

hfesi  la  tangente  en  fi  au  lieu  décrit  par  le  point  [i. 
Car  deux  lignes  infiniment  voisines  telles  que  hf  se 
rencontrent  sur  la  corde  commune  aux  deux  circonfé- 
rences (a)  correspondantes.  Or,  cette  corde  commune 
qui  passe,  constamment  par  C«-  a  précisément  pour 
limite  kl. 

Si  nous  menons  la  tangente  en  /  à  la  circonférence  (o  ), 
elle  coupera  hf  en  I.  Ce  point  est  sur  la  tangente  menée 

(*)  Le  point  S  est  situé  sur  Taie  radical  de  (o)  et  de  {o'). 
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en  A  à  la  oireonféranoe  (o).  Le  point  I  est  en  effet  le 
point  de  cpnooun  des  trois  cordes  rommunes  aux  cirroii- 
férences  (a),  (o)  et  (/). 

A  un  point  fi  correspond  donc  sur  le  cercle  (o)  un 
point  /,  ces  deui[  points  étant  situés  sur  une  droite  qui 
passe  toujours  par  le  point  fixe  C.-  pendant  que  les  tan- 
gentes à  leurs  courbes  respectives  se  rencontrent  en  I  snr 
la  droite  fixe  la. 

Nous  concluons  de  là  que  lorsque  la  qphére  (<i)  en- 
gendre la  cyclide,  le  point  jx  décrit  une  courbe  komolo- 
gique  de  (o),  C/  étant  le  centre  et  al  Taxe  d'homologie. 

Or,  la  courbe  homologique  d^un  cercle  est  une  coni- 
que (*).  Donc  le  lieu  des  points  fi  est  une  conique. 

hj  se  confond  en  a  avec  la  tangente  au  cercle  (o)  eten 
af  avec  la  tangente  au  cercle  (o').  Ainsi  la  conique  dé- 
crite par  fi  est  tangente  en  a  et  o'  au  cercle  (/). 

Le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  courbe  fi  ren- 
.  contre  la  sphère  (/)  suivant  Tiptersection  cherchée.  Le 
cylindre  et  la  sphère  ont  un  double  contact  en  a  et  a'.  Il 
résulte  d'un  théorème  de  Monge  {*^)  que  ocs  deux  sur- 
faces ont  en  commun  deux  courbes  planes  et  par  consé- 
quent deux  cercles  qui  se  coupent  en  a  et  a'. 

La  sphère  (y)  rencontre  de  même  la  cydide  suivant 
deux  autres  cercles  qui  se  coupent  en  /3  et  |3^  J^ajoute 
que  ces  quatre  cercles  sont  deux  è  deux  dans  le  même 
plan. 

En  effet,  le  plan  qui,  passant  par  a  et  o^,  contient  l'un 


(*)  PoRCKLET,  Traité  des  Propriétés  projeetives  des  figures,  t.  I. 

(***)  Deux  surfaces  du  second  degré  qui  ont  un  double  contact  se  remeontretii 
sui%HuU  deux  courbes  planes  :  théorèiD«  énoncé  par  Moogie,  démoatié  p«r 
M.  ChMiee  dans  la  Correspondance  de  VÊcoU  Polr technique,  t.  lU,  p.  336. 

Voir,  dans  le  si  remarquable  Supplément  au  Traité  des  Propriétés  profee- 
tiveSf  réiégante  démonstration  que  le  général  Poncelet  donne  de  ce  théo- 
rème. 
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des  cercles  communs  â  la  sphère  (/)  et  à  la  cjelide^  ren- 
contre en  deux  poinli  le  cercle  suivant  lequel  se  coupent 
(y)  ^^  W)*  Ces  deux  points  sont  évidemment  communs 
a  la  sphère  (y)  et  à  la  cyclide.  Ils  appartiennent  à  Tun 
des  deux  cercles  de  (7).  Et  comme  ce  cercle  passe  déjà 
par  |3  et  ^\  il  se  trouve  bien  placé  dans  le  plan  précé- 
demmeol  considéré.  Ce  plan  est  bitangent  à  la  surface 
aux  deux  points  communs  aux  cercles  qu'il  renferme  {*). 

Mais  a^'  passe  par  le  point  fixe  Q,  d'où  nous  concluons 
que  les  plans  bitangents  ens^eloppent  un  cône. 

Nous  allons  voir  de  plus  que  ce  cône  est  du  second 
ordre. 

Nous  savons  que  lorsque  deux  cercles  sont  tangents  à 
deux  autres,  leur  corde  commune  passe  par  un  centre  de 
similitude  des  deux  derniers.  Ainsi  la  corde  commune 
MM'  à  (y)  et  (y')  passe  par  C^,  centre  de  similitude  di- 
recte de  (o)  et  (o'). 

Nous  avons  déjà  précédemment  remarqué  que  les  deux 
points  de  contact  du  plan  bitangent  sont  sur  le  cercle 
commun  aux  sphères  (y)  et  (/),  qui  se  projette  sur  MM^ 
Si  maintenant  nous  considérons  le  cône  enveloppe,  nous 
voyona  que,  C^a  étant  la  traœ  d'un  plan  tangent  ^  ce 
cône,  Cd  M  sera  la  projection  de  la  génératrice  de  contact. 

Cd^  6t  CjM  sont,  comme  nous  allons  le  démontrer, 
parallèles  à  un  système  de  diamètres  conjugués  d'une  co- 
nique qui  aurait  pour  axe  C^  9  (^^).Or  c'est  là  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  cône  soit  d^  second 
degré. 

Remarquons  qpe  C^a  rencontre  yy'  en  un  point  S 
précisément  situé  sur  la  corde  commune  Sa  à  (o)  et  (o'). 

(*)  La  cyclide  offre  un  cas  particulier  des  surfaces  anallagmatiques  du 
quatrième  ordre  étudiées  par  M.  Moutard. 

[**)  Le  point  9  est  sur  l'ave  radical  de  (0)  et  de  (0'). 
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En  eâet,  les  deux  cercles  (o)  ei  (o')  étant  tangents  à  la 
fois  à  (y)  et  à  (7'),  leur  corde  commune  contient  Tun  des 
centres  de  similitude  de  (y)  et  {y') .  D'ailleurs,  la  droite  x^' 
qui  joint  les  points  de  contact  passe  paiement  par  ce 
centre  de  similitude,  qui  est  encore  nécessairement  situé 
sur  la  ligne  des  centres  yy\  Ainsi  les  trois  lignes  yy'^ 
Cjff,  aS  se  coupent  bien  au  même  point.  Ceci  posé,  dé- 
signons par  €  et  e'  les  angles  que  font  avec  oo\  les  deux 
lignes  CdOt  et  C^jM^  et  observons  que  MM',  corde  com- 
mune à  (y)  et  (y'),  est  perpendiculaire  sur  la  lignedes 
centres  yy\ 

Le  triangle  rectangle  SC^jœ  donne 

S<r 

Le  triangle  rectangle  cdSa  donne 

S(r 
lang  t'= » 


d'( 


ou 


tangi  X  lang  •'  =  —  -—==  const. , 

ce  qui  caractérise  les  deux  directions  de  deux  diamètres 
conjugués  d'une  conique. 

On  peut  donc  circonscrire  à  la  aycUtle  un  cône  bilan- 
gent  du  second  degré  (*). 

'    Nous  déterminerons  la  ligne  de  contact  en  remarquant 
que  les  points  tels  que  IVf  sont  disposés  sur  une  circonfé- 
rence décrite  de  o)  (**)  comme  centre.  En  effet, 
CiM  X  CrfM'  =  Cdd  X  Crfa'. 


(*)  Uans  ranaUagmatiqae  générale  du  quatrième  ordre,  les  plans  dou- 
blement tangents  se  répartissent  suiyant  les  plans  tangents  à  cinq  cAnes 
du  second  degré  (voir  dans  les  Nouvelles  Annales,  i^  série,  t.  III,  p.  206,  la 
note  de  M.  Moutard). 

(**)  Le  point  u  est  au  milieu  de  la  ligne  00'. 
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Ce  dernier  produit  est  constant,  parce  queC^  est  le  centre 
de  similitude  de  (o)  et  (o').  De  plus,  MM' corde  com- 
mune à  (y)  et  {y')  est  perpendiculaire  en  son  milieu  D 
à  la  ligne  des  centres  yy '.  Le  point  D  décrit  donc  une  cir- 
conférence dont  Cl)  Cd  est  le  diamètre  \  et  il  est  ainsi  prouvé 
que  M  et  M' sont  sur  une  même  circonférence  dont  (ù  est 
le  centime.  La  sphère  qui  a  pour  grand  cercle  la  circonfé- 
rence décrite  par  M  passe  évidemment  par  l'intersection 
des  sphères  (y)  et  (y').  EUe  contient  donc  les  points  de 
contact  du  cône  avec  la  cyclide. 

Ainsi  la  ligne  de  contact  dit  cône  est  la  ligne  com- 
mune à  la  sphère  ((ù)  et  à  la  cyclide. 

Au  surplus,  il  serait  facile  de  construire  par  points  la 
projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  oo\  Décrivons 
de  S  comme  centre  une  circonférence  qui  passe  par  M. 
Elle  sera  orthc^onale  à  (o)  et  à  (o'),  parce  que  S  est  le 
centre  de  similitude  de  (y)  et  (y').  Par  conséquent,  Ites 
deux  points  d'intersection  p  et  q  sont  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  centre  de  similitude  directe  Q  de  (o)  et  (o'). 
La  ligne-;;^  est,  d'après  une  remarque  faite  au  commen- 
cement de  cet  article,  la  projection  d'un  cercle  de  la 
cyclide.  Ce  cercle  coupe  le  cercle  commuii  aux  sphères  (y) 
et  (y'),  projeté  sur  MM'j  car  le  cercle  pq  et  le  cercle  MM' 
sont  tous  deux  sur  la  sphère  S.  Or  le  cercle  MM'  contient, 
comme  nous  le  savons,  les  points  de  contact  relatifs  au 
plan  bitangent.  Donc  ces  points  se  projettent  sur  m  où  se 
coupent  les  deux  droites  pq  et  MM'. 


.4fin.  df  Maihrmat.,  i^  série,  t.  V.  (Mai  1S6G.) 
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SOLUTION  n  QUESTIONS 
PROPOSftiS  BANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  6S6 

(TOfr  I*  iérie,  loni«  Hl,  p«g«  ilk); 

Démontrer  géométriquement  que  la  diwion  de  la 
circonférence  en  sept  parties  égales  se  ramène  à  la  tri- 
section de  r angle  dont  la  tangente  est  égale  à  3  ^. 

(Mâtthew  CoLLurs.) 

Oo  sait  que  rin^cripUaii  de  ThepUgone  $e  ramine  à 
la  résolution  de  deux  éqùationa,  Tune  du  deuxième  degré, 
r  autre  du  troiaième.  Or^  la  résolution  d'une  équation  du 
troisième  degré  (qui  a  ses  trois  racines  réelles)  peut 
toijyours  se  ramener  à  la  trisection  d  un  angle.  Ce  sont  U 
sans  doute  les  considérations  qui  ont  conduit  M>  M*  Col- 
lins  à  la  construction  suivante,  qu'il  nous  a  communi- 
quée» et  dont  la  vérification  n^ofîre  aucune  diflSculté. 

Soient  hOM  et  BOB'  deux  diamètres  perpendiculaires 

l'un  k  Tautre;  prenez  du  côté  du  point  A',  OO'  =?  ^  OM\ 

soit  AE  le  sixième  de  la  circonférence^  menez  EC  paral- 
lèle à  AA'  et  qui  rencontre  BB'  en  (  ^  du  point  O'  comme 
centre  décrivez  l'arc  bW  (le  point  V  est  sur  BB'). 
Soit  &D  le  tiers  de  cet  arc.  En  prolongeant  jusqu^à  la  ren- 
contre du  premier  cercle  en  Z  une  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  D  sur  AA^  Tare  AZ  sera  le  septième  de  la 
circonférence  proposée.  P. 


(  îiî»7  ) 
Question  742 

(Tolrriért«,t.  IT,  p.4ff)i 

Pak  m.  l.  lagauchie. 

Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées  à  un 
triangle  donné  est  la  circonférence  des  neuf  points  de 
ce  triangle.  (J.  Griffiths.) 

Soit  ABC  le  triangle;  a,  |3,  y  les  milieux  de  ses  côtés; 
les  droites  |3y,  yoc^  a|3  toucheront  les  paraboles  conjuguées 
an  triangle  ÂBC.  Le  lieu  des  foyers  est  donc  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  a^y,  c'est-à-dire  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  proposé. 

Noie.  —  Antres  démoDstrations  par  MM.  Bauquenne,  F.  Richard,  Elliot. 
Hatté^  Niébylowski,  Museau,  Delaunay  et  de  Viaris,  Marinier»  Vient, 
Rondo  t. 


Question  743 

(Toiri-férle,  t.  IV.p.  41»); 

Par  m.  L.  LACAUCHIE. 

Soient  a',  h\  c'  les  points  auxquels  les  côtés  d^un 
triangle  ABC  sont  touchés  par  le  cercle  inscrit^  par  cka^ 
cun  des  sommets  A,  B,  C  on  mène  une  droite  parallèle  à 
raxe  d^homologie  des  triangles  KRC^  a'  V c?^  et  on  rfe- 
signe  par  x,  y,  z  les  points  de  leur  intersection  ayec  les 
côtés  BC,  CA,  AB,  et  par  p  le  pied  de  la  perpendicu- 
lairc  abaissée  du  centre  du  cercle  inscrit  [a'b^c')  sur 
Vaoce  d^homologie  des  triangles  ABC,  ûcyz  :  démontrer 
que  la  circonférence  des  neuf  points  du  triangle  ABC 
touche  la  circonférence  inscrite  {^a'b'c')   au  point  p, 

(J.  Gbiffiths.) 

Il   est  aisé  de  ramener  cette  construction  à  celle  qui 

i5. 


(  ^^^  ) 

faitrobjetdelaNoteinséréeparM.  Gerono,p.  22i(i865). 

Les  droites  AH,  BG,  CM  ne  sont  autres  que  les  droites 

Ax,  B^-,  Cz  de  renoncé  précédent.  En  effet,  soient  a, 


0, 


j3,  7  les  trois  points  qui  déterminent  Taxe  d'homologiedes 
triangles  ABC  et  a*Vc'\  on  sait  que  a  est  le  conjugué 
harmonique  de  a!  par  rapport  à  C  et  B,  donc  les  droites 
ya,  yd^  yC^  yB  forment  un  faisceau  harmonique.  Or  M 
est  le  milieu  de  CN,  donc  CM  est  parallèle  à  a^y.  H  en 
est  de  même  des  droites  AH  et  BG. 

Le  point  N  n'est  autre  chose  que  le  point  ^  ;  or  H,  G,  M 
sont  respectivement  les  milieux  des  droites  Ax,  Bj^,  Cz, 
dope  xy  coupe  AB  au  point  F  par  où  passe  la  droite  HG; 
de  même  yz  coupe  BC  en  E,  et  zx  coupe  CA  en  D^  donc 
FP  est  Taxe  d'homologie  des  triangles  ABC  et  xryz,  La 
Note  démontre  que  cette  droite  est  la  tangente  commune 
au  cercle  inscrit  et  au  cercle  des  neuf  points  \  la  proposi- 
tion est  donc  démontrée. 

Une  construction  analogue  s'applique  aux  cercles  ex- 
inscrits. 


(  aap  ) 
Question  746 

(Tolr  l*iéri«,  I.  III.  p.  WO)î 

Pae  m.  Mbkob  BUSGO. 


Démontrer  la  relation 


.     ir      .      ir        .     3ir 
m          2/M           m 

•  sin  ■ 

(t-)- 

m 

n        ,     3n      ,     5n 

, 

(nf  —  l)ir 

f  sin  —  •  sin  —  •  sm  —  •  •  •  an  ■ 

dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier  pair. 

(E.  Càtalait.) 
Eji  posant  sin  a  =  z,  on  a  [voir^  par  exemple,  la  Tri- 
gonométrie de  M.  Serret),  pour  des  valeurs  paires  de 
l'entier  positif  m, 

m. m   . 
cosmâ  =  I z'  -f- . . . 

1.2 

_.    (2IW  — -  2)(2/ll  —  ^),..m,,,7,    ^ 
I . 2 ... m 

<'^  •  ,  W  X 

sinm#7  (m -f- 2)  (m  —  2)    ^ 

— : =  I  —  ^ '-  z»  -h  . . . 

m  sina  cosa  1 . 2 

^ (2m~2)(2m->4)...(mH-2)(w  — 2)...2  ^^^^ ^ 

\  I.2,..lll  ' 

et,  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

Icosma  (m-hï)(m  —  1)  ,   . 

COSâ  1.2 

(2IW  — 2)(2/il  — 4)...2 

-ï_ ; ^ *        $ 

1.2.  ..(/W-l) 
(2)  / 

^isin/n/i  [m-hi)im — 1}  . 

-: =  I  —  ' -^ •  »'  H-  .  .  . 

sina  1.2.3 

^  (2fft--  2)(2III—4)...2  ^_^^ 
1.2.3.  ..171 


(a3o) 
Le  rapport  des  coefficieDts  de  j:^  et  de  z"*'*  dans  les 
deux  polynômes  (i),  c*est»â-dire  m,  représente  le  rapport 
renversé  des  produits  respectifs  des  racines  de  ces  poly- 
nômes ;  et  comme  ces  racines  sont  respectivement 

_.     .     ff  .     .    3ir 

±sm  —  y     dcsjn  —  »•••? 

3171  21» 

±san — y     dbsm-ï— !•••> 
2/?i  aiR 

on  en  conclut  la  relation  de  M.  Catalan  qu'on  obtient 
encore,  dans  le  cas  de  m  impair,  au  moyen  des  for- 
mules (2). 

En  ayant  égard  aux  relations  ordinaires  entre  les  coe{- 
ficients  et  les  racines  d*une  équation,  on  peut  trouver 
d'autres  formules,  par  exemple  : 


m^ 


sm'- —  sm*» —  sm*» — 

2m  2/71                                            2/71 

pour  m  pair; 

/7t'  —  I               1  1                                         I 


sm*  •  —      sin'  •  —  sm*  ♦ 

2.  m  2/71  2  i7t 

pour  m  impair. 
Note.  —  M.  de  Virieu  a  démontré  la  même  formule. 


Question  750 

(TOlr  page  48)  ; 

pab  m.  marques  braga. 

Élève  du  lycée  Saint-Louit  (olasse  de  M.  Vacquant}. 

Si  l'on  fait  la  projection  gauche  d'ime  figure  plane 
sur  un  tableau  plan  et  si  ensuite  on  fait  tourner  Vun 


(23i  ) 
des  deux  plans  autour  de  leur  intersection  commune, 
les  deux  figures  demeureront  toujours  les  projettions 
gauches  Vune  de  Vautre.  (Abkl  Tha»so».) 

Il  suffit  de  dëmontrer  le  théorème  pour  une  droite  et 
une  conique^  projections  gauches  Tune  de  l'autre.  La 
conique  donnée  passe  par  les  points  A\  6'^  h  y  ^  P^r 
Tinteraection  de  la  droite  donnée  avec  L.  (Nous  adop« 
tons  les  notations  de  M.  Transon;  voir  t.  IV,  p.  385.) 
Or,  si  on  fait  la  projection  gauche  après  avoir  fait  tourner 
le  tableau  d'un  certain  angle,  aucun  de  ces  cinq  points  ne 
changera;  la  conique  ne  changera  donc  pas. 

Àmtte  démonsiraUùn  par  Jf.  Fûhii.  -^  O  étant  un  point  du  plan  primitif 
et  a,  ^  IflB  points  où  OA  et  OB  rencontrent  la  droite  L,  le  point  0'  se  trouve 
à  la  rencontre  de  aA'  atec  /S  B'.  Or  quand  le  plan  du  tableau  tourne  au- 
tour de  Ly  ces  droites  ont  chacune  deux  pointa  fixes  dans  le  plan  mobile, 
savoir  œ  et  A',  )3  et  B>'.  Le  point  C  reste  donc  toujours  la  projection 
gancfae  du  point  O. 


BULLETIN. 

(TwM  las  ouvrage»  annoncés  dans  ce  BuUeUn  se  trouvent  à  la  Ubralrie 
de  GaMthier''ViUûrs,  quai  des  Auguatins»  55.) 


XL 


Spezi.  —  Memorie,..  Notice  sur  un  manuscrit  grec  du 
f^atican,  In-8  de  i6  pages;  i865» 

Ce  manuscrit,  déjà  signalé  dans  les  Comptes^  rendus  de  rj- 
cadémie  de  Berlin  par  M.  Parthey,  est  un  in-folio  du  xui*  siècle 
et  d*une  très-belle  écriture.  Après  avoir,  dans  une  introduction 
de  cinq  pages,  montré  combien  il  est  beau  et  louable  de  répandre 
les  monuments  de  l'antique  savoir,  ce  qui  assurément  ne  sera 
contesté  par  personne,  M.  Spe^i  donne  le  catalogue  des  ou- 
▼râgeSy  au  nombre  de  quarante-neuf,  contenus  dans  le  manu- 
sent  191.  On  y  trouve  les  noms  de  Euclide,  Marin,  Ptolémée, 


(a3a) 
Aristarque,  Eutocitt$y  Produs,  Aratus,  Hipparque^  Eratosthène, 
Aristoxène,  Diophante  (les  six  premiers  livres),  etc.  Quelques 
explications  seraient  à  désirer  sur  le  contenu  de  certains  opus- 
cules. Qu'est-ce  qu'un  Valens  d'Antiocbe^  qui  a  fait  une  An- 
thologie astronomique  en  huit  livres  (Ovm?nrroç  Xfrtô^^imç  tr»- 
êtXûyiêiff  p.  89  à  io4)?  Plusieurs  Traités  paraissent  n'avoir 
jamais  été  imprimés  et  appartenir  à  des  auteurs  dont  on  ne 
connaissait  que  le  nom.  Que  renferment-ils  d'intéressant? 

xn. 

ToETOLini  (Bârnâba).  —  Elenco,,.  Liste  des  Travaux 
scientifiques  de  Barnaba  Tortolini,  Professeur  de  Cal- 
cul supérieur  à  l'Université  de  Rome,  Tnn  des  quarante 
de  la  Société  Italienne.  In-8  de  10  pages. 

Le  mérite  scientifique  de  M.  Tortolini  est  connu  de  tous  les 
géomètres.  La  présente  liste  constate  la  publication  d'un  ou- 
vrage séparé^  les  Éléments  de  Calcul  infinitésimal,  et  de  quatre- 
vingt-dix-sept  Notes  ou  Mémoires  insérés  dans  les  recueils  sui- 
vants: Journal  académique  de  Rome,  Recueil  de  lettres  et  autres 
écrits  relatifs  à  la  Physique  et  aux  Mathématiques^  Journal  de 
Crellêf  Actes  de  l 'Académie  pontificale.  Mémoires  de  la  Société 
Italienne,  Annales  des  Sciences  mathématiques  et  physiques. 
Annales  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  M.  Tortolini 
est  né  à  Rome  le  19  novembre  1808. 

xm. 

Làmarle  (Ericest),  Associé  de  FAcadémie  royale  de  Bel- 
gique. —  Note  sur  les  héliçoïdes  gauches  susceptibles 
de  s^appliquer  et  de  se  développer  les  uns  sur  les 
autres^  détermination  géométrique  de  la  série  des 
surfaces  de  révolution  sur  lesquelles  peut  s^ appliquer 
un  héliçoïde.  In-8  de  16  pages.  (Extrait  des  Bulle- 
tins de  r Académie  royale  de  Belgique,  a*^  .série, 
uXIX.nM.) 


(  ^33) 


xiy. 


Catalah  (Eugène),  Associé  de  l'Académie  royale  de  Bel- 
gique, Professeur  à  TUniversilé  de  Liège.  —  Note  sur 
Vintégration  d^un  système  d^ équations  homogènes. 
]q-8  de  8  pages.  (Extrait  des  Bulletins  de  V Acadé- 
mie royale  de  Belgique,  t.  XXI,  n®  i .) 


(•) 


Soient  les  équations 

dx  dy 


dz 


ax-^  bf-^cz       a'x  -h  b'y  ■+■  c'z       «"xh-  b"y  ->rffz^ 
chacun  de  ces  rapports  est  égal  à 

\dx-^^dy^Ydz 


(^) 


Po9on^ 


(3) 


;  \ y 

(     . 


t  on  tire  des  trois  équations  homogènes  (3)  l'équation 


a  —  s        a  a 

b        b'-^s        b" 
c  c  c"  —  s 


r=o, 


qui  étant  du  troisième  degré  donnera  trois  valeurs  f|,  St,  s^ 
pour  *,  et  il  en  résultera  des  valeurs  correspondantes  X„  >j,  >3, 
X',,  etc.  y  pour'>,  y  y  \".  Chacun  des  rapports  (i)  étant  égal  au 
rapport  (2),  ou 


-///(U-f-V/H->"*), 
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quelle  que  soit  la  valeur  de  s^  on  aura  donc 

*i  Si 

équations  faciles  à  intégrer. 

Cet  élégant  procédé  dispensera  de  recourir  à  la  méthode 
générale  qui  consiste^  comme  on  sait,  à  éliminer  toutes  les  va- 
riables moins  deux  â  Taide  d*un  certain  nombre  de  différen- 
tiations. 

XV. 

Vâit  DBA  MBifSBRUGGHB  (G,).  —  SuF  les  propriétés  de 
deux  droites  faisant  auec  un  axe  fixe  des  angles 
complémentaires.  Id-S  de  i4  pages.  (Extrait  des £ii2« 
letins  de  V Académie  rojale  de  Belgique.) 

L'autenr  appelle  réciproques  deux  rayons  vecteurs  qui  font 
avec  Taxe  des  angles  complémentaires,  mauvaise  dénomination, 
le  mot  réciproque  ayant  déjà  un  sens  universellement  admis. 
En  prenant  sur  le  rayon  vecteur  d'une  courbe  une  longueur  qui 
soit  quelque  fonction  simple  du  rayon  vecteur  réciproque  «  on 
trouve  une  autre  courbe  qui  a  certaines  relations  avec  la  pre- 
mière. On  arrive  ainsi  à  quelques  générations  de  courbes  et  à 
des  énoncés  nouveaux  de  théorèmes  connus.  Ainsi  le  théorème  III 
de  la  page  1 3  revient  à  dire  que  la  somme  des  carrés  de  deux 
diamètres  perpendiculaires  dans  l* ellipse  est  égale  à  la  somme 
fies  carrés  des  axes.  Car  la  réciproque  d^un  diamètre  n*est  autre 
que  la  droite  symétrique,  par  rapport  à  un  axe,  du  diamètre 
))erpendiculaire  au  premier. 

XVI. 

Bbynâc,  Professeur  de  Mathématiques.  —  Traité  d*A' 
riilunétique.  In-8  de  xvi^aSfi  pages;  i865. 

«  Les  vérités  mathématiques,  dit  l'auteur,  se  soutienoeut  et 
se  succèdent  dans  un  ordre  logique  que  l 'analyse  fait  décou- 
vrir. Comme  l'étude  des  Mathématiques  ne  peut  être  utilement 
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abordée  que  par  des  esprits  drcnls  et  sérieux»  la  méthode  ana^ 
ijrtique  convient  mieêuc  que  toute  autre»  Celte  méthode  a  le 
double  privilège  de  ne  pas  nous  retenir  dans  des  limites  étroites 
et  de  faciliter  le  déyeloppemenl  des  aptitudes  scientifiques  de 
ceux  qui  l'appliquent.  Pour  ces  motifii»  nous  avons  cherché  à 
établir,  dans  la  première  étude  des  sciences^  une  marche  ayafkt 
pour  objet  d'initier  aux  ressources  de  Vanaffse ,  méthode 
dont  le  caractère  est  de  donner  aux  principes  le  degré  de  géné- 
ralité qui  leur  est  propre.  Dès  lors  les  règles  du  calcul  n*ont 
plus  rien  d'arbitraire.  »  Comme  M*  Beynac  ne  nous  dit  pas  ce 
qu*il  entend  par  anafyee  (le  mot  est  susceptible  de  trois  ou 
quatre  sens  différents),  il  est  bien  difficile  de  jugi!r  si  la  mé^ 
thode  dont  il  parle  mérite  tant  dVloges»  En  fait,  les  avantages 
flîgiialés  appartiennent  à  tonte  bonne  méthode  quelle  qu'elle  soit. 
Mids  nous  ne  voulons  pas  chicaner  l'auteur  sur  une  chose  aussi 
peu  imporunte  qu'une  préface«  L'importent  est  que  Touvrage 
soit  clair,  méthodique,  complet.  Or  il  possède  toutes  ces  quali- 
tés. Il  se  distingue  en  outre  par  un  grand  nombre  <l'exerdoes 
empruntés  à  l'arithmologie. 

xvn. 

FoBTi  (ÂUGELo),  professeur  d'Algèbre  et  de  Mécanique 
an  lycée  coyal  de  Pise.  —  Lazioni  elemeniari  di  Mec-- 
canica,  ad  uso  dei  RR.  Ucei  {Leçons  élémentaires 
de  Mécanique).  Volume  in-ia  de  337  P^g^^?  i865. 

Cet  ouvrage  est  conçu  sur  un  plan  qui  nous  parait  excellent, 
.l/auteur  a  su  se  tenir  également  loin  de  deux  excès  que  nous 
avons  vus  régner  tour  à  tour  dans  la  direction  des  études  méca* 
niques.  II  ne  prétend  nullement  réduire  cette  science  à  une 
abstraction  pure,  où  les  formules  remplaceraient  les  expé- 
riences. Partout,  au  contraire,  il  invoque  l'observation,  soit 
pour  préparer  les  développements  théoriques^  soit  pour  leur 
servir  de  vérification  et  en  rehausser  l'intérêt  par  des  exemples 
pratiques.  Mais  il  profite  de  l'occasion  pour  donner  aux  élèves 
un  recueil  d'excellents  exercices  de  calcul  algébrique,  qui  ne 
laissent  pas  pour  cela  d'édaircir  les  théories  de  la  science  des 
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forces.  Cela  vaut  infiaiment  mieux,  pour  renseiguemeut  élé- 
mentairey  que  les  recueils  de  formules  abstraites  ou  de  pro- 
blèmes en  Tair. 

Le  seul  reproche  que  nous  ferons  à  Tauteur,  c'est  de  n'avoir 
peut-être  pas  assez  nettement  séparé  Tétude  du  mouvement  en 
lui-même,  ou  la  Cinématique,  de  l'étude  du  mouvement  rap- 
porté à  ses  causes^  ou  de  la  Dynamique.  Cette  séparation,  au- 
jourd'hui universellement  adoptée  en  France,  peut  être  consi- 
dérée comme  une  des  causes  les  plus  importantes  des  progrès 
récents  de  l'enseignement  de  la  Mécanique.  Du  reste,  il  suffi- 
rait, pour  parer  à  l'inconvénient  que  nous  signalons,  de  fiiire 
quelques  transpositions  dans  l'ordre  des  matières,  ce  qui  ne 
peut  oiTrir  aucune  difficulté  à  un  professeur  intelligent. 

Nous  signalerons  particulièrement  à  l'attention  des  lecteurs 
les  démonstrations  de  l'expression  du  travail  des  machines  et 
de  l'isochronisme  du  pendule,  où  l'auteur  a  suppléé  d'une 
manière  simple  aux  connaissances  du  calcul  infinitésimal  qui 
manquent  aux  élèves.  -  J.  H. 


CORMSPMDAIIGB. 


M.  Picarty  à  Paris.  —  a  Vous  me  demandez  une  rec- 
tification au  théorème  sur  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  gauches,  que  j'ai  énoncé  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  Philoniathiguej  et  que  vous  avez  reproduit  dans 
le  numéro  de  décembre  des  Nouuelles  Annales. 

»  Je  m'empresse  de  vous  fournir  quelques  explications 
sur  ce  sujet. 

»  Ayant  appris  de  M.  O.  Bonnet  qu'il  venait  de  dé- 
montrer que  lorsque  deux  surfaces  gauches  sont  appli- 
cables Vune  sur  l'autre,  les  génératrices  rectilignes  de 
ces  surfaces  sont  nécessairement  des  lignes  homologues^ 
je  cherchai  de  mon  côté  une  démonstration  de  ce  théo* 
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i^me  remarquable  qui  comblait  une  lacune  dans  la  tbëo- 

rie  de  la  déformation  des  surfaces  gauches.  Voici  la  mé- 
thode que  je  suivis.  Comme,  dans  la  déformation  d'une 
surface  quelconque,  la  courbure  géodésique  des  lignes 
tracées  sur  cette  surface  et  la  courbure  de  la  surface 
elle-même  en  chacun  de  ses  points  ne  sont  pas  altérées, 
j^  me  proposai  de  voir  s'il  existe  sur  une  surface 
gauche  des  systèmes  de  lignes  géodésiques  le  long  des- 
quelles la  courbure  de  la  surface  suive  la  même  loi  que 
le  long  des  génératrices  rectilignes.  J'arrivai  à  une  équa- 
tion qui  me  donnait,  en  chaque  point,  deux  directions 
de  lignes  géodésiques  satisfaisant  à  cette  condition.  Par- 
tant alors  de  ce  fait,  que  sur  les  surfaces  gauches  du  , 
deuxième  degré  il  y  a  bien  deux  systèmes  de  lignes 
géodésiques  semblables,  savoir  les  deux  systèmes  de  gé- 
nératrices rectilignes,  et  poussé  par  un  besoin  trop 
prompt  de  généralisation,  je  me  hasardai  à  conclure 
(sous  toutes  réserves)  que  ces  deux  systèmes  de  lignes 
géodésiques  existaient  sur  une  surface  gauche  quelcon- 
que. Je  fis  part  de  ma  méthode  en  même  temps  que  de 
mes  doutes  à  la  Société  Philomathique  en  février  1864. 
M.  O.  Bonnet  était  présent.  Au  sortir  de  la  séance,  il 
me  fit  la  remarque  que  l'analyse  devait,  en  effet,  indi- 
quer généralement  deux  directions  de  lignes  géodésiques 
remplissant  la  condition  ci-dessus  énoncée,  puisque  ces 
deux  directions  existent  sur  les  surfaces  gauches  prove- 
nant de  la  déformation  des  surfaces  du  second  degré; 
mais  que  l'une  de  ces  directions,  pour  être  acceptable, 
était  soumise  à  des  équations  de  condition  qui  précisé- 
ment imposent  à  la  surface  gauche  la  nécessité  d'être 
applicable  sur  une  surface  du  deuxième  degré.  Je  recon- 
nus bien  vite  la  justesse  de  l'observation  de  M.  Bonnet, 
et,  pour  la  confirmer,  je  me  mis  à  chercher  les  relations 
qui  doivent  exister  entre  les  paramètres  différentiels 
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d'ane  surface  gauche  pour  que  cetle  surface  soit  double- 
roeni  r^ée.  Je  trouTai  ainsi  trois  équations  encore  iné- 
dites qui  me  permirent  de  faire  la  vérification  désirée. 

n  Ne  pouvant  assister  k  la  séance  suivante  de  la  Société 
Philomathique,  je  priai  M.  Bonnet  de  vouloir  bien  pré- 
senter  lui-même  la  rectification  du  tbéorème  général 
que  j'avais  communiqué  sous  toutes  réserves.  Depuis 
lors^  je  ne  m'en  suis  plus  occupé,  et  grande  fut  ma 
surprise  d'apprendre  par  vous,  Monsieur,  que  l'énraicé 
de  ce  tbéorème  avait  été  inséré  dans  votre  estimable 
journal.  Veuillez  croire  que  si  je  m'en  éuis  aperçu  [dus 
tôt,  je  me  serais  empressé  d'aller  au-devant  de  votre  dé- 
marcbe,  et  de  vous  fournir  spontanément  les  explications 
rectificatives  que  vous  m'avez  demandées. 

»  P.  S.  —  Permettez-moi,  Monsieur,  à  cette  occasion, 
de  vous  communiquer  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  qu'une  surface  gauche  soit  doublement  réglée. 

»  Si  Ton  désigne  par  /ip  la  plus  courte  distance  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  et  par  dtù  leur  angle, 
par  dp'  et  dtù'  les  éléments  analogues  de  la  surface 
gauche  conjuguée  (c'est-à-dire  de  la  surface  formée  par 
les  perpendiculaires  communes  aux  génératrices  succès- 
sives),  ces  conditions  sont  exprimées  par  les  équations 
suivantes  : 

('^  ''df-'dp-'^'df-dP^''^ 

doi    </(to'    dp^  .  j. 

C)  Le»  quantités  —%  -^t  -—-  sont  ce  que  j'appelle  les  pargmètrts  èij' 

Jérmtieîs  de  la  surface  gaucbe. 
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OU,  en  posant 

et  intégrant, 


(a') 


I  r  du 

;>  =  -    f     ,  =rl 

2J     ^_  jt»  _j.  fl||«  ^.  ^u  —  „,» 


(a  —  nu)  VM 
(3')  «'^^ f-^f 

a  et  b  étant  deux  constantes. 

»  Si  Ton  reokarque  que  f^  est  la  cotangente  de  i  angle  i 
sous  lequel  la  ligne  de  striction  coupe  la  génératrice,  cette 
dernière  équation  peut  s'écrire 

(a  —  su)  Ju 
(3*)  cot/=i^ ±-1jL.. 

»  De  là  on  déduit  la  définition  générale  des  surfaces 
réglées  applicables  sur  les  surfaces  gauches  du  second 
degré.  Elle  est  fournie  par  les  équations  (a'),  (3')  dans 

lesquelles  u  est  remplacé  par  -j9  et  qui  deviennent  ainsi 

ak  —  2m 

»  Dans  le  cas  où  la  constante  m  est  nulle,  c'est-à-dire 
où  la  surface  est  un  paraboloïde,  ces  deux  (ormulesdoi- 
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vent  être  remplacées  par 

(6)  *  =  J. 


(7)  *  Cp  =  )IC9^  —  /l»  -h  ^/, 

n,  cetd  étant  trois  nouvelles  constantes. 

»  On  peut  déduire  de  ces  formules  diverses  consé- 
quences géométriques  intéressantes.   » 
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760.  ÉUQt  donnée  uue  surface  du  second  ordre  dont 
le  centre  est  O,  il  y  aura  une  infinité  de  tétraèdres  con- 
jugués par  rapport  à  cette  surface  et  en  même  temps  cir- 
conscrite k  une  sphère  dont  le  centre  est  un  point  arbi- 
trairement choisi,  C  ;  si  r  est  le  rayon  de  la  sphère  inscrite, 
si  I  est  le  point  d*intersection  du  rayon  vecteur  OC  avec  le 
plan  polaire  du  point  C,  par  rapport  à  la  surface,  on  a  la 
relation 

ua,  afr,   ac  représentant  les  valeurs   algébriques  des 
axes  de  la  surface  du  second  ordre.  (Pain vin.) 

761  •  Si  la  surface  donnée  est  un  paraboloïde,  et  I  le 
centre  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan  polaire  du 
point  C,  on  a  la  relation 


'■o-i)=°- 


2p  et  aq  étant  les  paramètres  des  sections  principales. 

(Paihvin.)    ' 
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NOOmiB  HfiTH«DB  POUR  DÈTEMINER 
LBS  GARACTÉMSTIQIIES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES  (*)  ; 

Paï  m.  H.-G.  ZEUTHEN  (dk  Copenhague). 


l .  —  Exposé  de  la  méthode. 

1.  Nous  adopterons  dans  ce  travail  les  notations  de 
M.  Chastes,  et  nous  supposerons  connus  les  principes  de 
sa  méthode,  tels  qu'ils  ont  été  exposés  ici  même  dans  le 
numéro  de  mai  (p.  ipS). 

Nous  désignerons  par  X  le  nombre  des  coniques  d'un 
système  (jui,  v)  qui  se  réduisent  à  une  droite  double  limitée 
à  deux  points,  et  par  xs  le  nombre  des  coniques  de  ce 
système  qui  ont  un  point  double  ou  qui  se  composent  de 
Tensemble  de  deux  droites.  On' aura  donc  (i^oi'rp.  196) 

>  =  2  a  —  V , 
or  =  2v  —  ^, 

d'où  Ton  déduit  pour  les  caractéristiques  d^un  système 
les  expressions  suivantes  : 


(*)  Ce  Mémoire  est  extrait  d'une  thèse  écrite  en  danois  et  iottiulée  :  Nou- 
velles contributions  à  la  théorie  des  systèmes  de  conié/ues.  In->8  de  98  pages. 
Copenhague,  i865.  L*anteur  a  bien  voulu,  à  notre  demande,  traduire  la 
partie  de  cette  thèse  qui  contient  ses  recherches  personnelles. 

Ann.  de  Stathêmat.j  2'  série,  t.  V.  (Juin  1866.}  16 
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La  détermination  des  caractéristiques  d'un  système  dé- 
pend donc  de  celle  des  nombres  X  et  ts  des  coniques  sin- 
gulières qu'il  contient. 

2.  Pour  déterminer  les  nombres  X  et  or,  il  s'agit  de 
trouver:  t^  sur  quelles  droites  sont  situées  les  coniques 
inGniment  aplaties,  et  quels  points  sont  doubles  dans  les 
autres  coniques  exceptionnelles  ;  a^  quelles  coniques  sin- 
gulières de  la  première  espèce  sont  situées  sur  chacune 
des  droites  trouvées^  et  quelles  coniques  singulières  de 
la  seconde  espèce  ont  à  chacun  des  points  trouvés  un 
point  double;  3^  combien  de  fois  chacune  des  coniques 
singulières  quon  a  troui^ées  est  comptée  dans  les  nom^ 
bres  X  et  o. 

Les  deux  premières  questions  demandent  la  détermi- 
nation d'une  droite  et  de  deux  points  situés  sur  cette 
droite*  ou  d'un  point  et  de  deux  droites  passant  par  ce 
point.  Les  quatre  conditions  du  système  suffisent  pour  y 
répondre. 

La  dernière  question,  où  l'on  cherche  à  déterminer  le 
coefficient  avec  lequel  chaque  conique  singulière  entre 
dans  A  ou  t7,  olïre  de  plus  grandes  difficultés.  Nous  com- 
mencerons par  les  systèmes  simples  dont  les  caractéris- 
tiques sont  bien  connues,  pour  nous  préparer  a  vaincre 
les  difficultés  auxquelles  donnent  lieu  les  systèmes  plus 
compliqués. 

IL  —  Détermination  des  caractéristiques  des  cinq  sys- 
tèmes élémentaires. 

3.  On  peut  déterminer  ce^  caractéristiques  par  notre 
méthode,  en  sachant  seulement  qu'il  n'y  a  qu'une  seule 
conique  (|ui  passe  par  cinq  points  donnés. 

]Nous  désignerons  par  p  la  condition  de  passer  par  un 
point  donné,  et  par  /  celle  de  toucher  une  droite;  les 
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systèmes  élémentaires  seront  donc 

{Px^    P^,     Pli     0     =(f*"»    ^"l 

(;;..  ;,,,  /,,  /,)  ^(^-,  V") 
(/>,  /.,  /„  /,)  =(f*",v-) 
(/.,    /„     /.,     /,)^(f*%    V-) 

X',  o',  X'',  cj^,  etc.,  désigneront  respectivement  les  valeurs 
de  X  et  de  17  relatives  à  ces  divers  systèmes. 

4.  Le  système  [p^^  ;?„  p^^  p^)  ne  contient,  en  général, 
aacune  coniqne  infiniment  aplatie;  X' sera  donc  égala  o. 
On  peut  faire  passer  trois  couples  de  droites  par  quatre 
points  donnés,  et  le  système  contient,  par  conséquent, 
trois  coniques^  point  double.  On  aura  donc  c/=:r3ar, 
X  étant  un  nombre  entier  tt  positif.  Lés  formules  (i) 
et  (a)  du  n**  1  donnent 

Or  on  sait  que  |ul'  ^  i ,  puisque  fi'  est  le  nombre  des  co- 
niques qui  passent  par  cinq  points  donnés.  Donc  aussi 
X  =  I  et  y'  =2  a,  et  . 

(Pi7  P^y  Piy  P*)^{^y  a). 

5.  Le  système  (pn  p»,  p$y  l)  ne  contient  aucune  co- 
nique infiniment  aplatie  ;  donc  1^-=  o. 

Si  la  droite  pi  pt  rencontre  la  droite  /  au  point  o,  les 
deux  droites  p^  pt  et  op^  composeront  une  conique  à  point 
double  qui  satisfait  aux  conditions  du  système.  Il  y  en  a 
deux  autres  qui  résultent  d'une  permutation  des  points 
donnés.  Par  conséquent 


y  étant  un  coefficient  encore  inconnu. 


i6. 
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La  substitution  des  valeurs  trouvées  de  F  et  xz"  dans 
les  formules  (i)  et  [i)  donne 

Or  i»!'  est  le  nombre  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  donnés,  et  touchent  une  droite  donnée,  soit 
^  {P^t  P«>  r»i  P*J  ')•  Mais  nous  avons  exprimé  par  v'  ce 
dernier  nombre.  Donc  fx"  =  1/  =  a,  et,  par  conséquent, 

y  =  a,  v"  —  4,  et 

6.  Au  système  (/7,,  /^i,  /i,  /i)  appartient  une  conique 
infiniment  aplatie,  savoir  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  donnés,  et  limitée  aux  points  où  elle  rencontre  les 
droites  données,  et  une  conique  à  point  double  composée 
des  droites  qui  joignent  aux  points  donnés  le  point  de  ren- 
contre des  droites  données.  Donc 

2  et  u  étant  les  coefficients  qui  indiquent  combien  de  fois 
les  coniques  singulières  entrent  respectivement  dans  'k^ 
etdanso'"(*). 

En  transformant  le  système  actuel  au  moyen  du  prin- 
cipe de  dualité,  on  revient  à  un  système  de  même  espèce. 
On  aura  donc  X'"=  vsf"^  et  par  conséquent  z  =  u. 

Les  formules  (i)  et  (2)  donnent  maintenant 

Or 

Donc 

^  =  «=4,    v'^=4,    et   (/?,,/?„/,, /o  =  (4,4)- 


(*)  Les  équations  X'^sz  s  et  w*'=a  n'apprennent  rien  sur  Jl**  et  w*". 
Nous  no  les  écrivons  ici  que  parce  que  nous  aurons  besoin  des  coefficients 
s  et  u  indépendamment  ^0  cette  question. 
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7.  Au  système  {p^  /i,  /j,  /s)  apparlient  la  couique  in- 
finiment aplatie  située  sur  la  droite  qui  joint  le  point  p 
au  point  de  rencontre  des  droites  /i  et  /s,  et  limitée  à  ce 
dernier  point  et  au  point  où  elle  rencontre  la  droite  /«.  Il 
y  aura  dans  le  système  encore  deux  coniques  aplaties 
analogues,  mais  aucune  conique  à  point  double.  Donc 

Au  moyen  des  formules  (i)  et  (2)  on  trouve  donc 


^''=r:2i',      v'^irzi». 

Or 

K''^- «(a»., /».,/.,/„'.)=»•  :- 

4; 

par  conséquent 

P  =  2,       v"—1, 

et 

(fy    A,    iiy    /3)  =  (4>    2). 

8.  Au  système  (l^  l^y  /(,  l^)  appartiennent  trois  co- 
niques infiniment  aplaties  qui  joignent  deux  des  points 
où  les  quatre  droites  données  se  rencontrent  deux  à  deux  ; 
mais  ce  système  ne  contient  aucune  conique  a  point 
double.  Donc 

X'  1=^  3 .  J,     ij'  =-:  0, 

et,  par  conséquent, 

Or 
donc 

#=r_I,         V^^I,         et        (/,,/,,    /3,    /4)=(2,    l). 

Les  caractéristiques  des  deux  premiers  systèmes  élé- 
mentaires étant  trouvées,  celles  des  deux  derniers  au- 
raient pu  être  obtenues  au  moyen  du  principe  de  dualité. 
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9.  Nous  avons  trouvé  pour  les  coefficieuu  x,  /,  z,  li, 
f/,  j  les  valeurs 

ce  qui  donne  Heu  aux  propositions  suivantes  dont  nous 
allons  bientôt  faire  usage. 

On  doit  compter  : 

Dans  les  nombres  X  qui  correspondent  aux  systèmes 
élémenuires  :  une  fois,  toute  conique  infiniment  apla- 
tie, joignant  deux  points  où  quatre  droites  données  se 
rencontrent  deux  à  deux,  et  limitée  à  ces  points;  deux 
fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  passant  par  un 
point  donné  et  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites 
données,  et  limitée  à  celui-ci  et  au  point  où  elle  rencontre 
une  troisième  droite  donnée  ;  quatre  fois  ^  toute  conique 
infiniment  aplatie  passant  par  deux  points  donnés,  et 
limitée  aux  points  où  elle  rencontre  deux  droites  don- 
nées; 

Et  dans  les  nombres  C7  qui  correspondent  aux  mèBaes 
systèmes  :  un^foù,  toute  conique  singulière  composée  de 
deux  droites  qui  joignent  deux  à  deux  quatre  points dcm- 
nés;  deux  fois  y  toute  conique  ayant  un  point  double  au 
point  d^intersection  d'une  droite  donnée  et  de  la  droite 
qui  joint  deux  points  donnés,  et  composée  de  celle-ci  et 
de  la  droite  qui  joint  le  point  double  à  un  troisième 
point  donné;  quatre  fois^  toute  conique  ayant  un  point 
double  au  point  d'intersection  de  deux  droites  données, 
et  composée  des  droites  qui  joignent  ce  point  d'intersec- 
tion à  deux  points  donaés. 

in.  —  Détenmnation  des  caractéristiques  d^un  système 
de  conique  qui  touchent  quatre  courbes  données. 

10.  On  peut  regarder  le  mouvement  d'une  conique 
vsuciabte  qui  toucbe  continuel lemenl  une  courbe  donnée 
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à  voloniéj  comme  composé  d^une  suite  de  rotations  au- 
tour des  points  successifs  de  contact,  ou  comme  une  suite 
de  glissements,  sur  les  tangentes  en  ces  points.  On  voit 
par  là  que  les  coefficients  des  coniques  singulières  du 
système  actuel,  qui  ne  dépendent  que  de  la  variation 
instantanée  d'une  conique  qui  satisfait  sans  cesse  aux 
conditions  données,  sont  les  mêmes  que  ceux  des  coniquei 
singulières  des  systèmes  élémentaires.  Les  théorèmes  du 
n^  9  donnent  donc  lieu  aux  suivants  : 

On  doit  compter  : 

Dans  le  nombre  i  relatif  à  un  système  de  coni- 
ques qui  touchent  quatre  courbes  données  :  une  seule 
fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  joignant  deux 
points  où  les  quatre  courbes  se  rencontrent  deux  à  deux 
et  limitée  à  ces  points^  deux  fois,  toute  conique  infiniment 
aplatie  touchant  une  courbe  donnée ,  passant  par  un 
point  de  rencontre  de  deux  autres  des  courbes  données 
et  limitée  à  ce  point  et  à  la  quatneme  courbe  (*)  -,  quatre 
fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  touchant  deux 
courbes  données  et  limitée  par  les  deux  autres^ 

Et  dans  le  nombre  vj  relatif  au  même  système  :  une 
fois,  toute  conique  singulière  composée  d*un  couple  de 
droites  dont  Vune  touche  les  deux  courbes  données. 
Vautre  les  deux  autres^  deux  fois,  toute  conique  ayant 
un  point  double  à  tun  des  points  où  une  courbe  don- 
née rencontre  une  tangente  commune  à  deux  autres^ 
et  composée  de  cette  droite  et  d^une  tangente  par  le 
point  double  à  la  quatrième  courbe  j  quatre  fois,  toute 
conique  ayant  un  point  double  à  un  point  de  rencontre 
de  deux  courbes  données  y  et  composée  de  deux  tangentes 
menées  par  ce  point  aux  deux  autres  courbes, 

('*)C'ost-a'-ilire  a  Tun  des  points  où  cllo  rencontre  une  quatriômccouriH^. 


(a48) 
1  i .  Dans  ce  qui  sait,  nous  désîgnous  par  Cm,,  la  condi- 
tioQ  de  toucher  une  courbe  de  Tordre  m  et  de  la  classe  n 
ayant  d  points  doubles,  d' points  de  rebi*oussement,  t  tan- 
gentes doubles,  et  t'  Ungentes  d'inflexion  (*).  Nous  appel- 
lerons aussi  la  courbe  elle-même  €«,,,.  Les  différentes 
courbes  seront  distinguées  par  des  indices.  Le  système  qui 
nous  occupe  sera  donc  représenté  par 

l^m,,n,s    ^m„n,»   ^ins,na?  ^'014, m*]» 

Pour  trouver  les  nombres  de  coniques  singulières  qui 
appartiennent  aux  différentes  classes  nommées  dans  le 


(*)  Cet  nombrat  qui  sont  entiers  et  positifs  satisfont  encore  à  troii 
équations  indépendantes  l'une  de  l'autre  qu'on  peut  écrire  de  la  manière 
suivante  : 

(I)  «  =  m(m— i)-arf-3d', 

(II)  m=  n(ïi— i)— 31  — 3l', 

(III)  a(rf-r)=(m-ii)(iin-n-9). 

On  pent  remplacer  une  de  ces  trois  équations  par  la  suivante  qui  en  ré- 
sulte 

(IV)  J'— r  =  3(m— n). 

Au  lieu  des  équations  (III)  et  (  IV),  on  emploie  souveut 

/'  =  3m(m~2)  — 6ii  — 8ii' 
ou 

<r  =  3»i(ii  — !i)  — 6«  — 81', 

qui,  avec  (!)  et  (II)  fournit  le  système  d'équations  qui  portent  le  nom  de 
M.  Plûcker  («Syft^m  der  mnalytischen  Géométrie^  p.  341-270;  Berlin,  i835). 
Les  équations  (III)  et  (IV),  dont  l'usage  nous  sera  plus  commode  que  ce- 
lui des  deux  dernières  équations  de  M.  Plûcker  sont  déduites  de  son  sys- 
tème d'équations. 
Dans  ces  équations,  un  point  multiple  de  l'ordre  r  compte   pour 

""      points  doubles,  une  tangente  multiple  de  l'ordre  r  pour 

tangentes  doubles. 

Dans  la  discussion  actuelle,  il  ne  sera  question  que  du  degré  m  et  de 
la  classe  n  des  courbes.  C'est  pour  les  discussions  suivantes  que  nous 
avons  introduit  le»  autres  nombres. 


(  >49  ) 
n^  10,  il  faut  se  rappeler  que  deux  courbes  des  ordres  m^ 
et  m,  ont  nir^m,  points  de  rencontre,  et  que  deux  courbes 
des  classes  n^  et  n,  ont  rir.n,  tangentes  communes. 

Le  nombre  des  coniques  infiniment  aplaties  de  la  pre- 
mière espèce  (nommée  dans  le  n^  10)  sera  donc 

m I  0i<i .  fiTj  nt^  H~  i7t|  ffii .  i7t]  ntt  -f-  /7?i  1114 .  iTtj  /if  1  r=  3  •  nti  it]  m^  1^4  • 

Celui  des  coniques  infiniment  aplaties  de  la  deuxième 
espèce,  sera 

/ifi  nti.n^  1W4  -t-  iii|  /7t2«/i4 •'"3  ~ï~  "ïi  wis./ii.in4  H-  /Wi  mi,fi^ . /Wj 
-4-  /w I  /If 4  •  /I3 .  /Wj  -4-  /W|  'W4 .  /tj .  ntj  -4-  #Wi  iWj  •  Ht  /W4 
-f-  MTiin^.n^ ./iî|  H-  /7i3  77i4«/ii «iTts  -h  /Wj iit4 «Wj. /iii 

-+-  /W3 IÎI4 .  /I| .  /Wj  -+-  ut)  /IÎ4  .  /Ij    /W| 

=  3  2mi  111)  /Tt)  /I4  • 

Celui  des  couiques  infiniment  aplaties  de  la  troisième 
espèce  sera 

J3,  /îj .  wîj ,  m^  -f-  /f I  /I3 ,  Wj .  1W4  -f-  /i|  /I4 .  ntt •  /Wj 
Par  conséquent, 

X  =  3lll|  /7fa  /Ha  /i94  +  62/7t|  "ta  /Ifs  /f4  H-  ^"Linim^  'ls^4* 

De  même  on  trouve,  au  moyen  des  théorèmes  du  n^  10 
sur  les  coniques  à  point  double, 

CF=r  3/Ii  /îj  /ÎS/I4  -h  62/Wi  /I»  /ïs  /I4  -4-  ^^'''i  /''a /*»'*«• 

La  valeur  de  cr  résulte  de  celle  de  X  par  une  permuta- 
tion des  lettres  m  et  tz,  ce  qui  est  aussi  une  conséquence 
du  principe  de  la  dualité.  Car  en  transformant  par  ce 
principe  le  système  actuel,  on  trouve  un  nouveau  système 


(  a5o  ) 
de  coDÎques  qui  touchent  les  quatre  courbes  homologues 
aux  courbes  données. 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  de  X  et  de  cr  dans 
les  formules  (i)  et  (a)  du  n^  1,  on  trouve 

fir=:  2/7l|/n,llfs  1714  4-  42'Wi  /W,/IÎ3/l4 

-h  42//li  /7ls/l8/l4  -*-  2Z/?l,  /la/t, /I4  H-  rt,  /2a /?3  /I4, 

(3fl)  ( 

Ces  valeurs  de  jui  et  v  satisfont  donc  à  la  relation  (*) 

(3*)  (C«.,n.,    C«,.„,,     C,,,,,,,     C«,.,J  =  (fi,  V). 

Les  formules  (3a)  sont  encore  vraies  lorsque  Tune  des 
courbes  données  se  réduit  à  une  droite  ou  à  un  point, 
m  et  n  prenant  respectivemenl  les  valeurs  de  i  et  de  o 
ou  de  o  et  de  I . 

Lorsque  C„,„  est  une  courbe  générale  de  r ordre  m, 
c'est-à-dire  une  courbe  de  cet  ordre  dépourvue  de  points 
doubles  et  de  points  de  rebroussement,  n  prend,  selon  la 
formule  I  de  M.  Plûcker  (**),  la  valeur  m  (m —  i). 

Ces  substitutions  donnent  lieu  à  beaucoup  de  corol- 
laires. 

IV.  —  Détermination  des  caractéristiques  d^un  système 
de  coniques  qui  ont  un  contact  double  at^ec  une 
courbe  donnée  et  des  contacts  simples  ax^ec  deux 
autres, 

12.  Désignons  par   aC,n,„  la  condition  d'un   coauci 


C*)  Les  formqlos  (3)  résultent  de  la  formule  générale  et  du  corollaire 
i\u  théorème  LXXV,  donnés  par  M.  Chaslos  dans  les  Comptes  nmdas  de 
4 'Académie  des  Scieiiees,  du  i***  août  iHH^. 

("*)  Voir  raTant" dernière  note. 


(  =»5.  ) 
double  avec  €«,»>  alor«  le  système  sera  représenté  par 

Les  théorèmes  du  n®  10  ont  encore  lieu  dans  ce  cas- 
ci,  où  deux  des  quatre  courbes  coïncident.  Seulement  il 
faut  regarder  les  points  et  les  tangentes  doubles  de  Cm,*. 
comme  des  points  communs  et  des  tangentes  communes 
aux  deux  courbes  qui  y  coïncident,  et  Ton  doit  se  rappe» 
1er  qu'une  tangente  de  €»,„  rencontre  encore  la  même 
courbe  en  m  —  2  points,  et  qtt'<m  peut,  par  un  point  de 
la  courbe,  y  mener  n  —  a  tangentes,  outre  celle  qui  la 
touche  en  ce  point. 

Cependant  le  système  actuel  contient  encore  d  antres 
coniques  singulières.  Lorsqu'une  conique  infiniment 
aplatie  est  tangente  à  la  courbe  €„,„,  quatre  points 
d'intersection  coïncident  au  point  de  contact,  dont  deux 
appartiennent  à  chacune  des  deux  branches  coïncidentes 
de  cette  conique  singulière^  mais  les  deux  points  d'inter- 
section de  l'une  des  branches  sont  séparés  de  ceux  de 
l'autre,  et  la  courbe  C,„,„  n'est  en  général  touchée  que  par 
l'une.  Un  seul  cas  fait  une  exception,  celui  où  la  tangente 
^^  C»,»  qui  renferme  la  conique  infiniment  aplatie  est 
une  tangente  d'inflexion.  Alors  la  conique  singulière  peut 
être  regardée  comme  la  limite  d'une  conique  dont  les 
deux  branches  qui  tendent  à  coïncider,  ont  chacune  avec 
C„,„  un  contact  et  une  intersection  qui  tendent  &  coïnci- 
der au  point  d'inflexion  ('^).  On  voit  donc  que  toute  co- 
nique infiniment  aplatie  située  sur  une  tangente  d'in- 
flexion de  Cm,n  et  limitée  par  les  deux  autres  courbes 
données  appartient  au  système.  Nous  supposerons  que  le 
nombre  de  ces  coniques  singulières  dans  l'expression  de  X 


(**)  Si  la  conique  est  réelle,  C„„,  avant  Finllexi«n,  coupe  Fune  de» 
braudiee  de  celle  conique  et  touche  Tautre;  pois,  après  rinie&ion,  elle 
touche  la  première  el  coupe  la  seconde. 


(  =»5a) 
est  maltiplié  par  le  coefficient  x  que  nous  déleruiiueit>ns 
plus  tard  (*). 

11  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  séparément  les  co- 
niques à  point  double  du  système,  puisque  le  principe  de 
dualité  peut  servir  k  déterminer  ts,  si  l'expression  de  A 
est  connue  ^  car  le  système  qu^on  trouve  en  transformaot 
par  ce  principe  le  système  actuel  sera  de  la  même  espèce. 
Seulement  les  courbes  que  doivent  toucher  les  coniques 
seront  remplacées  par  leurs  réciproques.  On  trouve  donc 
o  qui  est  le  X  du  nouveau  système,  par  une  permutation 
dans  l'expression  de  X  des  lettres  mtin^d  et  t,  d' et  t'. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  écrirons  séparément  les  dif- 
férentes parties  de  A  avec  leurs  coefficients  respectifs  : 

A  —    I  (dmi  OT,  H-  mnti .  mm^  ) 

-h  2. [<//!,  m,  -4-  dn^nii  -+-  mmt.(n  —  "a) Wj 

4-  mm^.n'i[m  —  i)  -h  mmi(n  —  2)w, 
-r-  m//t,./l,(/fl  —  l)  -h  Wi  111,11  (/ft  —  a)] 


4 . 1  fm,  m,  -f-  fl/ii  (/»  —  a)  /w, 

,  (  m  —  '2  )  m,  -♦-  rt,  /t, j 


(*  )  On  doit  chercher  avec  soin  s'il  n'y  aurait  pas,  dans  les  systèmes  dont 
on  s'occape,  plusieurs  coniques  singulières  autres  que  celles  qui  se  présen- 
tent par  elles-mêmes.  Dans  le  système  actuel,  on  pourrait  croire  en  trou* 
ver  renfermées  dans  les  tangentes  aux  points  de  rebroussement  de  C,^ 
et  limitées  par  C.  ,,  ®^^mt,iii>  ™***  alors,  selon  le  principe  de  dualité, 
les  coniques  ayant  des  points  doubles  aux  points  d'inflexion  de  C^,  au- 
raient avec  elles  un  contact  double,  ce  qui  n'a  pas  lieu  évidemment. 

Du  reste,  quand  on  ne  sait  pas  décider  si  une  certaine  espèce  de  co> 
niques  singulières  appartient  à  un  certain  système,  on  doit  introdaîre. 
dans  l'expression  de  X  ou  de  oleur  nombre  multiplié  par  un  coefficieni 
indéterminé  qui  doit  être  entier  et  positif. 


(  253  ) 
En  faisant  la  permutation  indiquée,  on  trouve 

•-f-2.[//if, /ij  +  ///i,/i,  -l-/f/i,(m  — a)/i,-l-  nnxmr{n  —  i) 
-h /i/ti(m  —  2)/i,  -h  /i/f j  mi[n  —  i) -h «,  n, «t  (/i  —  2)] 

/         .  "('»  —  01 

-h  iitini(/i  —  2)/i,  -h  //f,m,  —^ '-  I 

Les  trois  premiers  termes  de  tj  représentent  les  coni- 
ques à  point  double  mentionnées  dans  le  n^  10.  Le  der- 
nier terme  représente  les  coniques  qui  ont  des  points 
doubles  aux  points  de  rebroussement  de  Cm,,»»  et  qui  sont 
composées  chacune  d'une  tangente  à  C^^^n^  et  d*une  tan- 
gente à  C„^,i,,.  Cette  nouvelle  espèce  de  coniques  à  point 
double,  correspond  à  la  nouvelle  espèce  de  coniques  apla- 
ties que  le  système  actuel  contient.  En  réduisant  les  ex- 
pressions trouvées,  on  aura 

X  =  m, iWi  (/w*-h6/w/i  —  8/w  —  ^n  -4-  i/-f-  4'  -h  x.t') 

-h  2  (m,  «a  -h  jw,  /i,  )  (/n^-l-  2in/i  —  m  —  ^n -h  d) 

-+■  2/1, /11.  m  (/i7  —  i), 

o  ==  /i|  /fj  (/i'  -I-  6mn  —  8/1  —  ^m  -\^  t  -h  ^d  -h  jr.  «/' ) 

-h  2(/lî|  /i, -H  /Wj/I,  )  (/?^H-  2/llrt  —  /î —  4"*  "*"  ') 

-4-  2/n,  iWj/i  (/f  —  i). 

En  substituant  ces  ex{)ressions  dans  les  formules  (1)  et 
(  2)  du  n®  1 ,  on  trouve 

V  =;  v*'/w,m5  ^-  v"  (/w,  «,  -f-  /»,«,)  -f  v'/î,/i,, 


(  >54  ) 
où 

^"^  y  (am»H-6/ii/i-h/i'  — 6m  —  g/i-f-f-f-a*/), 
pL*'^  -(/it»-^-6m/H-/i'— 8/II  —  5/î  -1-4'-*-*^'+^), 

v"  =r  ~  (m^-h6mn  -f-  2/î'  — g/w  —  6/H-  2/-I-  rf), 

v"  =  ^  (m»  -h  6/?f/i  -h  4«'  —  8/w  —  8/1  -h  4'  H-  J^^'  H-  ^)' 

13.  Pour  avoir  la  signification  de  (*',  f/',  //",  v',  / 
et  v"',  remplaçons  successivement  C«,,„j  et  C,^,«,  par 
deux  points,  par  un  point  et  une  droite  et  par  deux 
droites. 

C,«„„,  et  C„,,«,  se  réduisant  h  deux  points,  on  a 

«1,  :=:  #ltj  r=r  O       et       /l,zirlt,  =  1, 

et,  par  conséquent, 

C«^,n.  8e  réduisant  à  un  point,  C„,,„^  à  une  droite,  on  a 

/Il,=:z  «,=:=  O       et      /I,  =  /»,=:  I, 

et,  par  conséquent, 

Cm,, II,  etC„i,j„^se  réduisant  à  deux  droites,  on  a 

mi  =  mi=:i      et      /I,  =  /i,r:^0 
et,  par  conséquent, 


(  255  ) 
li\  i»!\  etc.  sont  donc  les  caractéristiques  des  systèmes 
de  coniques  qui,  satisfaisant  a  la  condition  d'un  double 
contact,  satisfont  en  outre  aux  conditions  élémentaires  de 
passer  par  des  points  et  de  toucher  des  droites.  M.  Chasles 
appelle  aussi  ces  systèmes  élémentaires. 

Cette  circonstance  sert  à  la  détermination  du  coeffi- 
cient x,  car 

La  première  de  ces  équations  s'écrit 

ou 

xd' z=z  m  [m  —  i)  —  n  —  2rf. 

Or,  selon  Téquation  (I)  de  M.  Plûcker  (p.  a48), 

3rf'=:m(/» —  i)  —  «  —  id. 
Par  conséquent, 

X=:3. 

L'équation  v"=  (*'''  donnerait  le  piême  résultat. 

14.  En  substituant  x  =  3  dans  les  expressions  trou- 
vées dans  le  n*>  12  pour  ^',  fx"  etc.,  et  réduisant  au  moyen 
des  formules  de  M.  Plûcker,  on  trouve 

1^'  —  im  (//î  4-  il  —  3)  -I-  f, 
ItT—  v"=:  2//(2/ll  -h/7—  5)-h2£/, 
v'"  zz=   2/1  (  w  -I-  /i  —  3  j  -I-  rf.  , 

Pour  donner  à  ces  expressions  la  forme  la  plus  simple, 
nous  y  avons  gardé  les  quatre  nombres  w,  «,  rf  et  f  dont 
chacun  dépend  des  trois  autres. 


(  a56  ) 
Les  valeurs  (4  a)  satisfont  aux  relations  suivantes  : 

v^'/w,  1»,-+-  v"(/w,  w,-f-  m,/i,)  -h  v'  «,  «a)], 
^It'  (2C«,.,,,.,;,0^(kS->'), 

Dans  le  cas  où  C„,„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m, 
rf  =  d'=  o,  et,  selon  les  formules  de  M.  Plûcker, 

n=:m{m — i),    iz=:-m(m — 2)(/fi* — 9),   i'=:Zm{m — a), 
les  formules  (4^)  seront  remplacées  par 

fA^irr  -  m{m  —  ï)(m^-h  3m  —  6', 

(4  e)  <    f*''=:v"=z/w(m  — i)(/w>-h3/ii  — 8), 

i   fA*'=v''=î/w(iii  — i)(yw*-f- W--5), 
\    if''z=im(m  —  i)  (/»* — 3). 

m  =  i    donne    ^'=  pi''= /'=  v'=  v"=  v"'=  o; 
m  =  2    donne    fx'= /=  ^'"=  v'=  v'^=  v'"=  4. 

15.  Dans  le  n^  13  nous  avons  trouvé  pour  le  coeffi- 
cient X  la  valeur  3;  ce  qui  donne  lieu  aux  théorèmes 
suivants  : 

On  doit  compter  dans  le  nombre  ^  relatif  à  un  sys- 
tème de  coniques,  qui  ont  un  double  contact  auec  une 


(*)  M.  Cremona  a  résolu  le  même  problème.  Le  aaTant  géomètre  y  em- 
ploie, à  Gâté  d'autres  moyens,  le  nombre  X  du  système  (2 G„^,  p^t  p^).  La 
différence  de  ses  résultats  et  des  miens  n*est  qu'apparente,  les  uns  pou- 
vant se  déduire  des  autres  au  moyen  des  équations  de  M.  Plûcker  {voir 
les  Compte*  rendui  de  l'Académie  de*  Sciences^  du  7  novembre  i864)> 


(  >57) 
courbe  €«,„  et  des  contacts  simples  a^^eà  le^  deux  autres 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  située  sur 
une  tangente  d'inflexion  de  C^^»  et  limitée  parles  deux 
autres  courbes  ; 

Et  dans  le  nombre  u  relatif  au  même  système  • 
Trois  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  con^ 
fondu  avec  un  point  de  rebroussement  de  C^n,»  ?  ^^  corn* 
posée  de  deux  tangentes  menées  parce  point  aux  deux 
autres  courbes, 

V.  —  Détermination  des  caractémtiques  des  autres  sys- 
tèmes  de  coniques  qui  ont  avec  deux  courbes  données 
des  contacts  du  premier  ordre^  simples,  doubles  ou 
multiples. 

i6.  Nous  aurons  à  trouver  les  caractéristiques  des 
systèmes  suivants  : 

{2C«,„,  ^C„^,m^)  doiit  Ics  coniqucs  ont  des  doubles 
contacts  avec  les  courbes  C«,^„  et  C^,,„,  (*)  ; 

(  3Cn,,n,  C,„^,„J  dont  les  coniques  ont  un  contact  triple 
avec  C„^«,  et  un  contact  simple  avec  C^^  ,„j  ; 

(4C«,„)  dont  les  coniques  ont  avec  C„,„  un  contact 
quadruple. 

Ces  systèmes  ne  contiennent  de  coniques  irrëgulières 
que  celles  qui  sont  nommées  dans  les  n^'  iO  et  15,  avec  la 
seale  différence  qu^à  présent  plusieurs  courbes  ont  coin» 
cidé.  Pour  déterminer  les  nombres  X  et  jx,  nous  n'aurons 
donc  qu'a  employer  les  théorèmes  contenus  dans  ces  nu- 
méros. 


(*)  MM.  Chaftles  et  Cremona  ont  donné  le  moyen  d'exprimer  les  carac- 
téristiques de  ce  système  an  moyen  de  celles  des  systèmes  élémentaires  de 
coniques qai  ont  STec  G^^  et  C^^^^  séparément  an  double  contact  ^Comptes 
rendauy  21  eoût  et  7  novembre  1864  ). 
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(  >58) 
17.  On  trouve  pour  le  système  (a C,„,„,  2C„j,„J 

-h  2  [£//!,( iw,—  2)  ■+-  dxn[m  —  2)  H- mmy(n  —  2) (//î|—  i  ■ 

-f-  /wiw,  (/i, —  2)(llf  —  1)] 

,rm,(iw,  —  2)         iii(iw— i)  ,  ,,  1 

4-  4    r  -^^-^ ^  -h  /.  — ^-^ A-nn,  (m  ~  2)(/ii»— 2) 

^='L'''-^ — i — J 

-h  2  [riii,(/î,  —  2)-hr,iw(/ï  — 2)H-»/i,(/w  — 2)(», —  1) 

H-  «/f ,  (w,  —  2 )  (/i  —  i)] 

En  substituant  ces  expressions  dans  les  formules  (  1  ) 
et  (2),  on  trouve  après  une  réduction  assez  longue  (*)  : 

[fx==-.;i(/i--l)/i,  (/!,—  i) 

//r   >/  -l-[w(i»H-a/i— 5)H-^][m,(iii,-h2Ji|— 5)-»-^,], 

v=:-m  (m  —  i)/it,  (w,  —  0 

— -[»i(/ii  — i)— /i(/i  — i)][m,(/it,— i)— /i,{«,— i)] 
'+-{n(n  -+-  2m  —  5)-t-rf][/t,(n,-t-2m,  — 5)-+-rf,]. 


(*)  Cette  réduction  et  d^autres  qui  suiTent  se  font  au  moyen  des  équa- 
ions  de  M.  Plûcker(page  a48)  et  ont  pour  bat  de  donner  aux  exprès- 


(  aSp  ) 
La  signification  de  ces  valeurs  de  fji  et  de  v  s'exprime 
par  le  symbole  suivant, 

(5*)  (2G,,,,    '2C«..«.)Ki{f*,v). 

Si  C«,„  et  C„,,„,  sont  des  courbes  générales  des  ordres  m 
eti7i|,on  sait  que 

«,  =  mi  (/»,  -^  1),     rf,  =  I ,     r,  =:  -  /»,  (/w,  —  2)  (/«î  —  9)  ; 

les  formules  (5a)  seront  donc  remplacées  par  les  sui- 
vantes : 

p  =  -w(m--i)m,{m,-^i) 

X  [wi  (/»  -h  3)/ii,(/w,  -f-  3)  —  2ot(3w  -f-  ï3) 
(5c)     \  —  2111, (3//I, -h  i3)-f- 58], 

I*  =-'»('»— |)/M|(W,—  l) 

X  [(m»-h3/n  -  8)(/7iJ  -f.  3w.  -  8) 

—  2(2/W-3}(2//l,  — 3)-hlJ- 

Poar  m  =  I  ou  mi  =  i,  on  trouve  fz  =  v  =  o. 

Pour  m=:i7i|=:2,  on  trouve ft=:  v=  6  {*). 

18.  Pour  déterminer  les  nombres  A  et  cr  du  système 
{3C«,„,  C«,,n,)9  on  doit  se  rappeler  qu'une  tangente  dou- 
ble rencontre  encore  la  courbe  C„,„  en  /»  —  4  points,  une 

sioos  IrouTées  la  forme  qui  me  semble  la  plus  simpJe  et  la  plus  com- 
mode. Comme  elles  neconUennent  rien  de  nouveau,  je  me  borne  à  indi* 
qaer  leurs  résultats.  On  peut  voir  la  justesse  de  ces  résultats  en  substi- 
toaot  les  expressions  trouTées  dans  les  équations 

3/K— v  =  i      et      2>^  — yi*5=o. 

(*)  Dans  ce  cas  particulier,  le  système  se  divise  en  trois  systèmes  par- 
tiels dont  chacun  a  ses  caractérisUques  égales  à  2.  (Powceiet,  Traité  des 
Propriétés  proj'eetwes,  n^»  427  et  suiv.,  dans  la  nouvelle  édition  ;  voir  aussi 
C1UILB8,  Traiié  des  Seeiions  coni^ues^  n«  497). 

«7- 


(  26o  ) 
langente  d'inflexion  en  m — 3  points,  el  c[u*on  peut,  par  un 
point  double  de  C«^„,  faire  passer  n — 4  tangentes,  et  par 
un  point  de  rebroussement  n  —  3  tangentes,  outre  celles 
qui  ont  ces  points  pour  points  de  contact.  On  trouve  donc 

-»-  2,[d[n  — ^)mt-hdni{m  —  2)H-/itiîi,(/i —  'i){in  —  3)J 

/   r  /          /x                  (m —n) (m  — 3)1 
-h  4.    /(m— 4 )/»,-»- /i»,^ ^  j 

-h3./'(//f—  3)/i/„ 

•+-  *i.[t(m  —  4)'»i-^-  tmi[n  —  2)4- /iit|(/w  — 2)(/i  —  3)] 

H-4.    </(«  — 4)»,  -^-mmr I 

-»-3rf'(/i— 3)/!,. 

En  substituant  ces  expressions  dans  les    formules  (1) 
et  (2),  on  trouve,  après  réduction, 

V  =  v*'.ii?,-+-  v'./i, , 
où 

p'=  -  [2/w»H-  6m'/i  —  /!*—  3om'—  i8ot/i 

H-  i3/i»-f-84iw  —42« 

H-  (6w  -h  3/f  —  26)r], 

^t"=v'=:ij(/rl-h/î)[-(lll-h/l)»-7(w^-/l)^-48] 

■4-  4'n/'[3(i7i  -f-zi)-—  i3] 

-h  2(// H- r)[3 (m -f- /f)— 2o]( , 

—  3oii'— 4^'"  -*-  84« 

-f-(3w-h6/î  —  26)(/). 


(Sa)/ 


(a6.  ) 
En  posant  d  abord  trii  =  o,  //i  =  i ,  et  ensuite  mj  =  i , 
/i]=:o,  on  remplace  la  courbe  successivement  par  un 
point  et  par  une  droite.  Dans  le  premier  cas,  les  carac* 
tëristiques  du  système  deviennent  p,'  et  i/,  dans  le  second 
[jl"  et  y^.  On  aura  donc 

(3C„.«,  /,)  =  (,*',  v'), 

(3c«,.,  /)=(^t^v-). 

Si  Cm,n  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m,  les  for- 
formules    {6a)    se   réduiront 9   par  la   substitution    de 

»  =  /?i(m  —  i),  d=Oy  t^z-m  [m  —  a)  (m* —  9),  aux 

suivantes  : 

'fA'=  ^m{m  --  2)(m*-h  5/if'—  17m* — ^gm  -h  108), 
(6c)  ^p'=:v'  =  5iii{/iï  —  2)[m*-\-5m^—  aSm'— aS/ii -4-90), 

[  v"=:-/ll(//l  — 2)(2/lt*-h4'«*—  aS/ïl'—  II/lH-63). 

Pour  m  =  a  on  aura  u'=  fx''  =  v  =  v''=  o. 

Pour  m  =  3  on  aura  f/=  1 2,  fx"=  v' =  a4»  v"=48(*). 

19.  On  trouve  pour  le  système  (4C«,„), 

,=..'i£lil)^a.'(«-4)(«-4)H-4^<^^y^^^) 


(*0  Dansée  cas,  le  système  se  dWiseen  trois  antres  où  /=  4»  />^'=  v'=  ^ 
et  v'  =  16  (voir  un  Mémoire  de  M.  Hesse  dans  le  ioumal  de  Crelle, 
t.  XXXTl,  p.  143  et  suiY.)< 


(    262    ) 

J'où 

f*=  -J2(W—  3)(W  — 4)('**~  '''"'') 

-h  (/i  —  3)  (^i  —  4)  (//*«—  m  —  n) 

-f-4'('"'— •II'»  -f-28)-f-2l/(/l'--l  I/ï-h28) 

^.(2^4.,)[4(;,_4)(^__4)_,]^.2rf.^.,.|, 

V  =  ^j(/w—  3)(/w  — 4)('*'—  '"  — '*) 
-h  2  («  —  3)(/i —  4)('''^ —  '^  —  '^y 

-|-2f(w'—  IIIW-4-28)-h4<'{''*-~  'I'*  -f-28) 

^  -h{i/-4-2r)[4(/i  — 4)(w  — 4)—iJ-hr/»-f-2f>j. 

et 

(7^)  (4C,.„)  =  (p,v) 

Si  C„^„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m, 

p  =  -y /?j(/w  —  2)  (/w  —  3){m^  -h  grn* —  i5/w* 

—  225/it*H-i4o/w -h  io5o), 

(7O. 

V  =  — /?l(lW  —  2)(lW  —  3)(//l*-h9/W* — 27IW* 

—  l53/w^H-  170/11  H-  546). 

Pour  m  =:  a  ou  m  =  3,  on  aura  jx  =  v  =  o. 
Pour  m  =  4,  on  aura  fjt=:  126,  v=  262  (*). 


(*)  I>ans  te  cas»  le  système  se  divise  en  soixante-trois  autres  (voir  un 
Mémoire  de  M.  Hesse  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  XLIX,  p.  279).  Leseo- 
niques  d^un  système  partiel,  dont  les  caractéristiques  sont  a  et  {,  appar* 
tiennent  a  un  même  réseau  du  premier  ordre,  ce  qui  donne  lieu  à  plu- 
sieurs analogies  avec  les  droites  tangentes  à  une  conique  (ce  que  j*ai 
tnontré  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  Copenhague^  p.  i54  ;  i863). 

(  La  suite  prochainement,  ) 


(  ^63) 


NOTE  SUR  LES  FONCTIONS  DE  STIIRN; 

P^m  M.  Ph.  GILBERT, 

Professeur  à  l'UnWenKé  de  Louvain. 


Soit 

X=zx^-hpi  a:»"'  4-  .  .  .  -f-  /?„  =  o 

une  équation  de  degré  n^  soient  a,  6,...,  /  ses  racines,  et 

i  R.=  a.  j:— •  -h  po««-'  -h  7.x"->  -f- .  .  .  -h  À., 
I  R,  =:  ai  X*-'  H-  p,  X— »  -+-  7,  x»-^  -j. ...-+-  X„ 

(  R^,  =  a^,  X—  -+.  p^,  x"-^  4-  7««,  x»-»  -h ...  -h  >,_. 

n  fonctions  de  degré  n  —  i  se  déduisant  toutes  de  la  pre- 
mière Ro,  laquelle  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  Xj 
de  X,  par  la  suite  d'équations 

Ri  =  xRo  —  flc«X, 

Ra  =  xR|  —  aiX, 


Ru— I  =  J?R«-a  —  art_aX. 

Toutes  ces  fonctions  R^  se  calculeront  donc  avec  une 
grande  rapidité,  et  Ton  a  d'ailleurs 

Cela  posé  : 

1^  On  aura  en  général 

Eu  d' autres  termes,  les  coefficicnls  a^,  «i,.m  <5^»-i  ^^^{^ 


(a64) 
les  sommes  des  puissances  semblables  des  degrés  o ,  i  <, . .  • 
n  —  I  des  racines  de  V équation  proposée. 

7?  En  appelant  X,  Xi,  Xi,...,  X„  les  fonctions  de 
Sturm,  ou  plutôt  celles  de  M.  Sylvester,  qui  n'en  diflè- 
rent  que  par  des  facteurs  constants  positifs,  nous  aurons 

«i ,    pi ,   1\  ^~*  -+-...  -h  ^, 


X,== 


X.= 


et  enfin 


X=: 


«1» 


p.» 
p.. 


7m- 

7i»- 


a».i  9    pn—i  9   7»— •  >  •  •  •  >  X»— » 


Ces  formules  fournissent  un  moyen  facile  k  retenir,  et 
très- rapide  dès  que  l'on  a  un  peu  l'habitude  du  calcul 
numérique  des  déterminants,  pour  obtenir  les  fonctions 
sturmiennes  par  de  simples  multiplications.  Elles  per- 
mettent même,  aussitôt  que  les  fonctions  R,-  sont  calcu- 
lées, d'écrire  immédiatement  le  terme  affecté  d'une  puis- 
sance quelconque  de  x,  dans  l'une  quelconque  des 
fonctions  X,-,  indépendamment  de  tous  les  autres  termes. 
Les  formes  diverses  données  par  MM.  Sylvester,  Cayley, 
Brioschi,  Hermite  se  déduisent  sans  peine  des  formules 
précédentes,  ainsi  que  les  expressions  des  facteurs  par 
lesquels  il  faut  multiplier  les  fonctions  X<-  pour  passer 
aux  fonctions  de  Sturm. 

3®  Le  dernier  terme  H  de  V équation  aux  carrés  des 
différences  des  racines  de  Véqualion  X  =  o,  ou  le  pro- 


(a65  ) 
doit  de  ces  carrés,  se  déduit  aussi  du  calcul  des  fonc- 
tions R,-,  puisque  Ton  sait  (Journal  de  Idouuille,  t.  YII, 
p.  368)  que  ce  dernier  terme  ne  diffère  pas  de  la  der- 
nière fonction  X„  de  M.  Sylvester.  On  a  donc 


H  = 


«t» 


X. 


,  >,-. 


Appliquons  cette  méthode  à  Téquation  du  troisième 
degré 

il  vient  immédiatement 


d*où 


Ri  =  —  px'  —  1ÇX —  3r, 

^.  =  (p'-~!iq)a:'-h(pq' 


3r)  x-h  pr. 


3, 

A»? 

lq 

V. 

»9» 

pq-h3r 

9» 

3/-. 

ipr 

3>       —A»,      /?»  — 29 
H=     2/>,     —  2ç,    pq  —  Zr 
9f       —  3r,  pr 

De  même,  l'équation  du  quatrième  degré 

x^  -4-  px^  -+-  qx^  -4-  Tx  -+-  j  =  o 

nous  donnera 

R,  =  4** -h 3/>ar*  -4-  2ç«  -h  r, 
R,  =  —  />«»  —  2  qx^  —  3rr  —  4'> 

Rj=  (/>*  —  29 )  ;r»  H-  (/>y  —  3 r)  «>  H-  (/?r  —  4  J)  «  -4-  /»*, 
Ri=[(/'9-3r)-p(/>»-2ç)]x»-4-[,;r~4^-y(,.»-27)]x> 


(^66) 

Eo  formant  le  délerminant  H  et  opérant  les  réductions 

bien  connues,  il  vient  de  suite 

4»     p*        29, 

Zr 

H=  — 

29,     3r,      2/>/--|-4i, 

2pr-^  ^s 
Zps  -4-  qr 

» 

r,       4*,          Zpsy 

2.qs 

il  reste  donc  simplement  à  développer  ce  déterminani. 

Ce  procédé  pour  calculer  le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences  semble  offrir  sur  les  autres 
(Seeret,  jilgèbre  supérieure^  a*  édit.,  p.  3o  et  45^)  l'a- 
vantage d'être  facile  à  retenir,  de  s'appliquer  directement 
aux  équations  numériques,  et  de  ne  point  exiger  que  Ton 
forme  d'abord  ce  terme,  pour  toutes  les  équations  de 
degré  inférieur  à  ft,  avant  d'arriver  â  l'équation  de 
degré  /i. 

{Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Science s^  12  février  1866.) 


OUESTION  rEXAIIN; 

Par  m.  a.  P., 

Elève  de  l'École  Polytechnique. 


Les  six  normales  menées  par  un  point  à  une  surjace 
du  second  degré  se  trouvent  sur  un  cône  du  second 
degré. 

Cet  énoncé  constitue  un  théorème,  car  cinq  droites 
suffisent  pour  déterminer  un  cône  du  second  degré. 

Remarque.  —  Le  diamètre  passant  par  le  pied  d'uiic 
normale  à  la  surface  est  le  conjugué  du  plan  tangent  en 
ce  point.  On  en  déduit  cet  énoncé  nouveau  : 

Les  six  normales  à  une  su/ face  du  second  degré. 


(  a67  ) 
menées  par  un  points  se  troui^ent  sur  le  cône  des  droites 
issues  de  ce  point  et  telles  quel/es  rencontrent  le  dia- 
mètre conjugué  aux  plans  qui  sont  perpendiculaires  à 
ces  droites. 

Le  cône  est  du  second  degré,  car  il  coupe  un  plan  prin- 
cipal de  la  surface  suivant  une  courbe  du  second  degré. 

Les  constructions  employées  en  Géométrie  descriptive 
pour  trouver  les  traces  d'une  droite  nous  fournissent  les 
éléments  de  la  démonstration  qui  s'appuie  du  reste  sur 
les  principes  généraux  de  Thomographie  et  sur  les  deux 
lemmes  suivants: 

Lemhe  I.  -*  Za  projection  d'un  diamètre  sur  un  plan 
principal  et  la  trace  du  plan  diamétral  conjugué  sont 
deux  diamètres  conjugués  de  la  section  principale, 

LsHKE  II.  --^  Dans  le  plan  dune  conique^  le  lieu  des 
intersections  d'un  diamètre  auec  la  dimte  perpendicu- 
laire à  son  conjugué  y  issue  d'un  point  fixe^  est  une  hy- 
perbole équilatère  passant  par  le  centre  de  la  conique  et 
par  le  point  fixe  et  dont  les  asymptotes  sont  parallèles 
aux  axes  de  la  conique  proposée. 

Je  prends  pour  plans  de  projection  deux  plans  princi- 
paux de  la  surface;  soient  A,  Taxe  situé  sur  la  ligne  de 
terre;  B,  le  second  axe  horizontal;  C\  Taxe  vertical;  M, 
m,  m!  le  point  fixe  et  ses  projections;  L,  /  et  l' une  droite 
et  ses  projections.  Cette  droite  passe  par  le  point  M;  eUe 
rencontre  le  diamètre  conjugué  du  plan  P,  qui  lui  est 
perpendiculaire.  Soient  p  elp'  les  traces  de  ce  plan,  qui 
sont  respectivement  perpendiculaires  à  l  et  àl*.Djdj  df 
représentent  le  diamètre  conjugué  de  P  et  ses  pix>jections. 
D'après  le  lemme  I,  d  est  conjugué  de  p  dans  le  plan 
horizontal,  et  «/conjugué  de  p^  dans  le  plan  vertical.  Les 
droites  D  et  L  se  rencontrent  par  hypothèse  en  N,  qui  se 
projette  en  n  et  n'  intersections  de  [leid)  et  de  [l' eid). 
D'après  le  lemme  II,   le  point  n   décrit  dans    le    plan 


(  368  ) 
horizontal  une  hyperbole  ëquilatère  S  passant  par  le 
point  m  et  par  le  centre  de  la  surface,  ayant  ses  asymp- 
totes parallèles  à  la  ligne  de  terre  A  et  au  second  axe  B. 
Le  lieu  du  point  n'  est  une  hyperbole  analogue  S^,  si- 
tuée dans  le  plan  vertical.  La  ligne  nnf  coupe  la  ligne 
de  terre  en  v  et  lui  est  perpendiculaire  en  ce  point.  Les 
deux  faisceaux  /  et  /tv,  issus  tous  deux  de  deux  points  de 
Thyperbole  S  (ces  points  sont  m  et  le  point  à  Tinfim  dans 
la  direction  B),  se  coupant  en  n  sur  cette  hyperbole, 
sont  homographiques.  De  même,  /'  et  n'v  sont  homogra- 
phiques,  vn  et  vn'  le  sont  entre  eux  \  donc  les  faisceaux 
l  et  V  sont  homographiques.  La  trace  a  de  la  ligne  L  sur 
le  plan  horizontal  s^obtient  en  prolongeant  /'  jusqu'à  la 
ligne  de  terre  en  a' et  élevant  la  perpendiculaire o'ctjusqu^à 
sa  rencontre  avec  /'.  Les  faisceaux  V  et  a' a  sont  homogra- 
phiques. Donc  acf!  et  /'  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques. Leur  poin  t  de  rencontre  décrit  donc  une  conique. 
Le  cône  auquel  appartient  la  droite  L  est  donc  du  secx^nd 
degré;  il  contient  les  six  normales,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 


THÉORÈMES  SUR  LES  TETRAEDRES; 

Pae  m.  MARMIER, 
Élère  de  TÉcole  Sainte-GenevièTe  (classe  du  P.  Joubert). 


Théorème  I.  —  A  tout  tétraèdre  correspond  un  ellip- 
soïde tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre  en  leurs 
points  milieux. 

Je  rappellerai  d'abord  une  proposition  bien  connue  : 

Lkmmb.  —  A  tout  triangle  correspond  une  ellipse 
tangente  aux  côtés  en  leurs  points  milieux. 
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Soit  un  triangle  ABC  :  je  considère  Tellipse  tangente 
aux  deux  côtés  a  et  i  du  triangle,  en  leurs  points  milieux 
a  et  /S,  et  passant  par  le  point  milieu  du  troisième  côté  c. 

La  droite  a^  est  la  polaire  du  point  p  par  rapport  à  la 
conique.  La  droite  qui  passe  par  le  point  c  et  par  le  mi- 
lieu de  cette  droite  ^c^  est  le  diamètre  des  cordes  parallèles 
a  ârj3. 

D'ailleurs,  ce  diamètre  passant  par  le  point  milieu  de 
la  droite  ap  passe  par  le  point  milieu  y  du  côté  c.  Cest 
donc  son  extrémité  ;  la  tangente  en  ce  point  est  donc  pa- 
rallèle à  la  direction  de  la  corde  a/3  :  donc  c^est  le  côté  c. 

Je  considère  maintenant  un  ellipsoïde  passant  par  les 
six  points  milieux  des  arêtes  du  tétraèdre,  et  tangente  à 
trois  arêtes  issues  d'un  même  sommet. 

Chacune  des  faces  adjacentes  à  ce  sommet  A  dé- 
terminera dans  Tellipsoïde  une  section  elliptique  tan- 
gente à  deux  côtés  du  triangle  de  la  face  considérée 
et  passant  par  les  points  milieux  des  côtés  de  ce  triangle; 
donc  cette  ellipse  sera  tangente  au  troisième  côté  de  ce 
triangle. 

Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  faces  adjacentes 
au  sommet  A. 

Donc  les  trois  arêtes  de  la  face  opposée  à  ce  sommet 
sont  tangentes  à  rellipsoïde. 

Les  lignes  joignant  les  points  milieux  des  arêtes  du 
tétraèdre  se  coupent,  d'après  un  théorème  connu,  mu- 
tuellement en  deux  parties  égales,  et  leur  point  de  ren- 
contre est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  ;  donc  ce  point 
est  aussi  le  centre  de  Tellipsoïde. 

Théorème  II.  -^  Dans  un  tétraèdre  A6CD ,  dont  les 
hauteurs  concourent  en  un  même  point  H,  les  normales 
élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  grauité  se  ren- 
contrent en  un  mémepoinlHi  (voir  a^série^  t.  Il, p.  i35). 
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Soient  ût,  P,  7,  i  les  centres  de  gravite  des  faces  oppo- 
sées aux  sommets  A,  B,  CD;;?,  ^^  ^j  ^  ^  pieds  des 
hauteurs  correspondantes;  aN,  PN',  yN",  îN'''^  les  nor- 
males élevées  à  chaque  face  par  son  centre  de  gravité. 

La  ligne  a|3  est  parallèle  au  côté  AB.  Le  plan  a^Nest 
parallèle  au  plao  des  deux  droites  A*B  et  AH,  puisque  a|3 
est  parallèle  à  AB  et  aN  à  A^. 

Le  plan  des  deux  droites  AB,  a^  est  donc  parallèle  à 
la  droite  Bq  contenue  dans  le  plan  des  deux  droites  ABH; 
donc,  si  parle  point  |3  du  plan  (AB,  a(3)  je  mène  une 
parallèle  à  la  droite  B^,  cette  droite  sera  tout  entière 
contenue  dans  le  plan.  Mais  la  droite  B^  est  perpendi- 
culaire à  la  face  ACD  opposée  au  sommet  B;  donc  la 
parallèle  qui  lui  est  menée  par  le  point  |3  sera  aussi  per- 
pendiculaire à  cette  même  face.  Ce  sera  donc  la  normale 
(3N';  donc  les  deux  normales  aM,  |3N'sont  situées  dans 
un  même  plan.  Soit  Hi  leur  point  de  rencontre.  Les 
deux  triangles  semblables  ABH,  ce|3Hi  donnent 

^  '  AB         AH        3 

Par  la  même  raison,  les  normales  et  N  etyW^  sont  si- 
tuées dans  un  même  plan  ;  elles  se  rencontrent  en  un 
point  Hf  Je  dis  que  ce  point  se  confond  avec  le  point  Hi. 
En  effet,  les  deux  triangles  semblables  ayHs ,  ACH  don- 
nent la  proportion 

(2)  ^:^^=^i. 

^   '  AC       AH       3 

De  la  comparaison  des  égalités  (i)  et  (a)  on  tire 

g  H,  _  oH, 
ÂH  "~  AH' 

le  point  Hs  se  confond  donc  avec  le  point  Hi 
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Trois  quelconques  des  normales  élevées  aux  faces  par 
leur  centre  de  gravité  concourent  en  un  même  point; 
elles  y  concourent  donc  toutes.  c.  q.  f.  d. 


CONSTRUCTION 
DE  LA  TANGENTE  A  LA  COURBE  D'OMBRE  BE  LA  YIS; 

Paa  m.  chemin, 

Élève  de  l'École  Polytechnique. 


La  méthode  de  Roberval»  qui  permet  d'obtenir  les  tan- 
gentes à  un  assez  grandi  nombre  de  courbes,  a  conduit 
M.  Poncelet  à  une  construction  de  la  tangente  à  la  courbe 
d^ombre  de  la  surface  de  la  vis  à  filet  triangulaire. 

Od  peut  aussi  arriver  à  une  construction  fort  simple 
de  la  même  tangente,  en  faisant  usage  des  principes  don- 
nés par  M.  Chasles  dans  son  Traité  de  Géométrie  supé" 
iieure. 

La  courbe  d'ombre  est  ainsi  définie  :  un  cercle  et  un 
point  dans  son  plan  étant  donnés,  par  le  point  H  on  mène 


une  transversale  qui  rencontre  le  cercle  au  point  6.  On 
joint  le  point  B  au  centre  O  du  cercle,  et  en  menant  la 


(  ^7»  ) 
ligne  OM  perpendicalaire  à  OB,le  point  M  d'intersection 
de  cette  ligne  avec  HB  est  un  point  de  la  courbe  d'ombre. 
Le  lieu  des  points  M  obtenus  ainsi  en  faisant  varier  HB 
est  la  courbe  dont  il  faut  déterminer  la  tangente  en  un 
point  quelconque,  M  par  exemple. 

Supposons  que  le  point  B,  au  lieu  de  se  déplacer  sur 
le  cercle,  se  déplace  sur  la  tangente  en  B  à  ce  cercle  :  les 
deux  droites  6H  et  OB,  et  par  suite  BH  et  OM,  forment 
deux  faisceaux  homographîques,  et  le  lieu  des  pointe 
d'intersection  des  rayons  correspondants  est  une  conique. 
D'après  la  manière  dont  elle  est  engendrée,  cette  conique 
a  au  point  M  un  élément  comniun  avec  la  courbe  d'om- 
bre, et  par  suite  la  même  tangente  en  ce  point.  Donc 
il  suffit  de  chercher  la  tangente  à  la  conique  au  point  M. 

Pour  cela,  cherchons  dans  chacun  des  faisceaux  le 
rayon  correspondant  à  OH,  considéré  comme  appartenant 
i  l'autre.  Ces  deux  rayons  sont  OK,  perpendiculaire  à 
OH,  et  HK  joignant  le  point  H  avec  le  point  K  d'inter- 
section de  la  tangente  en  B  avec  OK.  Pour  obtenir  la 
tangente,il  faut,  d'après  les  principes  connus,  joindre  MK 
et  prolonger  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  en  Qavec  OH, 
et  prendre  le  conjugué  harmonique  de  ce  point  par  rap- 
port à  O  et  H.  Soit  S  ce  point,  MS  est  la  tangente  cherchée. 

Soient  P  et  T  les  points  d'intersection  de  MP  et  MS 
avec  OP. 

Nous  avons  l'égal!  lé  des  deux  faisceaux  harmoniques 

JM-Q.O.  S.  HJ  =  JM  — P.O.T.Bj. 

Donc  on  aura 

PO_TO^ 

pb~tb' 

Mais  les  triangles  semblables  MOP,  KBP  nous  donnent 

PO_MO_MC 
PB  ~"  BK  ""  CB  • 
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conséquence  de  la  similitude  des  triangles  MOC,  KGB  ; 
donc 

TO       MC 

TB  ~"  CB  * 

Donc  le  point  T  se  trouve  sur  la  parallèle  à  MO,  ou  KB, 
menée  par  le  point  C  d'intersection  de  BH  avec  OK.  On 
a  donc  enfin  la  construction  suivante  :  par  le  point  C 
mener  la  parallèle  à  BK  jusqu'à  rencontre  de  OB  en  T  ^ 
la  droite  MT  est  la  tangente  cherchée. 

Une  construction  du  même  genre  donnerait  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  la  cissoïde. 


SOLUTION  DE  OUESTIONS 
PROPOSAS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  5S6 

(T«ir  tome  XIX,  par»  M4); 

Pae  m.  Merck  BUSCO. 

Cl,  Cf,  Gs  sont  trois  cônes  de  même  tiegré  ayant 
leurs  trois  sommets  sur  la  même  droite^  si  Gi  coupe  Gj 
suivant  une  courbe  plane,  et  que  Gt  coupe  G»  suivant 
une  courbe  plane  y  d  et  C^  se  couperont  aussi  suivant 
une  courbe  plane  et  les  trois  plans  passeront  par  la 
même  droite,  (  STEimBA .  ) 

On  peut  prendre  pour  plans  des  zx  et  des  zy  le  plan 
de  la  base  commune  de  G^  et  Gs  et  celui  de  la  base  de  Gt 
et  Cs.  Quant  au  plan  des  ocy  ce  sera  un  plah  quelconque 
mené  par  la  ligne  des  sommets  Si,  St,  Ss.  Ge  plan  coupe 
Cs  suivant  un  système  de  m  droites  dont  les  coordonnées 

Ann,  de  Matkémal.,  3*  séri«,  t.  V.  (Juin  1866.)  j8 
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à  l'origine  seront  dësignées  parai,  ^i  ;  ^i»  ^t  ;  •  •  -  ;  ^ny  K 
Soient  en  outre  «i,  ]3|  ;  a„  (3t  ;  as,  ^s  les  coordonnées  jr, 
>^  des  trois  sommets,  et  Ai,  AtvM  A„,  61,  Bt,.--?  B«  les 
points  où  les  droites  dont  on  vient  de  parler  coupent  res- 
pectivement Taxe  OX  et  Taxe  OY.  Les  droites  S,  Aj, 
S,  Al,  S|  61  auront  pour  équations 

—   ^  (*-«.)» 


«,    —    01 

J—P.  = (^  — ûti). 

Si  entre  les  deux  dernières  on  élimine  le  terme  indépen- 
dant de  X,  y  et  que  Ton  tienne  compte  de  ce  que  les 
points  Al,  Sa,  Bi  sont  en  ligne  droite,  ainsi  que  Si,  S|, 
St>  on  trouve 

ce  qui  montre  que  les  m  points  obtenus  d'une  manière 
analogue  en  cherchant  Tintersection  des  couples  de  droites 
Si  At,  Si  Bt  ;  St  As,  Si  Bs ,  etc.,  sont  sur  une  même  droite 
OD  représentée  par  l'équation  précédente.  Si  l'on  cherche 
l'intersection  I  de  cette  droite  avec  la  ligne  des  sommets, 
on  trouve 

_a.P(tt,  —  g,) 

*  —  «3  5 ^  > 


d'où  résulte 


•^  "^  P*  ~  T'A TT"  ' 

«1  ps  —  as  Pi 


Maintenant  il  est  facile  de  voir  que  si  Ton  fait  tourner 
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le  plan  des  xy  d^un  angl^quelconque  autour  de  la  ligne 
des  sommets,  les  x  des  points  situés  sur  cette  ligne  se 
trouvent  multipliés  par  un  même  facteur  et  les  ^  par  un 
autre  facteur  commun.  D'après  cela,  les  m  points  en 
ligne  droite  de  Tintersection  de  Ci  et  Ct  qu'on  trouve- 
rait comme  tout  a  l'heure  seraient  sur  une  droite  0*D' 
qui  rencontrerait  la  ligne  des  sommets  exactement  au 
point  I  où  la  ligne  OD  la  rencontrait.  (Ceci  résulte  de  la 

remarque  précédente  et  de  ce  que  18$  contient  haut  et 
bas  les  a  et  les  (3  au  même  degré  séparément  dans  son 
expression  où  Si^s  ne  change  pas.)  Donc,  quand  le  plan 
des  xjr  tournera  d'une  manière  continue  autour  de  la 
ligne  des  sommets,  chacun  des  m  pçints  situés  sur  OD 
décrira  une  branche  de  courbe  qui  ne  sortira  jamais  du 
plan  fixe  ZOI.  L'ensemble  de  ces  branches  constituera 
la  section  plane  commune  aux  deux  cônes  Ci,  Cs.  L'in- 
tersection complète  de  ces  surfaces  s'obtiendrait  en  com- 
binant chacune  des  droites,  telles  queSsAi,  avec  cha- 
cune des  autres  SsBi,  S^Bi,  SsB^.  Mais  il  est  visible 
qu*à  l'exception  des  droites  où  A  et  B  ont  le  même  in- 
dice, on  n'obtiendrait  pas  généralement  dés  points  don- 
nant lieu  comme  ci-dessus  à  des  branches  planes. 

Ce  procédé  ne  diffère  pas  de  celui  qu'on  emploie 
dans  la  Géométrie  descriptive  pour  trouver  Tintersec- 
tion  de  deux  surfaces  coniques  quelconques,  et  il  est 
clair  que  ce  qu'on  vient  de  dire  peut  leur  être  appliqué 
littéralement.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  sui- 
vant, dont  celui  de  Steiner  doit  être  considéré  comme  un 
cas  particulier  : 

Si  trois  surfaces  coniques  ont  leurs  sommets  en  ligne 
droite^  et  que  Vune  (Telles  rencontre  chacune  des 
autres  suii^ant  une  courbe  plane ,  ces  deux  dernières  ad- 
mettent aussi  une  courbe  plane  commune. 


Mérn  e    quest io  n  ; 
Par  m.  via  NT. 

Cl,  Cs,  Cs  sont  trois  cônes  du  même  degré,  ayant  leurs 
trois  sommets  sur  la  même  droite  At  At  A»  \  Ci  coupe  C, 
suivant  une  courbe  plane  Bs  ;  Ci  et  Cs  se  coupent  suivant 
la  courbe  plane  Bt  ;  Cs  et  Ct  se  couperont  aussi  suivant 
une  courbe  plane  Bi,  et  les  trois  plans  passeront  par  la 
même  droite. 

Je  supposerai  la  figure  engendrée  de  la  manière  sui- 
vante. Je  décris  sur  B3  comme  base  les  deux  cônes  C| 
et  Cs.  Je  considère  une  section  plane  Bt  de  C|  comme 
directrice  du  cône  Cj.  Je  dis  que  la  courbe  de  rencontre 
des  deux  cônes  Ct  et  Cg  est  plane,  et  que  son  plan  passe 
par  l'intersection  des  plans  Bt  et  Bf 

Supposons  d'abord  Bs  réduit  à  une  ligne  droite^  Bt  et 
B]  seront  dès  lors  des  droites  ^  Bi,  Bt,  Bs  sont  deux  à  deux 
dans  le  même  plan,  par  suite  se  coupent  en  un  même 
point  O.  Ceci  suppose  que  ces  trois  lignes  ne  sont  pas 
toutes  les  trois  dans  le  même  plan,  auquel  cas  on  pour- 
rait considérer  la  figure,  alors  complètement  plane, 
comme  projection  d'une  figure  dont  les  élémenis  ne  se- 
raient plus  dans  le  même  plan. 

Si  les  cônes  avaient  pour  bases  des  couples  de  droites, 
on  obtiendrait  deux  points  tels  que  O,  et,  en  les  joignant, 
on  aurait  une  droite  suivant  laquelle  se  couperaient  les 
trois  figures  planes  considérées. 

Cela  posé,  prenons  le  cas  général.  Traçons  dans  Bs  les 
droites  Ms^  Ns  et  prenons  le  point  Ps  sur  la  courbe;  à  ces 
éléments  correspondront  dans  Bt  les  droites  Mt,  N|  et 
le  point  Pt*,  dans  Bj  les  éléments  Mj,  Ni,  Pj.  P,,  qui  est 
un  point  de  la  courbe  Bi,  appartient  au  plan  (Mi  Ni);  . 
car  si  Ton  mène  par  Ps  une  droite  qui  coupe  Mt  et  Ns> 
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la  Ggnre  correspondante  de  B|  sera  une  droite  coupant  Mf 
et  Ni..  Donc  tout  point  Pi  de  la  courbe  Bi  appartient  au 
plan  (Ml  Ni);  et  d^ailleurs  on  sait  que  les  trois  plans 
(iVIi  Ni),  (M«Nt)>  (MtNt)  se  coupent  suivant  la  même 
droite. 

On  a  vu  que  trois  droites  correspondantes  se  coupaient 
au  même  point:  le  même  théorème  devra  avoir  lieu  pour 
les  tangentes  en  trois  points  correspondants;  et  ceci 
n'exige  pas  que  les  courbes  de  rencontre  soient  planes. 

Si  les  courbes  sont  planes,  ce  point  décrit  Farête  corn» 
m  une  des  trois  plans. 


Question  ^61 3^ 

(  foir  t*  fértc,  1. 1.  p.  Itf  )  ; 

Par    m.    BAUQUENINE, 

Candidat  à  TKcole  Normale. 

On  donne  une  conique  et  un  point  fixe  F  dans  son 
plan.  Du  point  F  on  mène  deux  droites  perpendicu- 
laires entre  elles  qui  coupent  la  conique  en  deux  points. 
On  joint  ces  points  par  la  droite  T  et  l 'on  mène  en  cha- 
cun d^eux  les  tangentes  2,  2'  à  la  conique;  on  projette 
le  point  F  sur  les  trois  côtés  du  triangle  SFE' ,  par  les 
trois  points  ainsi  obtenus  on  fait  passer  une  circonfé- 
rence. Pour  chacune  des  positions  de  Vangle  droit,  on 
obtient  ainsi  une  circonférence.  Démontrer  que  toutes 
ces  circonférences  sont  tangentes  à  une  même  circon- 
férence. (  Maiinbeim.  ) 

Le  lieu  du  sommet  y  d'un  angle  droit  aya'  circonscrit  à 
une  conique  s  est  un  cercle  c. 

Le  cercle  c  et  la  conique  s  étant  concentriques  et  la 
droite  qui  va  du  centre  commun  au  point  y  passant  par  le 
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milieu  de  tjfj\  le  cercle  décrit  sur  aa'  comme  diamètre 
passera  par  y  et  sera  tangent  en  ce  point  au  cercle  c. 

Je  transforme  la  figure  par  polaires  réciproques  par 
rapport  à  un  point  F. 

La  conique  s  devient  une  conique  S,  a  et  a'  deviennent 
deuic  tangentes  Z  et  £'  a  S,  et  y  devient  leur  corde  des  con- 
tacts  r.  L'angle  aya'  étant  droit,  les  droites  qui  vont  du 
point  F  aux  points  (£,  F),  (Z^  F)  sont  rectangulaires. 

Le  cercle  c,  lieu  du  point  7,  devient  une  conique  dont  le 
foyer  est  F,  enveloppe  de  F,  don  t  le  centre  tù  est  déterminé. 

Le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  c,  y,  a'  devient 
une  conique  ayant  pour  foyer  F  et  tangente  aux  trois 
droites  Z,  F,  Z',  et  comme  ce  cercle  a  même  tangente  en  7 
que  le  cercle  c,  les  deux  coniques  transformées  des  deux 
cercles  sont  tangentes  en  un  même  point  0  à  la  droite  F. 

Je  projette  F  sur  les  trois  tangentes  à  la  transformée 
de  <r/(j'\  soit  p  le  point  qu'on  trouve  ainsi  sur  F. 

Le  cercle  qui  passe  par  ces  trois  points  a,  d'après  un 
théorème  connu,  pour  centre  le  centre  de  la  conique 
transformée  du  cercle  variable,  que  j'appellerai  co'. 

Le  cercle  analogue  pour  la  transformée  de  c  passe  aussi 
par  ;>  et  a  pour  centre  o). 

Si  donc  les  trois  points  p ,  to,  o)'  sont  en  ligue  droite, 
les  cercles  variables  seront  tous  tangents  à  ce  cercle  fixe. 

Soit  (f  le  point  symétrique  de  F  par  rapport  à  F,  ({)d  et 
Fci>  se  croisent  au  second  foyer  y*de  la  conique  fixe  trans- 
formée de  c,  cpO  et  Foi)'  se  croisent  au  second  foyer/' 
de  la  conique  variable  transformée  de  aya'. 

Les  milieux  p,  w,  w'  des  droites  F9,  F/,  F/*'  sont  donc 
sur  une  parallèle  à  fd,  c'est-à-dire  en  ligne  droite,  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  On  sait  que  dans  une  transfonnation 
telle  que  la  précédente,  c'est  la  polaire  du  point  F  par 
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rapport  au  cercle  à  transfprmer  qui  fournit  le  centre  de 
la  conique  transformée  de  ce  cercle. 

Quand  trois  points  sont  en  ligne  droite,  leurs  polaires 
passent  par  un  même  point. 

La  polaire  de  oà  est  la  polaire  de  F  par  rapport  à  c, 
La  polaire  de  (ù'  est  la  polaire  de  F  par  rapport  à  aya\ 
La   polaire  de  p  est  la  perpendiculaire  en   y    à    la 
droite  Fy. 

Donc,  dans  la  figure  primitive,  ces  trois  droites  pas- 
sent par  un  même  point. 


Question  725. 

(▼oirl-iérie.t.  lV,p.  Ul); 

Pae  m.  lebasteur, 

Elève  ingénieur  de  la  Marine. 

Résoudn 

?  algébriquement  ^ équation 

[{x'  -f-  2)'  -H  X']»  =  8x*  (x  -f-  2)». 

(Lebasteuh.) 

Posons 

(») 

ar^izrrr. 

alors  on  a 

(a) 

(^-4- i)'==(r-i)* (/-+-')% 

qui  s'écrit 

(3) 

{r'+i)^-(7'-i)Mr-i)^ 

Je  pose 

r-.i.-.. 

Divisée  aui  deux  membres  par  /t»  l'équation  (3)  de- 


(  >8o  } 
vieot 

Observant  que 


on  a 


ou 


d'où 


Or  OD  a 


»'ç=(«»—  2)(«—  2) 


»'  4-  «  —  2  =  O, 


~i-hv/5 

Z  =r  ï— . 

2 


r"  ~  «r  -H  ï  =  o. 


et 


^  — : ^ 


*=y-»; 


on  a  donc 


2  V  4 


U  faut  ajouter  à  ceci  la  racine  —  i ,  que  nous  ne  trou- 
vons pas  parce  que  nous  avons  divisé  par  jr'  qui,  dans 
rhypothèse  j^  =  o,  donne  x  =  —  i . 


(  >8'  ) 
Les  racines,  au  nombre  de  cinq,  sont  donc 


X,  =  — I, 


X,  = j.^!—^ i  v^—  I  -  I , 


X,  — _ y — I  —  I, 

*.  _ ^ V-  «  -  «, 

On  voit  que  la  seule  racine  —  i  est  réelle,  les  quatre 
autres  sont  imaginaires-,  mais  il  est  fort  remarquable  que 
cette  équation  du  cinquième  degré  soit  entièrement  réso- 
luble par  des  équations  du  deuxième. 


Question  728 

(  voir  1*  féile,  u  lY.  p.  ui  )  ; 

Par  m.  VncESLAS  NIBBYLOWSKI, 
Élève  de  spécUleB  au  lycée  Bonaparte. 

Soient  a,  |3,  y,  d,  e  les  racines  de  V équation 

X*  -H  px^  H-  q^  H-  /»'  H-  JX  -4-  /  =  o. 

Si  Von  a  la  relation 


(..  1 


(«-P)'(7-*)'+(«-7)MP-*)' 

+  («-*)*{P-7)*=o, 


démontrer  que  la  racine  t  est  une  fonction  rationnelle 
des  coefficients  de  V équation.     (Micbaei.  Roberts.) 


(aSa) 
Outre  la  relation  donnée,  on  a,  entre  les  racines  et  les 
coefficients  de  Téquation,  les  relations  suivantes  : 

a  -4-  p  -4-  7  -+-  <î  ^-  «  =  —  /?, 
ajS  -h  a7  -H  aJ  H-  atî  -f-  p7  -f-  P^  -+-  Pf  -^  7^  -h  yt  -h  ^8  ^  <y , 
ap7  H-  aptf  -+-  «Pf  -j-  ayi  -h  oiyt 

4-  aJï  -h  P7^  -+-  P71  -f-  p^«  -4-  7^t  — -  —  r, 
aP7^  -+-  ap7ï  H-  ap^t  4-  a7^£  -h  P7^£  =  *, 
aP7^<  =2  —  t. 

Ces  relations  peuvent  s'écrire 

(1)  «H-p-h7-H  J=-  (A^-^-O, 

(2)  ap-h  «y-f-a^H-  P7-H  p^-+-7^  =  y-h«{^-hï), 

(3)  ap7-f-apJ-f-a70H-p7^=—  j '^  H- «  [? -+- «  (/^ -H  0]1» 

(4)  ap75  ~  f  -f.  e  j  r  -h  f  [7  4-  •  (a»  -+-  •  ']  {, 

(5)  aP7^  =  -i. 

En  développant  Téquation  de  condition  et  divisant 
par  2,  on  a 

(a'P'  -h  a»7'  -h  a'^'  -+-  P'7»  -+-  p'«î'  -1-  y' S')  -h  6xf^i 
—  [a'(p7  -h  p^-+-  7^)  -h  P'  («7  -h  «5  -h  7^) 

-h7'{«p-4-aJ-f-  pJ)-+- J'(«P-^  «7-+- P7 )!=<>» 
ou,  pour  simplifier  l'écriture, 

(6)  2  +  ^-M-2  =  '*- 

Si  Ton  éièye  (a)  au  carré,  il  vient 

Donc,  en  vertu  de  l'équation  (6), 

(H)  ^^=^['/-^^{p  +  'ÏÏ- 
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Mais  si  Ton  multiplie  (3)  successivement  par  a,  |3,  y,  S 
et  que  l'on  fasse  la  somme  des  deux  membres,  on  obtient 

d'où 

—  lax—  lat  jr-H  i[^  H-i(p-l-i)]j, 

(9)      3  2  z:::  3  (/l  -  3t)  |  r-^  I  [^  -^  .  (^  ^  c)]  |  -  I^^', 

donc,  en  vertu  de  Téquation  (8), 

(io)[i?-+-e(/?-hf)]»  =  3(/>-3t){r-M[^4-i(/>H-t)]j-i25, 

OU,  en  développant, 

8/>f»-f-(ii9—  3/>')f» 

(^r—  f»^)e  ~h  9*  —  3/?rH-  i2f  =:^  o; 

or  (4)  et  (5)  nous  donnent 

(la)  •»4-^f*H-^t*H- /•£» -f- ff  4- ^— o, 

ce  qui  d'ailleurs  est  évident,  puisque  e  est  racine  de  Té- 
quation  donnée. 

Ainsi,  en  éliminant  a,  |3,  y,  d  entre  Téquation  de  con- 
dition et  (i),  (2),  (3),  (4)9  on  arrive  à  une  équation  du 
quatrième  degré;  on  a  donc,  grâce  à  la  relation  donnée, 
abaissé  d'une  unité  le  degré  de  Téquation  en  e. 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  (4))  (5),  (6)  n'étant  pas 
toutes  symétriques  par  rapport  à  a,  |3,  y,  5,  e,  il  est  évi- 
dent que,  dans  les  équations  (11)  et  (12),  e  désigne 
seulement  la  cinquième  racine,  de  sorte  que  ces  équations 
ayant  en  commun  seulement  (d'après  l'élimination  de  a, 
^9  y,  i)  la  racine  e,  il  doit  exister  entre  leurs  premiers 
membres  un  plus  grand  commun  diviseur. du  premier 


(")      j 
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degré;  donc  la  racine  £  est  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients de  Téquation. 

D'aillears,  en  exprimant  que  les  premiers  membres 
des  équations  (it)  et  (12)  ont  un  plus  grand  commuD 
diviseur  du  premier  degré,  on  trouvera  la  condition  qui 
doit  exister  entre  les  coefficients  pour  que  la  relation  (Ij 
ait  lieu  entre  les  quatre  racines. 

Hôte  dm,  Bédaetemr.  ~  \\  résolte  de  U  démonstratioD  prèoédeote  que 
renoncé  de  M.  Micluie]  Roberts  doil  être  complété  par  l'addition  taÎTante: 
•  S'il  n'existe  qu*an  seol  groope  de  quatre  racine»  qui  satisfasse  à  l'é- 
quation (I)  ».  Car  ce  n'est  qu'à  cette  condition  que  les  deux  éqvi- 
tions(ii)et  (i3)ont  an  seul  facteur  commun  du  premier  degré  et  y*x 
conséquent  rationnel  par  rapport  aux  coefficients.  L*équation  qui  a  pour 

racines  les  nombres  1,  a,  3,  2  h-  r  ^—3,  a  —  ?  ^ — 3  est  propre  à  démon- 
trer l'utilité  de  cette  addition  à  l'énoncé,  car  les  trois  premières  racine 
satisfont  à  la  relation  (!)  avec  l'une  ou  l'autre  des  deux  dernières;  i  • 
donc  deux  Taleurs  imaginaires  dont  aucune  n'est  une  fonction  rationnelle 
des  coefficients,  parce  que  ceux-ci  sont  rationnels. 

M.  Nerce  Busco  a  résolu  la  question  728  k  peu  près  de  la  même  ms- 
nière.  P. 


BDLLETIN. 

(Tous  les  ouvrages  annoncés  dans  ce  Bulletin  se  trouvent  à  la  librairie 
de  CouAier-VillarSy  quai  des  Augustins,  55.) 


XVUI. 


FiiENET  (F.),  ancien  Élève  de  TÉcole  Normale,  Profes- 
seur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon.  —  Recueil 
{i^ exercices  sur  le  Calcul  infinitésimaL  2*  édilion. 
Iii-8^  de  xiv-394  pages  et  a  planches.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1866. —  Prix  :  7  fr.  5o  c. 

La  première  édition  de  cet  ouvrage  (i856)  ne  contenait 
<iue  12.0  pages,  tandis  que  la  nouvelle  en  a  394.  L'augmentation 
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très-considérable,  comme  on  le  Toh,  porte  principalement  sur 
la  première  Partie,  qui  se  ratuche  au  Calcul  différentiel  et  peut 
être  aisément  comprise  des  Élèves  de  Mathématiques^  spéciales, 
mis  au  fait  de  la  notation  différentielle.  Cette  notation  est  d'ail- 
leurs exposée  en  tète  du  livre. 

Dans  les  Exercices  nouveaux  ajoutés  à  Tancienne  édition, 
et  qui  la  complètent  heureusement,  M.  Frenet  continue  à  mériter 
les  éloges  que  nous  lui  avions  donnés  en  1857  dans  le  BuUetin 
de  Bibliographie^  d Histoire^  eic.^  p.  a6.  Les  questions  sont  bien 
choisies,  les  réponses  exposées  d'une  manière  sucdncte,  mais 
très-claire,  avec  des  renseignements  historiques  et  des  renvois 
aux  sources  tontes  les  fois  que  la  question  en  vaut  la  peine. 
L*ouvrage  s'adresse  aux  Candidats  à  l'École  Polytechnique  et 
à  rÉcole  normale,  aux  Élèves  de  ces  Écoles  et  à  tonte  personne 
qui  veut  approfondir  le  Calcul  infinitésimal. 

XIX. 

Serret  (J.-A.),  Membre  de  Tlnsiitut.  —  Cours  d'j^l- 
gèbre  supérieure,  3*  édition;  2  vol.  in-8®  de  xv-644 
et  xiv-664  pages.  Paris,  Gauthier*Villars,  1866.— 
Prix  :  a4  francs. 

Cette  troisième  édition  est  en  quelque  sorte  un  ouvrage  nou- 
veau. Non- seulement  l'auteur  a  refondu  dans  le  texte  les 
nombreuses  Notes  qui  accompagnaient  la  seconde  édition,  mais 
il  y  a  fait  des  additions  nombreuses  dont  les  principales  se 
rapportent  à  la  théorie  des  substitutions  et  à  la  résolution 
algébrique  des  équations.  La  division  en  Leçons,  très- conve- 
nable dans  l'ouvrage  primitif,  a  été  remplacée  par  la  division 
en  cinq  Sections.  La  première  Section  renferme  la  théorie 
générale  des  équations  et  le»  principes  sur  lesquels  repose  leur 
résolution  numérique  ;  on  y  trouve  en  particulier  une  théorie 
très- développée  des  fractions  continues.  La  deuxième  Section 
comprend  la  théorie  des  /onctions  symétriques^  celle  des  fonc^ 
tions  alternées  et  des  déterminants,  avec  des  applications  impor- 
tantes à  la  théorie  générale  des  équations.  La  troisième  a  pour 
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objet  Venseinble  des  propriétés  des  nombres  entiers,  étudiées  en 
vue  de  la  résolution  algébrique  des  équations,  et,  en  particulier, 
une  étude  complète  et  nouvelle  des  fonctions  entières  d'une  va- 
riable prises  relativement  à  un  module  premier,  La  quatrième 
Section  renferme  la  théorie  des  substitutions,  et  la  cinquième 
tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  résolution  algébrique  des  équations. 
En  présentant  son  ouvrage  à  T Académie  des  Sciences,  M.  Serret 
a  exposé  lui-même  le  but  qu'il  s'était  proposé,  et  nous  ne  pou- 
vons mieux  faire  que  de  lui  emprunter  ses  propres  paroles. 

«  On  jugera  peut-être  que  je  n*ai  pas  donné  le  même  déve- 
loppement aux  diverses  questions  qui  se  rapportent  à  ces  grandes 
théories  ;  mais  le  plan  que  je  me  suis  tracé  comporte  de  telles 
inégalités,  et  je  reconnais  volontiers  que  j'ai  pu  accorder  quelque 
préférence  aux  problèmes  qui  ont  été  plus  spécialement  Tobjet 
de  mes  propres  travaux. 

»  C'est  ainsi  que  j*ai  présenté  avec  des  détails  étendus  la 
théorie  si  ardue  des  substitutions,  sur  laquelle  j*avais  publié  an- 
térieurement plusieurs  Mémoires.  Mais,  en  reproduisant,  dans 
V Algèbre  supérieure,  les  résultats  que  j'avais  obtenus,  j*aî  pu  les 
compléter  et  en  même  temps  les  établir  par  des  démonstrations 
plus  simples  et  plus  élégantes. 

•  J'ai  cru  utile  de  reproduire  aussi  intégralement  cette  partie 
importante  de  la  théorie  des  congruences  qui  a  été  de  ma  part 
Tobjet  d'un  travail  présenté  à  TAcadémie  au  mois  de  décembre 
dernier,  et  imprimé  dans  le  tome  XXXV  du  recueil  de  nos  Mé- 
moires (*). 

»  Mais  le  désir  de  développer  mes  recherches  sur  l'analyse 
algébrique  ne  m*a  pas  fait  perdre  de  vue  Tobligation  que  je  m  té- 
tais imposée  de  présenter  un  ensemble  complet  des  résultats  ac- 
ciuis  à  la  science  dans  les  limites  que  je  m'étais  fixées;  j'ai  l'es- 
poir d'y  avoir  réussi. 

»  Les  recherches  qui  ont  éié  entreprises  dans  ces  dernières 
années  sur  la  résolution  algébrique  des  équations  ont  pour  fun- 


(*)  Mémoire  sur  la  théorie  des  congruences  suivant  un  module  premier  n 
suivant  une  fonction  modulaire  irrédmetible.  ln-4  àt  iv-7a  pages.  Puris,  1866. 
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déments  les  travaux  d'Abel  et  de  Galois.  Dans  la  précédente 
édition  de  mon  ouvrage,  je  m*étais  borné  à  faire  connaître  une 
démonstration  de  Tun  des  théorèmes  de  Galois,  due  à  notre  il- 
lustre confrère,  M.  Herroite;  on  trouvera  dans  le  volume  que  je 
présente  aujourd'hui  un  exposé  complet  de  la  remarquable  mé- 
thode de  Galois,  avec  les  conséquences  principales  que  ce  grand 
géomètre  en  a  tirées. 

•  L'ouvrage  que  je  viens  de  terminer  est  le  résultat  d'un  long 
travail.  J'espère  qu'il  ne  sera  pas  sans  quelque  utilité  pour  la 
science,  et  je  le  soumets  avec  confiance  au  jugement  des  géo- 
mètres (•).  » 

Nous  pourrions  ajouter  bien  d'autres  indications  et  signaler, 
en  particulier,  un  beau  théorème  sur  Tordre  de  multiplicité 
d'un  système  de  solutions  communes  à  plusieurs  équations, 
mais  le  lecteur  saura  bien  trouver  tout  cela  lui-même.  Louons, 
en  terminant,  l'ordre  et  la  clarté  des  démonstrations,  ainsi 
que  la  pureté  et  la  correction  du  style  :  on  sent  que  M.  Ser- 
ret  est  de  la  bonne  école,  qu'il  a  le  respect  de  lui-même  et  du 
public,  tandis  que  certains  auteurs  en  prennent  là-dessus  bien 
à  leur  aise.  Les  exemples  ne  manqueraient  pas.... 

Mais  ne  oonfondons  point,  par  trop  approfondir, 
Leart  affaires  arec  les  nêtrês, 

XX. 

Serret  (J.-A.).  —  Mémoire  sur  la  méthode  de  la  varia- 
tion des  arbitraires  dans  la  théon'e  des  mouvements 
de  rotation,  —  Paris  ^  1866.  In-4^  de  it*-33  pages. 
(Extrait  du  tome  XXXV  de  rAcadémie  des  Sciences.) 


(*)  Il  est  juste  de  louer  Texécution  typo^^phique,  qui  fait  Traiment 
honnenr  à  M.  Gauthier-Villars,  ainsi  qu'à  Tintelligent  directeur  de  son 
imprimerie.  If.  P.  Drosne. 
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XXI. 

ScHRÔic  (L.),  Directeur  de  l'Obsenratoire  et  Professeur 
à  léna.  —  Tables  des  Logarithmes  à  sept  décimales, 
pour  les  nombres  depuis  i  jusqu'à  108000,  et  pour  les 
fonctions  trigonométriques  de  dix  secondes  en  dix  se- 
condes ;  précédées  d*nne  Introduction  par  ^.  J.  JJoûel, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 
6*  édition  stéréotypée;  un  beau  yolume  grand  in-8^ 
Jésus  de  ia-474p^^^9  1866.  —  Prix  :  7  francs. 

Table  d^interpolation,  avec  Introduction  par 
M.  ffoûel,  même  format,  de  iv-4~7a  pages.  Paris, 
Gauthier-Villars.  —  Prix  :  3  francs. 

Dans  ces  Tables,  un  trait  placé  au-dessous  du  dernier  chiffre 
d'un  logarithme  avertit  que  ce  chiffre  a  été  forcé,  indication 
utile,  par  laquelle  on  peut  juger  si  le  logarithme  est  approché 
en  plus  ou  en  moins  d^une  demi-unité  du  dernier  ordre.  Les 
parties  proportionnelles  des  différences  tabulaires  sont  données 
pour  les  lignes  trigonométriques  comme  pour  les  nombres  avec 
une  décimale.  La  Table  d'interpolation  sert  d'ailleurs  à  abr^er 
le  calcul  des^'  parties  proportionnelles. 

Une  introduction  de  M.  Hoùel  fait  ressortir  les  avantages  des 
Tables  et  en  explique  trés^clairement  Tusage. 

Ces  Tables,  d'une  belle  exécution  typographique,  d'un  fonnat 
commode,  d'un  caractère  très-lisible,  ont  déjà  eu  six  éditions  en 
Allemagne.  Les  avantages  incontestables  qu'elles  présentent  nous 
font  espérer  qu'elles  n'auront  pas  moins  de  succès  en  France. 
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NOUVELLE  METHODE  POUR  DÉTERMINER 
LES  CARACTÉRISTIQUES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 

(voir  pa«»  141); 

Par  m.  h. -g.  ZEUTHEN  (db  Gopcnhagub ). 


VI.  Cas  particuliers^  systèmes  de  coniques  qui  ont  des 
contacts  du  premier  ordre  a\^ec  des  courbes  particu- 
lières. 

22.  Les  formules  que  nous  avons  trouvées  compren- 
nent, comme  toute  formide  générale,  tous  les  cas  parti- 
culiers; mais  elles  ne  donnent  pas  toujours  les  résultats 
qu'on  désire.  Dans  un  cas  particulier  un  système  peut  se 
diviser  en  plusieurs  systèmes  partiels,  dont  on  souhaite 
connaître  séparément  les  caractéristiques.  Une  conique 
appartenant  à  un  des  systèmes  partiels,  appartient  aussi 
au  système  général  ;  elle  y  sera  comprise  plusieurs  fois 
si  elle  résulte  de  la  coïncidence  de  plusieurs  coniques  qui 
sont  séparées  ordinairement^  On  voit  donc  que  la  carac- 
téristique (JL  ou  V  d^un  système  général  est  égale  à  la 
somme  des  caractéristiques  fi  ou  v  des  systèmes  par- 
tiels, qui  résultent  d'un  cas  particulier  de  la  division 
du  grand  système,  respectiv^ement  multipliées  par  des 
coefficients  entiers  et  positifs. 

Les  parties  précédentes  de  cet  article  en  donnent  déjà 
des  exemples.  Nous  avons  trouvé  des  formules,  marquées 
partout  par  la  lettre  c  ajoutée  aux  numéros  des  formules, 
où  les  courbes  sont  supposées  générales  d'un  certain  or- 
dre, sans  aucun  point  double  ni  de  rebroussement,  et 
d'antres,  marquées  par  un  a,  qui  sont  applicables  lorsque 
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(  ^9^^  ) 
parlé  dans  le  n^  S2,  aura  donc  pour  le  premier  système 
la  valeur  a,  pour  le  second  la  valeur  i. 

Lorsque  les  caractéristiques  du  système  général  sont 
connues,  il  suffit  de  s'occuper  de  Tun  des  systèmes  par- 
tiels ^  nous  choisirons  le  dernier. 

24.  Les  coniques  singulières  du  système  (C,„,„9,  Zi,  Z,) 
sont  des  limites  vers  lesquelles  tendent  certaines  coniques 
singulières  du  système  général  (C,„,„,  C„/,„/,  Z^  Zt),  lors- 
que C«',„/  approche  d'être  tangente  à  C„,„.  Les  coniques 
infiniment  aplaties  du  système  général  dont  les  limites  ap- 
partiennent au  système  (G„,„  6,  Zi^Zt),  doivent,  en  général, 

Ou  passer  par  et  être  limitées  à  Tun  des  deux  points  d'in- 
tersection de  C„,„  et  C„/,;^  qui  tendent  à  coïncider  avec 
le  point  de  contact, 

Ou  être  contenues  sur  une  des  tangentes  communes  de 
Cm,»  et  C^'^nf  qui  tendent  à  coïncider  avec  la  tangente 
menée  par  le  point  de  contact  donné. 

Dans  le  premier  cas  elles  coïncident  deux  à  deux  avec 
des  coniques  infiniment  aplaties  passant  par  9  et  limitées 
à  Oy  qui  appartiennent  toutes  au  système  (C^,»  0,  Zi,  Zi). 
Chacunede  ces  coniques  singulières  représentera  doncdeux 
coniques  infiniment  aplaties  du  système  général,  elle  nom- 
bre ^  du  n^  22  sera  égal  à  a. Or, selon  le  n^23Je  nombre r 
est  aussi  égal  à  2.  Il  faut  donc  compter  dans  le  nombre  X 
du  système  partiel  une  de  ces  coniques  infiniment  apla- 
ties autant  de  fois  que  Ton  compte  chacune  des  deux  qui  y 
coïncident,  dans  le  nombre  du  système  général.  Les  pro- 
positions du  n°  12  donneront  donc  les  suivantes  : 

Dans  le  nombre  1  du  système  (C,„,„9,  C„„„,,  C«„^)  // 
faut  compter  : 

Une  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  joignant  le 
point  de  contact  donné  9  à  un  point  d^ intersection  de 

Q«„«,  et  Q„„„^  et  limitée  à  ces  points; 


(^93) 
Deux  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  passant 
par  B  et  limitée  à  ô,  tangente  à  Tune  et  limitée  par  Vautre 
des  courbes  C,„„„,  et  Q„,,„^. 

Les  coniques  infiDiment  aplaties  du  système 

renfermées  dans  une  des  deux  tangentes  communes  à  C,„^„ 
etCm^^^i^qui  coïncident  avec  la  tangente  de  contact,  ne 
donneront  pas  seulement  des  coniques  singulières  du  sys- 
tème (C„^„d,  Zi,  Zt),  mais  aussi  des  coniques  singulières 
du  système  (C„,„ —  €,„/,„/,  Z,,  Zj)  \  car  une  conique  infi- 
niment aplatie  renfermée  dans  la  tangente  de  contact 
deCm^n  et  C„/,;i/  peut  être  regardée  ou  comme  la  limite 
d'une  conique  ordinaire  dont  Tune  des  deux  branches 
touche  les  deux  courbes,  ou  comme  la  limite  d'une  co- 
nique ordinaire  dont  les  deux  branches  touchent  res- 
pectivement les  deux  courbes.  Dans  le  premier  cas  elle 
appartient  au  système  (G,„,„9,  Zi,  Zt),  dans  le  second  au 
système  {C«,„ — C„/,„/,  Zj,  Zt).  On  ne  pourra  donc  con- 
clure combien  de  fois  il  faut  compter  ces  coniques  singu- 
lières dans  le  X  de  chacun  des  systèmes. 

On  pourrait  de  la  même  manière  discuter  les  co- 
niques à  point  double^  mais  lorsque  'k  est  trouvé,  le 
principe  de  dualité  donnera  l'expression  de  xs  dans  les  cas 
qui  nous  occuperont.  Appliqué  aux  propositions  que 
nous  avons  trouvées,  relatives  à  deux  espèces  de  coniques 
infiniment  aplaties  du  système  (C,„,„fl,  C„„„,,  C^,,»,)?  ce 
principe  donne  : 

Dans  le  nombre  xs  du  système  (C«,„e,  C«„„,,  C«^,„J  d 
faut  compter  : 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de  la 
tangente  à  €„,,„  au  point  donné  0  et  d^una  tangente  com- 
mune à  C,„,,„^  et  C„.3,„,5 


{»94) 
Deux  fois,  toute  conique  ajrant  un  point  double  à  un 
des  points  où  la  tangente  à  C,»  au  point  6  rencontre 
Vune  des  courbes  C„,,„,  et  C„„„,,  et  composée  de  cette 
tangente  et  d^une  tangente  menée  par  le  point  double  à 
r autre  des  deux  courbes. 

25.  Maintenant)  pour  le  système 

(Cm,»©,     Cg,,,M,y      C«,,»,), 

on  trouve 

1  =  I  .m,  //î,  -4-  2  («I  ///,-+-  /fi//i|)  4-  JCMt  m, 

OÙ  X  est  un  coeificient  encore  inconnu,  et 

tf  =  1  .A|#rt+  2  (m.n,  -h  iWj/i,)  -h  j:/ï,/i„ 

ou  en  réduisant 

X  =  (i  -h  j:)  mtr/ii-h  a  (///,/?,  -f-  /ns/ii), 
Gj  =1  a(///,/i, -hm,/i,j  -h  (i  -h  4:)  « , /!,. 

En  substituant  ces  expressions  dans  les  formules  (i) 
et  (2)  dun^  1  (p.  a4i)»  on  aura 

^  =  pi*' m, /If, -4-  ftf  (/w,«, -h  jwjii,)  -hfft'^iiif, 
V  ==  v^iii,  m, -h  -/'(«i, /t,-|-  m,«r)  -4-  v'it,^,; 
où 

f*"'  =  v'-r|(l-h^),       pi"  rrr  V*' rrz  3t,       pi' =r  v*' =  ^  (l  4- ^). 

|x'  et  v',  fi'^  et  y'^  (x'"  et  v'^'  sont  les  caractéristiques  des  trois 
systèmes,  lorsque  C„.,,„,  et  Cih,,<.,  sont  remplacées  par  des 
points  et  par  des  droites.  Par  conséquent, 

d'où 

1  -4-  JC  :=  3, 

x=2  r). 

(*)  On  pourrait  trouTer  x  par  la  remarque  que  ce  nombre  doit  être 
entier,  ^o  et  ^ 4  ( "**  ^^)»  ®^  9"®  />a'^=  ô  (■  -^  ')  ^^'^^  ^^^  entier. 


On  trouve,  en  substituant  cette  valeur, 

J    (C»,«Ô,  C«,,,„,,C»,,„,)^[2/II,/W,-h2(/W,/r,-h//ïa/î,)-|-/I|1j, 
1  1f,/l/,  +  2(/ll,/f,^-/»f,/l,)  +  2/9,/?]], 

(8)  ]  (C«,.Ô,  p,,  p,)^[i,i), 

\  (C.,A     p,     /)=(2,SI), 

1  (C.,„Ô,     /„       /,)  =  (2,I). 

26.  Comme  j:  =  a,  nous  aurons  à  ajouter  aux  théo- 
rèmes donnés  dans  le  n^  25  : 

Pour  le  sjstème  (C^,,ô,  C«„„^,  C^,,»,)  *//««'  comp- 
ter : 

Dans  le  nombre  X,  deux  fois  toute  conique  infiniment 
aplatie;  tangente  à  la  courbe  Qm,«  au  point  6  et  limitée 
par  les  deux  autres  courbes; 

Et  dans  le  nombre  tj,  deux  fois  toute  conique  ayant 
un  point  double  en  6  et  composée  de  tangentes  menées 
par  ce  point  attx  deux  autres  courbes. 

Ces  théorèmes  et  ceux  du  n*'  24  sont  encore  vrais  lors- 
que deux  des  trois  courbes  ou  toutes  les  trois  coïncident; 
ils  sont  donc  applicables  à  la  discussion  des  systèmes  sui- 
vants : 

{aC„,„6,  C„,,„,)  dont  les  coniques  ont  auec  C„,„  deux 
contactSy  Pun  en  un  point  donnée  et  a^^ec  C,„j^„j  un  con^ 
tact  simple; 

{C»m,Jy  ^C«„»,)  dont  les  coniques  ont  auec  C«,^  un 
contact  en  un  point  donné,  et  as^ec  C«,,„,  deux  contacts; 

^3d»,i*0)  dont  les  coniques  ont  avec  Qh,«  trois  con- 
tacts j  Fun  en  un  point  donné. 

Nous  ne  traiterons  que  le  premier  et  le  dernier  de  ces 
trois  systèmes^  parce  que  les  caractéristiques  du  deuxième 
se  trouvent  sans  difficulté  au  moyen  des  formules  (4)< 


(^96) 
27.  On  trouve  pour  le  système  (aC„,nfi,  C«.,..) 

>  =  I  .mnit-h  a  [h,  (m—  i)  -+-(«  —  2)/n,]  -h  i  (m  — 2)/*,, 

5F  =  î  .  «/I,    -4-  a[/«,(/l  —  1)  -h(/W—  2)  H,]  H-  2(«  —  2)fl,. 

Par  conséqueut, 


OU 


(9«)  j  p'^=v'  =  2(/ii-h/i-3), 

(  v"  =  /H  -*-  2/t  —  4* 

La  signification  de  |ui',  |ul'^  et  v',  v"  s'exprime  par  les  re- 
lations 

(2C«..0,   ;,)  =  (,*',    /), 

Lorsque  C^^n  ^^t  une  courbe  générale  de  Tordre  m,  on 
doit  remplacer  n  par  m  (m  —  1),  conséquemment  les  for- 
mules (g  a)  par 

i  p'  =  m' H-  /If  —  4> 
(9c)  ,."=,'  =  2  («'-3), 

(   v'^=  2m* — m  —  4- 

28.  On  trouve  pour  le  système  (iC„,^B) 

^  j  /  w  ox  (m  — 2)(m--3) 

X  =  l.<i-h  2(/l  --2)(ot  —  3)  -*-  2  î ^ y 


o  =  I  .r  4-  2(1/1—  2)  («  —  3)  -H  2 


{«-2)(/»-3) 


2 


Puis  les  formules  (1)  et  (2)  donnent,  après  une  rédac- 
tion au  moyen  des  équations  de  M.  Plûcker, 
(loa)  ^  f*  =  («»--a)(#in-2/i— 9)-h^ 

I    v=r(/l  —  2)(2W-t-/2  — 9) -Hrf; 


(  ^97  ) 
Lorsque  C„^„  est  une  courbe  générale  de  l'ordre  m, 
on  peut  remplacer  n  par  m  [m  —  i),  d  par  o  et  £  par 

-fn[m^-  ^)  (m* —  9),  conséquemment  (10 a)  par 

(   v=  (/n  — 2)  (m -h  i)(w^-|-iii  — 9). 
Pour  fil  =  2,  on  trouve 

fA=:v  =  0, 

pour  m  =  3,  fA  =  6,  v  =  12  (*). 

(La  suite  prochainement.) 


SUR  LE  RAYON  DE  COURBURE  DBS  COURBES  GAUCRBS; 

Pab  m.  HERMITE. 

On  donne  dans  renseignement  un  calcul  un  peu  long 
pour  déduire  de  la  formule 

I rfy 

p       ds 

l'expression  du  carré  de  Tinverse  du  rayon  de  courbure 
au  moyen  des  coordonnées  x,  y^  z  et  de  l'arc  5,  savoir  : 

1  =  ±{(dxd^y  -  dyd'xY  -f.  [dyd^z - dzd^yY 

■^{dzd^x  —  dxd^zY], 

la  variable   indépendante   étant  quelconque.  On   peut 
Tabréger  comme  il  suit. 


{*)  (3C,0)  se  divise  en  trois  systèmes  dont  les  caractéristiques  sont  a 
et  4  {voir  la  note  du  n^  20). 


(»98) 
Soit  pour  un  in^Uiiil 

dx  dy  dz 

az=L-—^      b=i---j      c=:---, 
ds  ds  ds 

et  faisons 

a'^^a-^da^     b':=b-hdby     c'^c-hdc^ 

l'angle  de  coniingence  d^,  sera  donné  par  la  formule  re- 
lative au  sinus,  savoir  : 

siu'd^  =  (ab'  —  ba'  Y  -+■  {ac'  —  ca')^  -h  (bc^  —  cby-j 

de  sorte  que  Ton  aura  immédiatement  i/(f'  en  calculanl 
les  expressions  al/  —  ia',  etc.  Or  on  trouve  : 

ab'  —  ba'  =  a{b  -^  db)—  b(a  -h da), 
=  adb  —  bda^ 
_   dx     dy       dy      dx 
dà      ds        ds      ds 

et  cette  dernière  expression  donne  lieu  à  la  réduction 
suivante  : 

dm  d^y  ds  —  dyd^s  ^  dy  d^xds—  dxd^s 
ds  d?  ds  Sf» 

dxd^y  —  dy  d^x 

~  d?  * 

On  a  donc  par  un  calcul  bien  facile 

ds^ 

et  semblablement 

,           ,       dxd^z  —  dzd^x 
ad  —  ca'  =: -~ 9 

ds* 
d'où  suit  comme  on  voit  la  formule  annoncée. 


{  ^99  ) 

THÉORÈMES  RELATIFS 
AUX  COURBES  ET  AUX  SURFACES  MI  SECOND  ORDRE; 

P^  M.  H.  FAURE. 


1 .  Considérons  la  fonction 

(i)  y  =  Aa»  -f-  Bp»  -h  C7»  -f- .  . .  -f-  Mpt' 

des  carrés  des  n  variables  a,  |3,  ]f, . . . ,  jui,  et  posons 

(2)  V^  =  Aa,a  -h  Bp,p  -f-  €7,7  -f- .  . .  4-  Mp,pt. 

En  donnant  à  ries  /i  iralenrs  1 ,  a,  3, . . . ,  n,  on  anra  n  re- 
lations semblables.  Désignons  par  V^,  le  résultat  qne  Ton 
obtient  en  remplaçant  dans  V^  les  variables  a,  j9,  y, . .  •  ,/i 
respectivement  par  a^j  (3^,  7/»  •  •  m  /^«i  ^^  supposons  que 
V^,=o,  lorsque  les  indices  r  et  5  sont  différents  entre  eux. 

Écrivons  Téquation 

(3)  ^'=2i^"V,V,  =  o, 

les  coefficients  a^,  étant  des  constantes  quelconques,  nulles 
lorsque  les  indices  ret  ^  sont  ^aux.  Ces  indices  {H^enant 
les  valeurs  de  la  suite  i,  a,  3, . . . ,  /i,  si  Ton  représente 
par  A',  B',  C, . . . ,  M'  les  coefficients  des  variables  a', 
^', . . . ,  jx*  dans  l'équation  (3),  on  trouve 


(  3oo  ) 
d^où 

en  ayant  ^ard  à  Thypothèse  V,.,  =:  o. 

2.  Désignons  par  V^  le  résultat  que  Ton  obtient  en 
remplaçant  dans  V^  les  variables  a,  |3, . . . ,  ^  par  a^, 
(3^, . . . ,  (Xy,  et  supposons  V^  =  o. 

Ëx:rivons  Téquation 

(4)  ,'  =  2''rV;=o, 

les  coefficients  â,.,  ^r  v**9  étant  des  constantes. 

Si  Ton  représente  par  A',  B', . . .,  M'  les  carrés  des 
coefficients  des  variables  a^^,. .  .y  (i dans  l'équation  (4)) 
on  trouve 

d'où 

en  ayant  égard  à  Thypothèse  V^^  =  o. 

3.  Applications  géométriques,  —  Soit 

«  =  3     et     ç  =  Aa»-4-Bp« -hC7». 

L'équation  cp  =  o  représente  une  conique  conjuguée  à 
un  triangle  a&c  pris  pour  triangle  de  référence,  0^,  j3,  7 
étant  les  distances  d'un  point  de  la  conique  aux  côtés  de 
ce  triangle. 


(  3oi  ) 

L'équation  V^  =  o  représente  la  polaire  du  point  qui  a 
pour  coordonnées  a^,  jS^,  y^.  En  donnant  à  r  les  valeurs 
I,  a,  3,  nous  avons- trois  droites  déterminant  un  triangle 
ab'c\  ei  les  conditions  V^^  =  o  montrent  que  la  conique cp 
est  également  conjuguée  à  ce  triangle. 

Comme  d'ailleurs  l'équation  (3)  est  celle  d'une  co- 
nique circonscrite  au  triangle  a'Vc\  nous  avons  ce  théo- 
rème : 

Théorème  I.  —  Lorsqu'une  conique  tf  est  conjuguée  à 
deux  triangles  abc,  alVd,  si  Von  conçoit  une  conique  <s( 
circonscrite  au  triangle  dV d ,  la  somme  des  rapports 
que  Von  obtient  en  divisant  les  coefficients  des  carres  des 
a^ariables  dans  (ff  par  les  coefficients  de  ces  mêmes  va- 
riables dans  <f  est  nulle. 

D'après  le  n^  2,  on  voit  que  V^  ==  o  est  une  tangente  à 
la  conique  conjuguée  <fy  parce  que  V^,.  =  o. 

En  donnant  à  r  les  valeurs  i,  a,  3,  nous  avons  trois 
tangentes  à  la  conique  cf  déterminant  un  triangle  a'b'cf. 

La  conique  (4)  étant  conjuguée  à  ce  triangle,  nous 
avons  ce  théorème  : 

Théorème  IL  —  Lorsqu'une  conique  (f  est  conjuguée 
à  un  triangle  abc  et  inscrite  dans  un  triangle  alVdy  si 
Von  conçoit  une  conique  ^  conjuguée  au  triangle  clUd, 
la  somme  des  rapports  que  Von  obtient  en  dii^isant  les 
coefficients  des  carrés  des  variables  dans  f '  par  les  coej- 
Jicients  des  carrés  des  mêmes  variables  dans  f  est  nulle. 

Si  Ton  a  égard  à  la  définition  que  nous  avons  donnée 
de  la  caractéristique  d'un  point  (p*  9)  par  rapport  à  une 
conique,  on  pourra  énoncer  ces  deux  théorèmes  comme 
il  suit  : 

Théorème  I.  —  Lorsquune  conique  f  est  conjuguée 
à  deux  triangles  abc,  ciVd ,  si  Von  conçoit  une  conique  (^ 
circonscrite  au  triangle  dVd^  la  somme  des  rapports 


(  3oa  ) 
{jtàe  Von  obtient  en  divisant  les  caractéristi^fues  des 
points  a,  b,  c  par  rapport  à  f ',  par  les  caractéristiques 
de  ces  mêmes  points  par  rapport  à  f ,  est  nulle. 

Théorème  II.  —  Lorsqu'une  conique  (f  est  conjuguée 
à  un  triangle  abc  et  inscrite  dans  un  triangle  dVdy  si 
Von  conçoit  une  conique  <^  conjuguée  au  triangle  dVd^ 
la  somme  des  rapports  que  Von  obtient^  en  divisant  les 
caractéristiques  des  points  a,  i,  c  par  rapport  à  (^\  par 
les  caractéristiques  de  ces  mêmes  points  par  rapport 
à  ^,  est  nulle. 

Corollaires.  —  En  désignant  par  ir^  la  caractérisUqae 
du  point  r  par  rapport  à  la  conique  f ,  par  tt^  la  carac- 
téristique de  ce  même  point  par  rapport  à  la  conique  ^^ 
nos  deux  théorèmes  donnent 

(A)  <+<  +  <=o. 

«",        îTA         ir« 

Ce  qui  suit  est  le  développement  de  cette  relation. 

I®  Le  théorème  I  nous  montre  que  si  la  conique  (f'  cir- 
conscrite au  triangle  a'b^cf  passe  par  deux  des  sommets 
du  triangle  abc^  par  a  et  6  par  exemple  (auquel  cas 
ir'^  =^\  =^o)y  elle  passera  aussi  par  le  sommet  c,  puisque 
d'après  le  théorème  on  a  n^  =  o.  (Chàsle3.) 

La  même  considération  appliquée  au  théorème  II 
montre  que 

Q?  Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle 
db'd  et  conjuguée  à  un  triangle  abc,  on  peut  circon- 
scrire au  triangle  abc  une  conique  conjuguée  à  dVcf. 

Les  polaires  réciproques  donnent  cet  autre  théorème. 

Lorsqu'une  conique  est  circonscrite  à  un  triangle  JVd 
et  conjuguée  è  un  triangle  abc^  on  peut  inscrire  dans  ce 
triangle  une  conique  conjuguée  à  dVd. 

On  sait  qu'une  hyperbole  équilatère  est  conjuguée  stf 
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iriangle  qui  a  pour  sommets  les  points  à  l'infini  sur  un 
cercle  et  le  centre  de  T hyperbole.  Les  théorèmes  ci-dessus 
donnent  alors  les  suivants  : 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  inscrite  dans  un 
Iriangle,  le  cercle  conjugué  à  ce  triangle  passe  par  le 
centre  de  l'hyperbole.  ' 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  circonscrite  ft  un 
triangle,  la  conique  conjuguée  à  ce  triangle  qui  a  pour 
foyer  le  centre  de  Thyperbole  est  une  parabole. 

Dans  les  théorèmes  généraux  exprimés  par  l'équa- 
tion (A),  la  conique  V  peut  représenter  deux  droites 
conjuguées  i  la  conique  f .  Dans  ce  cas  la  caractéris- 
tique «^  doit  être  remplacée  par  le  produit  des  distances 
du  point  a  aux  deux  droites.  On  a  par  conséquent  ce 
théorème  : 

3^  Une  conique  f  étant  conjuguée  à  un  triangle  ahc^ 
si  l'on  désigne  par  dr^  d!^  les  distances  d'un  point  r  à  deux 
droites  conjuguées  à  la  conique  f ,  on  a 

d^tt^        «=^*<        d^d^ 

1 1 ;=  O. 

TTn  ir*  TTc 

Si  les  deux  droites  conjuguées  coïncident,  elles  se  con- 
fondent avec  une  tangente  à  la  conique,  donc 

4^  Une  conique  ^  étant  conjuguée  à  un  triangle  ahc^ 
si  l'on  désigne  par  /j^)  ^»9  ^e  les  distances  de  ses  sommets 
à  une  tangente  de  f ,  on  a 

dl       dl       dl 

fCa  Itb  tVe 

Par  les  sommets  du  triangle  ciV d ^  menons  une  co- 
nique touchant  les  deux  côtés  a&,  ac  du  triangle  ahc^  et 
désignons  par  ij,  c,  les  points  de  contact  sur  ces  côtés 
respectivement 5  la  relation  (A)  devient 


1        \    hby         I    ce, 


-a 
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Cette  Gondilion,  d'après  le  théorème  précédent,  signifie 
qnela  droite  biCi  touche  la  conique  cp,  donc,  d'après  le 
théorème  I, 

5^  Une  conique  f  étant  conjuguée  à  un  triangle  a!Vcf^ 
si  par  les  sommets  de  ce  triangle  on  mène  une  conique 
touchant  deux  droites  conjuguées  à  f ,  la  corde  de  contact 
touchera  la  conique. 

Comme  cas  particuliers,  il  résulte  que 

Si  par  le  centre  d'une  hyperbole  équilatère  on  mène 
un  cercle  touchant  deux  droites  conjuguées  à  Thyperbole, 
la  corde  de  contact  touchera  Thyperbole. 

Une  hyperbole  équilatère  étant  conjuguée  à  un  triangle, 
si  par  des  sommets  on  mène  une  conique  ayant  pour  foyer 
le  centre  de  l'hyperbole^  la  directrice  correspondante  tou- 
chera l'hyperbole. 

La  théorie  des  polaires  réciproques  donne  ce  théorème  : 

6°  Une  conique  (f  étant  conjuguée  k  un  triangle  dVd^ 
si  l'on  inscrit  dans  ce  triangle  une  conique  ^  passant  par 
deux  points  a,  h  conjugués  à  la  conique  (f,  les  tangentes 
à  la  conique  <^  menées  par  les  points  ^  et  ft  se  couperont 
sur  la  conique  f . 

Si  les  points  a,  h  sont  à  T infini  sur  un  cercle,  on  voit 
que 

Lorsqu'une  hyperbole  équilatère  est  conjuguée  à  un 
triangle,  les  centres  des  cercles  inscrits  à  ce  triangle  sont 
sur  l'hyperbole. 

D'après  le  théorème  II  on  arrive,  par  des  considéra- 
tions analogues,  aux  suivants  : 

7°  Une  conique  9  étant  inscrite  dans  un  triangle  clVd^ 
si  l'on  mène  une  conique  conjuguée  alVt!  et  touchant 
deux  droites  conjuguées  à  f ,  la  corde  de  contact  touchera 
la  conique  f  • 

8^  Une  conique  9  étant  circonscrite  à  un  triangle  JVd^ 
si  l'on  mène  une  conique  ^  conjuguée  à  clVtf  par  deux 
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points  a,  b  coujugués  à  1»  conique  ({>,  les  tangentes  à  la 
conique  d  menées  par  les  points  a  et  ^  se  couperont 
sur©. 

Si  les  points  b\  d  sont  à  Finfini  sur  un  cercle,  nous 
trouvons  que 

Lorsqu'une  parabole  (p  a  pour  foyer  le  centre  d*une 
hyperbole  équilatère,  si  Ton  mène  à  Thyperbole  deux 
tangentes  qui  soient  conjuguées  à  la  parabole,  la  corde 
de  contact  touchera  la  parabole. 

Lorsqu'un  cercle  passe  par  le  centre  d'une  hyperbole 
équilatère,  les  tangentes  menées  d'un  point  du  cercle  à 
Thyperbole  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points  con- 
jugués par  rapport  au  cercle. 

Lorsqu'une  conique  cj»  est  conjuguée  à  un  triangle  abc^ 
la  caractéristique  de  Tun  des  sommets  a  est  égal  au  rap- 
port -T-»  en  désignant  par  o  le  centre  de  la  conique. 

Deux  coniques  o  el  ^  sont  conjuguées  à  un  même 
triangle  abc  déterminé  par  les  points  d'intersection  des 
côtés  opposés  et  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit 
dans  les  deux  coniques  ;  donc,  en  ayant  égard  à  l'observa- 
tîon  précédente  et  au  théorème  I, 

9°  Deux  coniques  ayant  pour  centres  les  points  o  et  o', 
si  Ton  peut  inscrire  dans  la  conique  cf  un  triangle  conju- 
gué à  la  conique  o,  ou  aura  la  relation 

obc         oca         oab 

-7-7-  -^  -, ^  -i—f  =  o,  . 

o  bc        o  ca        n  ab 

dans  laquelle  a^b^c  sont  les  points  qui  ont  la  même  po- 
laire dans  les  deux  coniques. 

D'après  le  théorème  II,  on  voit  que  cette  même  rela- 
tion existera  si  Ton  peut  circonscrire  à  la  conique  o  un 
triangle  conjugué  à  la  conique  o^ 

Si  l'on  désigne  par  a,  j3,  y  les  distances  du  centre  o  aux 

Atrn.  de  Mathêmat.yi*'  s(>rie,  f.  Y.  (Juillet  iSGô. }  ^O 
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côtés  dii'triatigle  abc  pai*  a',  |S',  /  les  distances  du  centre  a 
aiiy  c6tës  du  même  triangle,  ce  théorème  donne 

a         fi         7 

Supposons  que  les  coniques  o  et  o'  se  touchait  au  point  a, 
les  points  a  et  A  venant  coïncider,  la  relation  ci-dessus 
devient 

9.  a.         7 
«         7 

Of)  en  général,  si  P  représente  le  produU  des  carrés  des 

demi^axes  principauit  d'une  conique  conjuguée  à  un 

triangle,  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle^ 

on  a 

P  =  aRaP7 

pour  la  conique  o  (question  560),  et 

P'rrr?.Ra'p'7'; 

dans  le  cas  où  les  coniques  se  touchent 

P'  "  a'»7'' 

IT autre  part,  si  p  est  le  rayon  de  courbure  de  la  co- 
nique o  au  point  de  contact  a,  p'  le  rayon  de  courbure  de 
la  conique  (/  au  même  point,  on  a 

P  =  paS     P'  =  p'a"     et     p  =  j^- 

P 

L'égalité  des  rapports  ~  donne 
1  — JPfL 
donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

2p'  -hp  =0. 
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Lorsque^  deuifr  coniques  o  et  o'  se  touchent,  si  Tou  peiU 
inscrire  dans  la.  conique  d  un  triangle  conjugué  à  o  (ou 
circonscrire  à  o  un  triangle  conjugué  à  o'),  le  rayon  de 
courbure  de  la  conique  o  au  point  de  contact  sera  le 
double  de  celui  de  la  conique  d  au  raème  point  et  dirigé 
en  sens  contraire. 

Désignons  par  ai,  a%^  &i,  &i,  Ci,  c%  les  points  d'inter- 
section, de  la  conique  9  avec  les  côtés  du  triangle  res-^ 
pectivement  opposés  aux  sommets  a,  6,  c,  soient  A,  B,  C 
les  demii>di  a  mètres  de  f  parallèles  à  ces  mêmes  côtés. 
Ajoutant  un  accent  à  ce  qui  est  relatif  à  la  conique  d^  la 
•  relation  (A)  devient 

uby.ab^  V^  "^  ba, .  ba,  A'^  "^  ic,  "  ^ 

en  laissant  subsister  le  dernier  terme  tel  qu'il  est. 

Supposons  que  le  triangle  abc  ait  son  côté  ah  k  l'in- 
fini ,  de  sorte  que  c  devienne  le  centre  de  la  conique  y, 
ca,  cb  deux  de  ses  diamètres  conjugués.  La  relation  pré- 
cédente se  réduit  à 


(B)  Tr. 


en  remarquant  que  Yr«  =  —  1 . 

Les  théorèmes  I  et  II  donnent  cet  énoncé. 

10^  Etant  données  deux  coniques  f  et  cp',  cette  dernière 
étant  circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  (^  (ou  con- 
juguée à  un  triangle  circonscrit  à  9>),  si  Ton  désigne 
par  A,  B  deux  demi-diamètres  conjugués  de  cp,  par  A',  V 
les  demi -diamètres  de  f/  parallèles  aux  premiers,  on  a 
la  relation  précédente  dans  laquelle  jt^  est  la  caractéris- 
tique du  centre;  de  (f  par  rapport  a  ^. 

Si  (f  est  un  cercle  on  a  ces  théosèmes  : 

11^  La  somme  des  carrés  des  inverses  des  demi-axes 
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principaux  d'une  conique  f'  circonscrite  à  un  triangle 
(ou  conjuguée  à  un  triangle)  est  égale  à  la  caractéris- 
tique du  centre  du  cercle  conjugué  au  triangle  (ou  du 
centre  d'un  cercle  inscrit  au  triangle),  par  rapport  à  op' 
divisé  par  le  carré  du  rayon  du  cercle. 

Si  au  contraire  (p'  est  un  cercle,  on  a  ces  théorèmes  : 

i^°  La  somme  des  carrés  des  demi-axes  principaux 

d^une  conique  conjuguée  a  un  triangle  (ou  inscrite  dans 

un  triangle)  est  égale  à  la  puissance  de  son  centre  par 

rapport  au  cercle  circonscrit  (ou  conjugué)  au  triangle. 

Remarque.  —  Ces  deux  théorèmes  ont  été  proposés 
en  quc'stions  dans  les  Nouuei/es  yé finales,  n°*  524  et  562. 
Le  numéro  de  juin  1864  (p>  ^^7)  contient  une  solution 
de  la  question  562,  mais  quelques  inexactitudes  de  Tau- 
teur  ramènent  à  une  erreur  dans  un  coefficient  numérique. 
Je  ferai  la  même  observation  à  l'égard  de  la  question  561. 
dont  renoncé  modifié  (1864,  p.  ^53)  est  inexact.  L'é- 
noncé qui  figure  tome  XX,  i*"*  série,  page  56,  est  exact. 

Dans  la  relation  (B)  remplaçons  tt'^  par  sa  valeur,  on 
aura 

A»         B».  _  ca , .  ca\  A^        B»  _  cb\,ch\ 

Â^  "^  F»  ~  ~Â!^  '  A'»  "*"  B^»  "      B'» 

Si  l'on  élimine  A'  et  B'  de  ces  deux  relations,  on  a  ces 
théorèmes  : 

i3"  Étant  donnés  une  coniqua  cf  ayant  pour  centre  le 
point  c  et  deux  de  ses  demi -diamètres  conjugués  A,  B, 
si  une  conique  9',  circonscrite  à  un  triangle  conjugué  à  k^ 
(ou  conjuguée  à  un  triangle  circonscrit  à  (jp),  rencontre  ces 
deux  diamètres  respectivement  aux  points  a,,  a,,  b\^  i',> 
on  aura  la  relation 

A''  B» 

(C) 


ca\,ca\        cb\.cb\ 
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Si  la  conique  <p  est.urf  cercle,  on  voit  que  :  si  par  un 
point  fixe  c  on  trace  deux  droites  rectangulaires  rencon- 
trant une  conique,  Tune  aux  points  a,,  a^y  l'autre  aux 
points  £,,  bfy  on  a  la  relation 


cox'Ca^        cbi.cbj 


:  const. 


La  valeur  de  la  constante  résulte  du  préct^dt^nt  théo- 
rème. Si  c  est  le  centre  de  la  conique,  on  retrouve  un 
théorème  connu. 

Lorsque  dans  la  relation  (B)  on  suppose  que  la  co- 
nique 9'  passe  par  le  centre  de  (p,  nous  dirons  que  : 

Lorsqu'une  conique  f'  passe  par  trois  points  conjugués 
à  une  conique  <f  (ou  bien  est  conjuguée  à  un  triangle  cir* 
circonscrit  à  (j>)  et  par  son  centre,  si  Ton  désigne  par  A,  B 
deux  diamètres  conjugués  de  q  et  par  A',  B^  le.s  diamètres 
qui  leur  sont  parallèles  dans  Q(\  on  a  la  relation 

A'        B' 

Cette  relation  montre  que  si  Tune  des  coniques  est  un 
cercle,  Tautre  est  une  hyperbole  équilatère,  ce  qui  donne 
quatre  théorèmes  plus  ou  moins  connus. 

lia  même  relation  (B)  donne  le  théorème  suivant  : 
Lorsqu'une  conique  (jp'  concentrique  à  une  conique  <f 
passe  par  trois  points  conjugués  de  celle-ci  (ou  est  con- 
juguée à  un  triangle  circonscrit  à  cf),  si  Ton  désigne 
par  A,  B  deux  diamètres  conjugués  de  f ,  par  A',  B'  les 
diamètres  de  (f'  de  même  direction  que  les  premiers,  on 

a  la  relation 

A^        B' 

La  relation  (C)  donne  : 

Lorsqu'une. conique  ff*  passe  par  \vs  extiëmités  d'un 
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diamètre  de  la  conique  cf  et  tA>\s  points  conjugués  de 
celle-ci  (ou  est  conjuguée  à  un  triangle  circonscrit  à  f  ), 
elle  rencontre  le  diamètre  A  conjugué  au  premier  en 
deux  points  ai,  af  tels  que 

ncaicaj  =  A', 
c  étant  le  centre  de  <f,  A  la  longueur  du  demi-diamètre. 

4.  Pour  n  =  45  on  a  deux  théorèmes  généraux  ana- 
logues à  ceux  démontrés  plus  haut  (p.  "Soi)  : 

Théorèmes  III  et  IV»  —  Lorsquane  surface  tf  du  se- 
cond ordre  conjuguée  à  un  tétraèdre  abcd  est  conjuguée 
à  un  second  tétraèdre  a'b'c'd^  [ou  inscrite  dans  ce  té- 
traèdre)^ si  Von  conçoit  une  surface  ç'  du  même  ordre 
circonscrite  an  tétraèdre  a'b^c^d*  [ou  conjuguée  à  ce  té- 
traèdre) ,  la  somme  des  quotients  que  Von  obtient ,  en  divi- 
sant les  caractéristiques  des  points  a^b^  c^d  par  rapport 
à  (f'y  par  les  caractéristiques  de  ces  mêmes  points  par 
rapport  à  y,  est  nulle. 

En  désignant  par  77^,  t:\^  les  caractéristiques  du  som- 
met a,  par  rapport  aux  surfaces  ^  et  <f\  ndus  écrirons 
donc 

Nous  nous  bornons  à  énoncer  les  théorèmes  déduils 
de  cette  relation,  eu  suivant  le  même  oiklre  «Jue  pour  les 
coniques. 

,  i®  Toute  su iface  du  second  ordre  qui  passe  par  sept 
des  sommets  de  deux  tétraèdres  conjurés,  passe  par  le 
huitième. 

2°  Toute  surface  du  second  ordre  (j*'  conjuguée  à  un 
tétraèdre  a'i'c'rf',  circonscrit  à  une  surface  g>  du  second 
ordre,  et  qui  passe  par  trois  des  sommets  xl'^an  tétraèdre 
conjugué  à  f,  passe  par  le  quatrième  sommet. 
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La  thf^rie  des  ^polaires  ^écip^oq^e5  donne  deux  antre» 
théorèp^es  : 

3^  Une  surface  du  second  ordre  o.^t&Qt  conjuguée  .à.  un 
tétraèdre  abcfl^  ^i.l'ou  désigne  par  fr.^.^^^les  distances  du 
sommet  a  âdeupL  .plans  conjugués,  par.  rappon  à  f ,  on  a 


=:  O. 


4°  Une  surface  du  second  ordre  (fêtant  conjuguée  à  un 
tétraèdre  abcdy  si  Top,  désigne  par.p.  la  distance  dju  som* 
met  a  à  un  plan  tangent  à  (f ,  on  a 

S^rUne  surface  du  second  ordre  cp  étant  conjuguée  à  un 
tétraèdre,  si. par  les  sommets  de  ce  tétraèdre  on  conçoit 
une  surface  du  second  ordre  touchant  les  arêtes  -d'un 
trièdre  conjugué  à  f,  le  plan  passant  parles  points  de 
contact  touchera  la  surface  f . 

6°  Une  surface  du  second  ordre  f  étant  conjuguée  à  un 
tétraèdre,  si  Ton  inscrit  dans  ce  tétraèdre  une  surface  du 
second  ordre  <f\  tangente  aux  trois  côtés  d'un  triangle 
conjugué  à  ^ ,  les  plans  tangents  à  la  surface  (f  '  menée  par 
les  trois  points  de  contact  se  couperont  sur  f .  (Réci- 
proque du  précédent.) 

y°  Une  surface  du  second  ordre  (f  étant  inscrite  dans 
un  tétraèdre,  si  Ton  conçoit  une  surface  du  second 
ordre  :f\  conjuguée  à  ce  tétraèdre  et  touchant  les  arêtes 
d^un  trièdre  conjugué  à  f ,  le  plan  passant  par  les  points 
de  contact  touchera  la  surface  (f. 

8^  Une  surface  du  second  ordre  (f  étant  circonscrite  à 
un  tétraèdre,  si  Ton  conçoit  une  surface  du  second 
ordre  f' conjuguée  à  ce  tétraèdre  et  touchant  les  côté» 
d'un  triangle  conjugué  à  f ,  les  plans  tangents  auxppint» 
de  contact  menés  à  la  surface  ^^se  couperont  sur  f . 
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9^  Deux  surfaces  du  second  ordre  étant  données,  si 
Ton  désigne  par  a,  j3,  y,  ^  les  distances  du  centre  de  Tune 
d'elles  (f  aux  faces  du  tétraèdre  conjugué  à  la  fois  aux  deux 
surfaces,  par  a',  (5',  y',  o'  les  distances  du  centre  de  la  se- 
conde q>'  à  ces  mêmes  plans,  on  pourra  inscrire  dans  la 
surface  <]>'  un  tétraèdre  conjugué  à  ^,  si  Ton  a  la  relation 

a  S  7  ^ 

Cette  même  relation  aura  lieu  si  Ton  peut  circonscrire 
à  f  un  tétraèdre  conjugué  à  (f\  . 

lo^  Etant  données  deux  surfaces  du  second  ordre  (f 
et  f ',  cette  dernière  étant  circonscrite  à  un  tétraèdre  con- 
jugué à  (f  (ou  conjugué  à  un  tétraèdre  circonscrit  à  f  ),  si 
Ton  désigne  par  A,  B,  C  trois  demi -diamètres  conjugués 
de  (f ,  par  A',  B',  C  les  demi-diamètres  de  cf'  parallèles  aux 
premiers,  on  a  la  relation 

A'        B»        O 

A'^        B"       C»  ~"  ^' 

dans  laquelle  7i'/  est  la  caractéristique  du  centre  d  de^ 
par  rapport  à  ç'. 

Si  (p  est  une  sphère  on  a  ces  théorèmes  : 
i  i^  La  somme  des  carrés  des  Inverses  des  demi-axes 
principaux  (ou  de  trois  demi-diamètres  rectangulaires) 
d'une  surface  cf  '  circonscrite  à  un  tétraèdre  (ou  conjuguée 
à  ce  tétraèdre)  est  égale  à  la  caractéristique  du  centre  de 
la  sphère  conjuguée  au  tétraèdre  (ou  du  centre  d'une 
sphère  inscrite  au  tétraèdre)  par  rapport  à  cp'  divisé  par 
le  carré  du  rayon  di  la  sphère  (*). 
Si,  au  contraire,  -it'  est  une  sphère  : 


{*)  Ce  théorème  revient  à  celui  donné  par  M.  Painvin  dans  U  ques- 
tiun  760,  que  M.  Faurc  ne  connaissait  pas  quand  il  nous  ■  envoyé  son 
article  au  mois  de  novembre  dernier.  P. 
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ia°  La  somme  des  carrés  des  demi-axes  priDCÎpaux 
d  une  surface  du  second  degré  conjuguée  à  un  tétraèdre 
(ou  inscrite  dans  un  tétraèdre)  est  égale  à  la  puissance  de 
son  centre  par  rapport  à  ]a  sphère  circonscrite  (ou  con- 
juguée) au  tétraèdre. 

Remarque.  —  Un  tétraèdre  n'a  pas  en  général  de 
sphère  conjuguée,  il  faut  pour  cela  que  ses  arêtes  oppo- 
sées soient  rectangulaires;  lé  point  de  rencontre  de  ses 
hauteurs  est  le  centre  de  la  sphère  conjuguée.  Les  théo- 
rèmes dans  lesquels  figurent  une  sphère  conjuguée  sont 
donc  relatifs  à  un  tétraèdre  dont  les  hauteurs  se  ren- 
contrent. 

i3^  Etant  donnés  une  surface  du  second  ordre  (p  ayant 
pour  centre  le  point  d  et  trois  de  ses  demi- diamètres 
conjugués  A,  B,  C,  si  une  surface  du  second  ordre  o'  cir- 
conscrite à  un  tétraèdre  conjugué  à  <(>  (ou  conjuguée  à  un 
tétraèdre  circonscrit  à  ç)  rencontre  ces  diamètres  respec- 
tivement aux  points  a^^  a„  &,,  £,,  c,,  C|,  on  a  la  relation 

A^  B'  C^     _ 

da^.da^       dbx.db^       dci.dcj 

Il  serait  facile  de  multiplier  davantage  ces  applications 
de  nos  deux  théorèmes  généraux;  ce  qui  précède  suffit 
pour  montrer  le  parti  que  Ton  peut  en  tirer. 


CONSTRUCTION  GRAPHIQUE 

de  la  cHrbe  gaiche  di  tnisièie  ordre  qii  passe  par  sii  p«iits  doués 
dais  l'espace; 

Par  m.  poudra. 


Soient  «,  é,  c,  rf,  e,y  les  six  points  donnés  dans  l'es- 
pace. Prenons  pour  plan  de  construction  celui  qui  passe 
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purjes  tn>îspoints>a,'&,c -SoMDt  ^*,  «^  l«s  projections 
des'pomtS'cfiet  e< de. l'espace,  .sur  ee> plan  tffrc. 

RahatftoDjs  .c«s  points «^  et  ^e'de  Tespace  sur  le  plan 
afe. en  .faisant .'tourner  les  verticales  projetantes  ddf^y  ee^ 
autour  de  leurs  traces  respectives  d^^  e^  dans  une  même 
direction,  et  soient,  sur  U.fig^ire,  ^i,  e%y  ç^S; points  ra- 
battus. 

CQPsldéroAsJc  point  r/  comme  le  s^jpan^et^d  w  o6ne 
du  second  degré, passant  par  les  cinq  points  a^'b^  c,  c,/, 
et  dont  la. base  sur  le.plan.a&c  sera  une  section  conique 
abcmog.  Regardons  de  imêpie  le  point  e  comme  le 
sommet  d*un  second  cône  passant  par  les  cinq  points 
ay  i,  Cj  d^J:  il  aura  pour  base,  .sur  le  plan  abc^  une  co- 
nique abchpm  facile,  .à  déterminer* 

■Ces  deux  cônes  ont  une  arête  commune  de\,\e^T  in- 
tersection est  alors  une  courbe  du .  troisièime  ordre -qui 
passera  par  les  six  points  donnés.  C'est  ceUe  courbe  qu'il 
s'agit  de  construire  simplement. 

Par  Tarète  de^  commune  aux  deux  cônes,  menons  un 
plan  quelconque  :  il  coupera  le  plan  abc  suivant  une 
droite  telle  que  mgh ,  qui  passera  toujours  par  le  point 
m'quatrième  intersection  des  deux  bases,  point  m  par 
lequel  passe  r arête  commune  de.  Cette  droite  mgh  ren- 
contrera en  g  la'  base  du  premier  cône,  et  en  h  celle  du 
second  *,  et  alors  les  droites  dg,  eh  représenteront  les 
arêtes  des  deux  cônes  qui  sont  dans  le  même  plan  \  leur 
point  d'intersection  /  sera  donc  un  point  de  la  courbe, 
maisrabaUu.  En  continnaatceue  opération  pap  une  suite 
de  plans  coupants,  on  objtiendva  autant  de  points  de  la 
courbe  qu'on  le  désiresa. 

Si  du  point  d^  on  mène  les  deux  droites  doj^  dkq,  tan- 
gentes à  la  base  abcymo  du  cône  dont  ce  point  /i,  est  le 
sommet  rabattu^  ce  seront  les  limites  des  arêtes  de  ce  cône, 
et  la  courbe  cherchée  et  rabattuedoit  donc  être  tangente  à 
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ces  deux  droites.  On  obtiendra  facilement  les  points  de 
tangence  :  ainsi  pour  la  tangente  <2iO,  on  trace  la  droite 
mor,  qixi  rencontre  la  seconde  b«se  aicA/im.  aii{pointry.et 
ce  point  joint  à  ei  donne  ladroiterei/,  laquelle  représente 
larête du  second  cône  qui  se  trouve  dans  le  même  plan 
que  la  base  omr  du  i premier.  Le  'pohit  /  d'intersection 
de  ces  deux 'arêtes -sera  hî  point  de 'tangence  de  la  droite 
dioj  et  de  la  courbe.  On  trouvera  de  même  le  point  k. 
En  agissant  de  la  même  manière  pour  les  tangentes  ej/, 
c,p,  on  tit>avera  les  poiilts  /  et  /i,  où  ces  droites  sont 
tangentes  à  la  courbe. 

On  obtiendra' la  tangente  a  la  courbe  en  un  point  quel- 
conque I  en  menant  les  deux  arêtes  'dgi\  éhi\  qui  déter- 
minent sur  les  bases  respectives  les  points  g"  et  A  5  les 
tangentes  en  ces' points  se  rencontreront  en  un  point  qiii, 
jornt  ai,  donnera  la  tangente  cherchée. 

On  trouvera  facilement 'les  asymptotes  de  la  courbe 
gauche  ;  il  suiBt  de  déterminer  dans  *les  deux-  cônes  les 
couples  d*arêtes  parallèles  et  mener  (  comme  ci-dessus 
pour  la  tangente  au  point  i  )  les  deux  tangentes  aux  bases 
respectives  passant  par  les  traces  de  ces  arêtes,  alors 
par  le  point  d'intersection  de  ces  deux  tangentes  menant 
une  parallèle  aux  couples  d'arêtes  ce  sera  une  tangente  «à 
leur  point  d'intersection,  qui  est  à  Tinfini^  ce  sera  donc 
une  asymptote  de  là  courbe.  Une  des  couples  d'arêtes  pa- 
rallèles est  la  droite  dem-^  il  peut  y  en  avoir  trois  autres, 
dontdeux  peuvent  être  imaginaires. 

Tous  les  résultats  obtenus  par  ces  constructions  sont 
tracés  sur*  le  plam  ûbc  et  représenieni  les  constructions 
de  l'espace  rabattues  sur  ce  plan  ;  en  relevant  tous  les 
points  on  obtiendra  donc  la  courbe  gauche  dans  Tespace, 
et  les  pieds  des  verticales  donneront  la  projection  de  cette 
courbe  sur  ce  plan  ahc. 
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par  lea  égalkés  ' 

xz=y=  —  2  =  —  r,     x  =  —x  =  —  «=—/, 
'    x=zx  =  —  z  =  t,  x  =  —xi=  —  z  =  t^ 

X-=z  —  y=LZ:=tf  x-=z — y,:=zZt=z  —  /. 

Nous  prenons  le  tétraèdre  donné  comme  tétraèdre  de  i:é- 
férence. 
Soient 

X  z=:jr  =  z  =  i,     x'  —y'  =  z'  =r  —  /', 

deux  des  centres,  et  soit 

««  -h  pT"  -4-  7^3  H-  ^t  =  O, 
le  plan  fixe. 

Soicni  p  et  p*  les  distances  des  deux  eentues  ao  plan, 
on  a 

/i  =  K(a-f-p-h7  -h5)x,       x=x  =  z=ztj 

et  posantX  =  ^^^^^^^  _^^]^^_^p  _^^  _  ^y 

le  point 

«ai  évidemment  sur  la  surfeee  4onk  Fé<{fialioA  est 

a        P        7        9 
M       y       z       i 
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car  les  valeurs  de  X',  Y',  Z^  T',  peuvent  s'écrine 

•Vf  f*         /  w*/  ^  _L    ««'  \  V/ t^ 


Mais  si  A,  B>  C,  D,  V  reprëoenteni'  le» face»  du- tëuraèdre 
et  son  volume,   on  a 

AX'  ■+-  BY^  4-  CZ'  H-  DT'  =  3  V, 

(^*ests-à-dîrc 

-iî— [/( Aa?  +  l^j*  4- Cz -h  Dr) 

-+-/?(Ax'  +  B^'-f-Cz'-+-Dr')]  =  3V,  ^    ' 
et  comme 

Ax4-Br  +  CïH-Dr=:3V,     Ax'+B/H-C«'-hD/:=:3FV, 

par  suite, 

ce  sont  préeisément  les  coardonBées  du  point  dtviâaiit  la 
distance  des  deux  centres  dans  le  rappo? t  de  leur»  dia- 
tances  au  plan  fixe.  Ainsi  si  le  plan  fixe  a  pour  équation 

ax  -h  Pjt  -^  fZ  -^  et  :=  O, 

la  surface  du  troisième  ordre  a  pour  équation 

a        6       7        ^ 
X       jr       z        t 

elle  contient  évidemment  les  arêtes  du  tétraèdre  et  est  la 
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surface  inverse  du  plan  fixe.  Lorsque  le  plan  fixe  est  le 
plan  à  Tinfini  on  a  le  théorème  de  M.  Beltrami. 

Les  quatre  sommets  sont  des  points  doubles  de  la  sur- 
face. Si  l'on  prolonge  jusqu'au  plan  des  trois  autres  les 
droites  joignant  un  point  double  à  un  point  de  la  surface, 
les  pieds  de  ces  quatre  droites  pris  par  groupes  de  trois 
déterminent  quatre  plans  passant  respectivement  par  un 
point  fixe.  Ces  points  fixes  sont  les  points  communs  aux 
cônes  tangents  aux  points  doubles  pris  trois  à  trois.  Ces 
cônes  se  coupent  trois  à  trois  en  un  seul  point  distinct  des 
points  doubles. 

Pour  une  position  d'un  point  de  la  surface  ces  quatre 
plans  forment  un  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  les 
faces  du  tétraèdre  des  points  doubles.  Ces  deux  tétraèdres 
sont  homologiques  et  le  point  de  la  surface  est  le  centre 
d'homologie. 

Cette  surface  est  en  même  temps  le  lieu  des  points  tels 
que  les  pieJs  des  parallèles  à  quatre  directions  fixes  arrê- 
tées aux  faces  d'un  tétraèdre  soient  dans  un  même  plan. 
Nous  pouvons  prendre  les  distances  aux  faces  comptées 
sur  ces  directions  comme  coordonnées  d'un  point.  Expri- 
mer que  les  pieds  de  ces  quatre  droites  sont  dans  un 
même  plan  revient  à  dire  que  la  somme  algébrique  des 
volumes  des  tétraèdres  obtenus  en  prenant  les  coordon- 
nées du  point  trois  à  trois  est  nulle.  L'équation  qui  tra- 
duit cette  condition  est 

YZT  sin  YZT  -+-  XZT  sin  XZT 

-f-  XYT  sin  XYT  -4-  XYZ sin  XYZ  =  o. 

Si  l'on  revient  au  système  de  coordonnées  perpendicu- 
laires aux  faces  du  tétraèdre,  l'équation  prend  la  forme 

a        6       7        ^ 

--4-^-h-4--=o, 
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ce  qui  démontre  la  propriété.  Ce  sont  des  propriétés  tout 
à  fait  analogues  à  celles  des  coniques  circonscrites  à  un 
triangle.  Nous  avons  vu  que  la  surface  passe  par  les  arêtes 
du  tétraèdre.  Si  Ton  appelle  R,  R'  les  rayons  de  courbure 
aux  deui  points  formant  avec  deux  sommets  un  système 
harmonique,  on  a 

I        I 

--  -h  -7  =  const. 

R       R' 

Les  arêtes  du  tétraèdre  appartiennent  à  la  ligne  para- 
bolique de  la  surface. 


GONSTROGTION  ('') 

ées  centres  les  cireoiRreices  taigentes  à  trois  circoiféreices  loniées 
et  les  centres  les  sphères  tangentes  à  qnatre  sphères  données  ; 

Pae  m.  E.  STÉPHAN. 


Théorème  1.  —  Si  Von  augmente  ou  si  Von  diminue 
(Vune  même  quantité  variable  les  rayons  de  trots  cir» 
conférences  Ci,  Ct,  Ca,  leur  centre  radical  décrit  une 
ligne  droite  Ot  Of 

La  droite  Oi  Ot  passe  par  les  centres  Oi,  0|  des  deux 
circonférences  tangentes,  l'une  intérieurement,  Tautre 
extérieurement  aux  trois  circonférences  Cj,  Ci,  Ca-Il  ré- 
sulte de  laque: 

Pour  trouver  les  centres  Oi,  Ot,  il  suffit  de  dé  terminer 
les  points  de  la  droite  Oi  O,  qui  sont  à  égale  dislance 
de  deux  des  trois  cercles  Ci,  Ct,  Cj. 

Ce  dernier  problème  peut  être  énopcé  plus  générale- 
ment sous  la  forme  suivante  : 


(*)  Extrait  du  Bulletin  de  la  Société  l^hilomathique,  p.  i33;  i865. 
Ann,  de  Mathémat.,  'à^  série,  t.  V.  (Juillet  iS66.)  21 
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Trousser  les  points  d'intersection  d 'une  droite  et  d'une 
courbe  du  second  degré  :  or,  on  sait  résoudre  cetce  ques- 
tion dans  tous  les  cas,  par  plusieurs  procédés  simples, 
avec  la  règle  et  le  compas. 

Si  Ton  augmente  le  rayon  de  Tune  des  circonférences, 
de  Cl  par  exemple,  d'une  certaine  quantité  et  que  Ton 
diminue  en  même  temps  les  rayons  des  deux  autres  Ct, 
Cs  delà  même  quantité,  ou  inversement,  le  centre  radi- 
cal décrit  une  autre  droite  qui  passe  par  les  centres  des 
circonférences  tangentes  extérieurement  à  Ci  et  intérieu- 
rement à  Cf  et  Cs  ou  inversement. 

En  résumé  :  //  existe  quatre  droites^  faciles  à  con- 
struire^  sur  lesquelles  sont  situés  par  couples  les  centres 
des  huit  circonférences  qiU^  dans  le  cas  le  plus  général, 
répondent  à  la  question  proposée  [*). 

Théorème  II.  —  La  droite  Oi  Ot  est  perpendiculaire  à 
Vaxe  de  similitude  des  circonférences  C^,  C2,  Cf. 

Cette  propriété,  connue  de  Gei^onne,  ressort  aussi 
d'un  travail  de  M.  Mannheim  sur  le  lieu  des  centres 
des  circonférences  qui  coupent  trois  circonférences  don- 
nées sous  le  même  angle. 

Ce  qui  précède  peut  être  répété  textuellement  pour 
quatre  sphères. 

Théorème  III.  —  Quand  on  augmente  ou  quand  on 
diminue  d'une  même  quantité  variable  les  rayons  de 
quatre  sphères  Si,  Si,  Sj,  S4,  leur  centre  radical  décrit 
une  droite  OxOf. 

La  droite  Oi  Ot  passe  par  les  centres  O] ,  Ot  des  deax 
sphères  tangentes,  Tune  intérieurement,  l'autre  extérieu- 
rement aux  quatre  sphères  Si,  Ss,  Ss,  S4.  Il  résulte  de 


(*)  Pour  la  question  analogue  relative  aux  petite  cercles  de  la  spbére, 
consulter  iln  excellent  Mémoire  de  M.  Heegmann,  dans  le  Recueil  de  l* 
Société  de  Lille;  i8a6.  P. 
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là  que  :  Pour  trouver  les  centres  Oj,  Ot,  //  siiffit  de  dé- 
terminer les  points  de  la  droite  Oi  O,  qui  sont  à  égale 
distance  de  deux  des  quatre  sphères  données. 

Cette  question  se  résout  à  peu  près  de  la  même  manière 
que  la  question  de  Géométrie  plane  qui  lui  correspond. 

Les  centres  des  seize  sphères  qui,  dans  le  cas  général, 
répondent  à  la  question,  sont  situés  par  couples  sur  huit 
droites  analogues  à  0|  Ot. 

On  sait  que  les  plans  radicaux  de  trois  sphères,  de  S|, 
St,  Ss  par  exemple,  se  coupent  suivant  une  même  droite 
(D4)  appelée  axe  radical  des  sphères. 

Théorème  rV.  —  4$/  fon  augmente  d^une  même  quan- 
tité variable  les  rayons  des  sphères  Si,  Si,  S3,  la  droite 
(D4)  décrit  un  plan  (V 1,)  perpendiculaire  à  leur  axe  de 
similitude. 

Si  Ton  augpiented'une  même  quantité  les  quatre  rayons, 
on  a  quatre  plans  analogues  (Pi),(P,),(P8),  (P4). 

Théorème  V.  —  Les  plans  (P^),  (P,),  (P,),  (P*)  se 
coupent  8ui\fant  une  même  droite  perpendiculaire  au 
plan  de  similitude  des  quatre  sphères. 

C'est  cette  droite  qui  nous  sert  à  effectuer  notre  con- 
struction. 


NOTE  m  L'INTÉGRATION  MS  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
SIMULTANÉES  ET  LINÉAIRES. 


La  méthode  d'Ampère  pour  la  résolution  des  équations 

(I) 


dr  dz  ' 

A  -1^  -h  B  —  -h  Cj  -t-  D2  ==  E, 

dx  ax 


ax  dx 


21. 
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exige  que  Ton  ramène  ces  deux  équations  à  deux  autres 

dont  l'une  ne  contienne  que^>  et  Tauire  que  — •  On 

peut  éviter  cette  opération  préalable  en  procédant  de  la 
manière  suivante. 

Je  suppose  en  premier  lieu  que  les  coefficients  A,  B, 
C,  D,  A^  B',  C,  ly  soient  constants.  J'ajoute  les  deux 
équations  (I)  après  les  avoir  multipliées  respectivement 
par  I  et  par  la  constante  0.  J'obtiens  ainsi 

(^[(A  +  A'e)r  +  (B-f.B'e).] 


-4-  (C  -f-  C'9)j  -+-  (  D  -h  D'e)2  =  E  -4-  E'Ô. 


Je  pose 


^^)  A-hA'e^BTFÔ""^' 

et  Téquation  linéaire  (i)  se  réduit  à  Téquation  linéaire 

(4)  ^-f-*tt  =  E-f-E'0. 

De  la  première  des  équations  (3)  on  tire  deux  valeurs 
constantes  (6i,  0s)  de  l'inconnue  6.  Soient  Ui  et  u,  les  va- 
leurs correspondantes  de  u,  obtenues  en  intégrant  Téqua- 
tion  (4).  On  aura 

(A  4-  A'e,)r  -f-  (B  H-  B'O.)  2  -^  «c, 
(A  -h  A'ô,)r  -i-  (B  4-  B'O,)  z  —  ih, 

d'où  Ton  déduira  les  valeurs  des  fonctions  inconnues  y 
eiz. 

Quand  les  coefficients  des  premiers  membres  des  équa- 
tions (i)  sont  des  fonctions  de  x,  on  procède  d^une  façon 


(  3ii5  ) 
analogue,  mais  en  considérant  6  comme  une  fonction 
de  X.  Dans  ce  cas  le  premier  membre  de  l'équation  (i) 
doit  être  diminué  de 


/dk       dk'  ,,rfô\  [dh       dB'         ^,dB\ 


C-f-C'9- 

dX 
dx 

dx 

dx 

D-f-D'ô 

A-hA'G 
dB       dW  ^ 
dx         dx 

dx 

termes  qu'il  a  fallu  ajouter  pour  compléter  la  dérivée  de 
(A  +  A'6)/  +  (B  +  VB)z  ou  de  u.  L'équation  qui  donne 
les  valeurs  de  0  est  alors 


(5) 


Cette  équation  est  du  premier  ordre,  mais  non  linéaire. 
Quand  on  saura  Tintégrer,  on  aura  deux  valeurs  de  0  en 
attribuant  à  la  constante  arbitraire  deux  valeurs  dîs^ 
tinctes,  et  le  calcul  s'achèvera  comme  plus  haut.  On 
simplifie  l'équation  (5)  en  supposant  que  A  et  A' sont 
deux  constantes,  ce  qui  est  toujours  permis. 

La  méthode  précédente  s'étend  facilement  au  cas  de 
trois  équations  simultanées.  Nous  n'examinerons  que  le 
cas  où  les  coefficients  seront  constants.  Soient 

dy       ^  dz        ^  dt        ^  „  _,         ^ 

A  -t-hB  — h-C— -hDj-f-  Ez  -f-Ff=:G, 

dx  dx  dx 

f  A"^  -4-  B"$-  -4-  C^  ■+■  \y'y  +  £"«  4-  ¥"t  =  G". 
\       dx  dx  dx 

J'ajoute  ces  équations  respectivement  multipliées  par  les 
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constantes  i,  9,  X.  J'aurai 


(■') 
Je  pose 

(3') 


^[(A  4-  A'e  -f-  A"X)/  -+-(B  -h  B'X  -h  Bn)« 

^(c-f-c'ô-f-cn)/] 

4-  (  D  -+-  D'Ô  -f-  D''\)x  -h(E  -h  E'Ô  4-  E^'X)» 
-+-(F-l-F'e-f-F''>)r 
=  G4-G'ô4-Gn. 


(À  4-  A'O  4-  A"X)r  4-  (B  4-  B'ô  4-  E'"k)z 

4-(C4-C'd4-Cn)r=:ll, 

D  4-  D'e  4-  D"X       E  4-  E'e  4-  E'X 


A'Ô4-A"X       B4-B'Ô4-B''X 


i 

I  F4-F  Q4-F*^X 

et  réquation  (i')  se  réduit  k  l'équation  linéaire 

(4')  ^  -j.  >t«  :=  G  4-  G'Ô  4-  G'^X. 

Les  équations  (3')  donnent,  tout  calcul  fait,  trois  valeurs 
de  0  et  trois  valeurs  correspondantes  de  X.  L^ntégration 
de  l'équation  (4')  donnera  trois  valeurs  correspondantes 
de  tt.  Si  Ton  substitue  à  6,  A,  u  dans  l'équation  (2')  tour 
à  tour  0|,  A|,  Ui  ;  09,  A|,  U|  ;  ds,  Xy,  u^^  on  aura  trois  équa- 
tions pour  déterminer  les  fonctions  inconnues j^,  z^  t. 

On  traiterait  de  la  même  manière  des  équations  simul* 
tanées  de  la  forme 

au  moins  quand  A,  R,  C,  D  sont  des  constantes.       P. 
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SOLUTION  W  QUESTIONS 
PROPOSEES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  558 

(voir  1"  lérto,  loma  XX,  pcfa  tl); 

Par    m.    VIANT, 

Étant  données  deux  figures  homographiques  F,  F' 
dans  un  même  plan,  soient  m,  m\  m"  les  points  du  plan 
homologues  à  eux-mêmes. 

i^  Si  une  conique  est  circonscrite  au  triangle  mm! m", 
il  n'existe  sur  cette  conique  que  deux  points  tels,  que 
deux  droites  tournant  autour  de  ces  points  et  se  coupant 
sur  la  conique  soient  toujours  homologues  dans  les  deux 
figures, 

a^  Si  une  conique  est  inscrite  au  triangle  mm'm'\  it 
n'existe  que  deux  tangentes  telles,  quune  droite  rou- 
tant sur  la  conique  coupe  ces  deux  tangentes  en  deux 
points  toujours  homologues  dans  les  deux  figures. 

(P.  Lafitte.) 

Dans  tout  système  homographique  le  sommet  d'un  an^ 
gle  est  homologue  du  sommet  de  l'angle  des  droites  cor- 
respondantes. 

Soit  donc  une  conique  mm^m'^a^'  circonscrite  au 
triangle  formé  par  les  points  doubles;  soient  a,  |3'  deux 
points  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé.  Pour  cela, 
il  faut  et  il  suffit  que  a  et  /3'  soient  des  points  homologues. 
Cette  condition  est  nécessaire  diaprés  le  principe  que  j'ai 
rappelé.  EUe  est  suffisante-,  car  si  elle  est  remplie,  sup- 
posons menée  la  droite  ay  et  son  homologue  a'y,  et  cou- 
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pons  par  la  droite  double  mm"*^  le  rapporl  anharmoBique 
des  quatre  points  d^intersection  de  mm^  avec  ma^  ay,  aniy 
CL  m"  devra  être  le  même  que  celui  des  points  d^intersec- 
tion  de  mm"  avec  ma',  a'y,  a'm^^  en' m".  Donc,  y  doit  se 
trouver  sur  une  conique  déterminée  par  les  cinq  points 


a,  a',  m,  m', 


Ces  propositions  établies,  je  dis  que  sur  la  conique  don- 
née il  n'existe  que  deux  points  a,  a'  tels  que  Tan  d'eux  soit 
homologue  de  l'autre.  Soit  a'  un  point  quelconque  de  la 
conique  donnée,  considéré  comme  appartenant  à  la  fi- 
gure F',  mais  différent  des  points  doubles.  Pour  trouver 
son  homologueaje  puis  me  servir  de  la  conique  homologue 
de  la  première.  L'homologue  de  a'  ne  peut  se  trouver  sar 
la  première  conique  qu'à  la  condition  de  coïncider  avec 
Tun  des  quatre  points  d'intersection  des  deux  coniques; 
autres  que^m,  m',  m"  qui  sont  des  points  doubles.  Et 
réciproquement,  un  point  autre  que  m,  m',  m^,  situé  à 
l'intersection  de  la  conique  donnée  et  de  son  homologue, 
sera  Thomologue  d'un  point  situé  sur  la  conique  donnée. 
On  verrait  de  même  que  le  point  a'  ne  peut  se  trouver  qa^à 
l'un  des  points  d'intersection  de  la  conique  donnée  et  de 
l'homologue  de  cette  conique  considérée  comme  apparte- 
nant à  la  figure  F. 

Je  crois  superflu  de  traiter  le  théorème  corrélatif^  il 
sufiGt,  dans  le  raisonnement,  de  remplacer  les  points  par 
des  droites,  les  points  des  coniques  par  des  tangentes  à 
ces  courbes,  et  réciproquement. 

Note  du  Bédacteur,  —  Go  démontre  encore  de  la  manière  anÎTanie 
qu'il  ne  peut  eiUter  sur  une  conique  qui  passe  par  les  trois  pointe  m, 
m'f  m"  deux  couples  de  points  homologues  a,  a'  ;  ^,  /S'.  En  effety  si  l'on 
joint  les  points  a  et  a'  au  point  /S,  a/3  aura  pour  homologue  a'/3;  et  de 
même  si  l'on'  joint  ^  et  /S'  au  point  a,  /Sa  aura  pour  homologue  yS'cr. 
Donc  a'/8  et  ol^'  doivent  coïncider,  ce  qui  ne  pvut  avoir  lien  que  si  m. 
et  ^  coïncident  ainsi  que  a'  et  /3'  P. 
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Question  733 

(YOlrftérle.  t.V,p  M); 

Par    m.   g.    MASSING, 

ÉlèTO  de  l'École  Centrale. 

Si  Ton  cherche  le  lieu  des  points  d^oà  l'on  peut  mener 
à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  des  tangentes  faisant 
un  angle  donné,  on  trouve  une  équation  de  la  forme 

{x»-h^»)»=:  Ax»-f- B^'-h  C. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  de  cette 
fornw,  peut-on  trouver  une  ellipse  ou  une  hjperbole 
telle,  que  si  d^un  point  de  la  courbe  donnée  on  mène 
des  tangentes  à  V ellipse  ou  à  rhyperbole^  ces  tangentes 
fassent  un  angle  donné?  Le  problème  Of-tM  plusieurs 
solutions?  (G.  Dauboux.) 

L'équation  du  lieu  des  points  d'où  Vén  peut  mener  à 
une  hyperbole  ou  à  une  ellipse  des  tangentes  faisant  un 
angle  V,  est 


lang»V 


7»—  2  (û»±  b^) 

-AÈL 

"^rang'V 


'       lang^V        ' 


le  signe  supérieur  qui  précède  b^  se  rapportant  a  Tel- 
lîpse,  le  signe  inférieur  à  l'hyperbole:  a*  et±i"  dési- 
gnant les  carrés  des  longueurs  des  demi-axes  de  la  co- 
nique, qu'on  a  rapportée  à  ses  axes.  Examinons  dans 
quel  cas  on  peut  identiâer  l'équation  (i)  avec  Téquation 

(x'4- r')*—  Ax'—  Bj»—  C  =  o, 

en  supposant  qu'on  fasse  précéder  &'  du  signe  +• 

Pour  que  cette  identification  puisse  avoir  lieu,  il  faut 
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que  les  trois  équations 

(a  a»-f-^»H ;t7  =  -> 

^  ung«V       2 

(3)  û»^-3»-+-  -i*L  =  :^, 
^  '  ung*V      a 

(4)  (-'■*■  *')'-^é^^c  =  o, 

donnent  pour  a%  i*  et  tang' V  des  valeura  réelles  et  posi- 
tives. 

L'inspection  de  ces  équations  montre  que  cela  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  Ton  n'a,  tout  d^abord, 

B>A>o, 
C<o. 

Je  cherche  les  valeurs  de  a',  &*  et  tang'  V  qui  satisfont 
au  système  des  équations  (s),  (3)  et  (4)-  J'élève  au  carré 
les  deux  membpes  de  Féquation  (3),  et  de  l'équation  ainsi 
obtenue,  soit 

je  retranche  Téquation  (4);  en  efîectuant  les  réductions, 
je  trouve 

(5)  ^b*={j-^c\  sin»V tang«V. 
Opérant  de  même  sur  Téquation  (a),  je  trouve 

(6)  4a*  =  (j  ^-  C^  sin'V  tang'V; 

et  enfin  si  j'élimine  a'  et  b*  entre  les  équations  (a),  (3), 
(4),  j'obtiens 

(7)  (A  — B)Maog*V~4(AB-h4C)Ung«V— i6C  =  o. 
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Cette  écpiatioD,  où  tang*  V  est  rinconnue,  aura  ses  ra- 
cines réelles,  si  Ton  a 

(AB  -4-  4C)>  -4-  4C  (A  —  B)  >  o, 

ou,  sous  une  forme  plus  simple, 

(-  4c  -  B»)  (-  4C  —  A')  >  o. 
ce  qui  exige  que  Ton  ait  ou 

-4C<A% 
ou 

-4C>B». 

Dans  cette  deuxième  hypothèse,  on  aurait  pour  a^  une 
valeur  négative.  Si  donc  Jes  coefBcients  A,B,  C  satisfont 

aux  in^alités 

B>A>o, 

C<o,     A>-4-4C>o, 

on  aura  pour  Téquation  (7)  deux  racines  réelles  de  même 
signe  et  positives,  puisque  l'on  a 

AB>A»>  — 4C, 
et,  par  suite, 

AB-+-4C>o: 

et  à  ces  racines  correspondront  des  valeurs  réelles  et  po- 
sitives de  a^  et  &^,  comme  l'indiquent  les  équations  (5) 
et  (6). 

Donc,  dans  les  hypothèses  où  nous  nous  plaçons,  il 
existe  deux  ellipses  telles,  que  si  d'un  point  de  la  courbe 
donnée  on  mène  des  tangentes  à  ces  ellipses,  ces  tangentes 
fassent  un  angle  déterminé  pour  chacune  d'elles  par  l'é- 
quation (7). 

Examinons  maintenant  dans  quel  cas  on  pourra  trou* 
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ver  une  ou  plusieurs  hyperboles  répondani  à  la  question. 
Je  remplace  dans  toutes  les  équations  précédentes  &*  par 
—  &'•  A  priori,  pour  qu'il  y  ait  une  solution  an  pro- 
blème, il  faut  toujours  que  Ton  ait 

B>A. 

Mais  C  peut  être  positif  ou  négatif.  Examinons  succcîssi- 
vement  ces  deux  cas  : 

1^  Si  C  est  positif,  Téquation  (7)  a  ses  deux  racines 
réelles  en  considérant  tang'  V  comme  inconnue,  mais  une 
seule  est  positive.  L'équation  (5)  montre  que  si 


A» 

4 


■T^-C>o, 


on  aura  une  valeur  positive  de  b^  correspondant  à  ceCle 
valeur  de  lang' V.  Si  donc  les  coefficients  Â,  B,  C  satisfont 
aux  inégalités 

B>A,     C>o,     ^4-C>o, 

on  a  une  hyperbole  répondant  à  la  question. 

2?  Supposons  C<^o,  les  mômes  remarques  que  dans 
le  cas  de  Tellipse  montrent  que  si  Ton  a 

B>A,     :^^C>o: 
4 

il  existe  deux  hyperboles  répondant  â  la  question,  et  à 
chacune  d'elles  correspond  un  angle  déterminé  par  Té* 
qualion  (7),  et  tel,  que  si  d*un  point  de  la  courbe  donné 
on  mène  deux  tangentes  à  cette  hyperbole,  elles  fassent 
entre  elles  cet  angle.  Ainsi  en  résumé  :  pour  que  le  pro- 
blème admette  une  ou  plusieurs  solutions,  il  faut  que  les 
coefficients  Â,  B,  C  satisfassent  aux  inégalités  du  tableau 
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suivant  : 

C>o, 

une  hyperbole; 

B>A, 

[                       A>o, 

A»-h4C>o 

1  deux  ellipses  et  deux  hyperboles; 
i                       A<o, 

i             \               deux  hyperboles. 

B  =  A 

/      .             4C 

C<o 

3   / 

un  cercle  et  une  hyperbole  équilatère. 
Noie,  —  La  même  quefttion  a  été  traitée  par  M.  Niébylowski. 


Question  757 

(Toir  f*  lérie»  t.  V.  p.  IM); 

Pak  m.  BRIGOUT  de  MONTAT. 

On  donne  une  courbe  de  troisième  classe  ayant  une 
tangente  double  :  les  points  de  contact  de  cette  courbe 
et  de  la  tangente  sont  A,  B.  D\n  point  quelconque  pris 
dans  le  plan  de  la  courbe  donnée,  on  mène  à  celle-ci 
trois  tangentes  gui  coupent  la  tangente  ÂB  aux  points 
M,  N,  P.  On  a  toujours 

AM.AN.AP_  pa 
BM.BN.BP'"  p/ 

p^  et  p^  étant  les  rayons  de  courbure  de  la  courbe 
donnée  aux  points  A  et  B.  (MAifffHEiM.) 

Lemmb.  —  On  donne  une  courbe  du  troisième  ordre 
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ayant  un  point  double  O,  soient  OA  et  OB  les  tangentes. 
Soit  une  sécante  quelconque  rencontrant  la  courbe  aux 
trois  points  M,  N,  P  et  les  deux  tangentes  aux  points  A 
etB,  Je  dis  que 

sin  AOM  sîn  AON  sin  AOP 
sînBÔM  sin  BON  sin BÔP 

est  indépendant  de  la  position  de  la  sécante. 

En  effet, 

sin  AOM  _  AOM  BO 
smBOM""BÔM'AÔ' 
par  suite 


-I 


sin  AOM .  sin  AON .  sin  AOP  _  AM.AN.AP      BO 
sin  BOM . sin  BON . sin  BÔP  ""  BM . BN . BP  ^^' 

Or,  rapportée  aux  deux  tangentes,  la  courbe  a  pour 
équation 

Soient 

Alors 

AM.AN.AP  ^^  Bo'  _  /{a  y  o)^^b'_<i_ 
BM.BN.BP>^=^"'/(o,^)^?-p~'^"'*' 

Ce  qui  démontre  notre  leoime. 

Si  nous  transformons  cette  proposition  par  les  polaires 
réciproques,  la  courbe  directrice  étant  un  cercle,  nous 
arrivons  au  théorème  suivant  : 

Soient  A  et  B  les  points  de  contact  d^une  tangente 
double  à  une  courbe  de  troisième  classe^d* un  point quel^ 
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conque  on  mène  des  tangentes  à  cette  courbe  qui  /len- 
contrent  la  première  en  MJNP.  On  a  la  relation 

AM  X  AN  X  AP       , 

i^ïï ï:;:;^ ï^ït  ^=  k  :=  const. 

BM  X  BN  X  BP 

Supposons  que  le  point  O  se  meuve  sur  la  perpendicu- 
laire élevée  au  milieu  de  AB,  et  supposons-lui  une  posi- 
tion telle,  que  AM  et  par  suite  BP  soient  des  infiniment 
petits  du  premier  ordre. 

AM  et  BP  sont  alors  égales  à  un  infiniment  petit  du 
deuxième  ordre  près  aux  moitiés  des  arcs  élémentaires  5 
et  a  de  la  courbe  en  A  et  B. 

Si  a  et  |3  sont  les  angles  de  AB  avec  OM  et  OP, 


1.  __  P  w  P    .  ^ÏN  __  p.       p       MN 

*"  ^  *"  ^    nui    —  ^  ""  ^    TkM  * 

0-        a        PN        p*        a         PK 


en  négligeant  les  infiniment  petits  que  Ton  a  le  droit  de 
négliger.  Mais 

et 

B      MN       MN'sin(ON.OP) 
a       ^V{~  ^^  siD(OM.ON)' 

Quantité  dont  la  limite,  lorsque  le  point  O  est  au  mi- 
lieu de  AB,  est  égale  à  Tunité.  On  a  donc 

AMXANXAP       ft, 
BMXBNXBP""75' 
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•EBSTIM8  (*). 

702.  Le  rayon  de  la  sphère  inscrile  reste  oonstani 
lonqne  le  centre  de  cette  sphire  se  déplace  sur  une  sur- 
face parallèle  et  ^ale  a  la  première,  cette  seconde  soriaoe 
s*oblenant  en  faisant  glisser  la  première  parallèlement  i 
son  axe  (**).  (Pauitui.) 

763.  Trouver  la  forme  générale  d*ane  fonction  telle 
que 

^(^+r)XT(x-r)  =  [f(*)-^f(r)][fW-î(j)]- 

(On  sait  que  sinx  et  Ax  soot  des  solutions  pardcn- 
lières.)  (J.-Ch.  Dupàih.) 

764.  Les  axes  des  paraboles  qui  ont  pour  foyer  un 
point  donné  et  qui  passent  par  deux  autres  points  don- 
nés sont  parallèles  aux  asymptotes  de  Thyperbole  qui  a 
pour  foyers  les  deux  derniers  points  donnés  et  qui  passe 
par  le  premier  point.  (J.*Ch.  Dupàih.) 

765.  On  partage  les  côtés  d*un  carré  en  n  parties 
égales  ;  par  les  points  de  division  on  mène  des  parallèles 
aux  côtés  de  manière  k  partager  la  figure  en  n*  petits 
carrés.  Pour  se  rendre  d*un  sommet  du  carré  donné  au 
sommet  opposé,  on  peut  suivre  plusieurs  lignes  brisées 
différentes;  parmi  tous  ces  chemins,  il  y  en  a  qui  soot 
minimums  et  égaux  entre  eux  ;  on  propose  d*en  trouver 
le  nombre.  (J.-Ch.  Dupaih). 

{*)  La  Bolution  de  Im  question  725,  p.  379,  est  illusoire.  On  donnera 
prochaioement  une  solution  exacte. 
(*")  Voir  renoncé  des  questions  760  et  761  (p.  a'io). 
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NOTE 

sir  riiterpréUlÎM  les  fomles  fii  ioueit  les  ugles  les  iriites 

et  les  plus  ias  Tespace; 

Pae  m.  painvin. 


M.  Chasles  a  donné,  sur  la  transformation  homogra- 
phique  des  relations  d'angles,  un  théorème  général  con- 
cernant le  cas  où  les  angles  que  l'on  a  à  considérer  dans 
une  figure  plane  sont  égaux  *,  ce  théorème,  d'une  extrême 
importance,  se  trouve  énoncé  et  démontré  dans  la  Géo^ 
métrie  supérieure^  n^'  624,  652.  Les  formules  de  la  Géo- 
métrie analytique,  qui  fournissent  les  expressions  des 
angles  des  droites  et  des  plans  dans  Tespace,  se  prêtent 
facilement  à  une  interprétation  du  même  genre  et  con- 
duisent k  des  propositions  également  importantes. 

Quoique  je  n'aie  vu  nulle  part  ces  propositions  énon- 
cées explicitement,  j'ai  tout  lieu  de  croire,  cependant, 
que  plusieurs  géomètres  ont  dû  connaître  et  appliquer 
certaines  d'entre  elles,  principalement  celles  qui  con- 
viennent aux  droites  et  plans  rectangulaires  ;  ainsi,  le' 
beau  Mémoire  de  M.  Chasles,  sur  les  surfaces  homofo- 
cales  [Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences  y  t.  L;  i86o),  renferme  la  considération  du 
cercle  imaginaire  à  l'infini.  Je  pense  qu'il  n'est  pas  inu- 
tile d'insister  un  peu. sur  cette  question  ;  et,  si  ces  pro- 
positions ont  déjà  été  énoncées,  je  laisse  à  qui  de  droit 
la  priorité.  Les  formules  bien  connues  de  l'analytique  à 
trois  dimensions  conduisant  très-facilement  à  la  démons- 
tration des  propositions  que  je  vais  énoncer,  je  suppri- 
merai ces  démonstrations. 

Arm.  de  Mûîkémût,,  3«  série,  t.  V.  (Août  1866.}  22 
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consumes  i,  0,  X.  J'aurai 


/   d 


Je  pose 

(3') 


—  [(A  -4-  A' ô  -f-  k"Vjy  -h  (B  -h  W\  -h  B'X)« 
-+-(C-hC'ôH-Cn)£] 

-H  (  D  -4-  D'Ô  -h  D*X)j  -4-(E  -4-  E'e  -h  ir\)t. 
-»-(F-+-F'e-f-Fn)/ 

(À  -f-  A'Ô  -f-  A"X)^  -+-  (B  -f-  B'Ô  -+-  B*'!) « 

D  -h  D'e  -f-  D">     E  -f-  E'e  -^ir\ 


A-l-A'Ô-f-A"À 


B 
F 


B'e 

F'9- 


-B"X 


^k. 


\  CH-CÔ-f-C^X 

et  Téquation  (i')  se  réduit  à  Fëquation  linéaire 

(4' )  ^  +  >fr«  :^  G  -4-  G' ô  4-  G'^  X. 


Le»  équations  (3^)  donnent,  tout  calcul  fait,  trois  valeurs 
de  B  et  trois  valeurs  correspondantes  de  X.  L'inl^ation 
de  Féquation  (4')  donnera  trois  valeurs  correspondantes, 
de  u.  Si  Ton  substitue  à  0, 1,  u  dans  Téquation  (a')  tour 
à  tour  6i,  X|,  Ux  \  0fl,  A,,  Ut  ;  d»,  Xg,  119,  on  aura  trois  équa- 
tions pour  déterminer  les  fonctions  inconnues  j^,  z,  t. 

On  traiterait  de  la  même  manière  des  équations  simul- 
tanées de  la  forme 

d'^Y  d'"z 


au  moins  quand  A,  K,  C,  D  sont  des  constantes.       P. 
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SOLUTION  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  S58 

(voir  1"  série,  tome  XX,  page  U); 

Pae    m.   VIANT, 

Étant  données  deux  figures  homographiques  F,  F' 
dans  un  même  plan,  soient  m,  m',  m"  les  points  du  plan 
homologues  à  eux-mêmes. 

1°  Si  une  conique  est  circonscrite  au  triangle  mnim^^ 
il  n'existe  sur  cette  conique  que  deux  points  tels,  que 
deux  droites  tournant  autour  de  ces  points  et  se  coupant 
sur  la  conique  soient  toujours  homologues  dans  les  deux 
figures, 

a^  Si  une  conique  est  inscrite  au  triangle  m  m'  m'\  it 
n'existe  que  deux  tangentes  telles,  qu'une  droite  rou- 
tant sur  la  conique  coupe  ces  deux  tangentes  en  deux 
points  toujours  homologues  dans  les  deux  figures, 

(P.  Lafitte.) 

Dans  tout  système  homographique  le  sommet  d'un  an- 
gle est  homologue  du  sommet  de  Tangle  des  droites  cor- 
respondantes. 

Soit  donc  une  conique  mm'm"a^'  circonscrite  au 
triangle  formé  par  les  points  doubles;  soient  a,  |3'  deux 
points  satisfaisant  aux  conditions  de  Ténoncë.  Pour  cela, 
il  faut  et  il  suffit  que  a  et  /3'  soient  des  points  homologues. 
Cette  condition  est  nécessaire  d'après  le  principe  que  j'ai 
rappelé.  Elle  est  suffisante  \  car  si  elle  est  remplie,  sup- 
posons menée  la  droite  ay  et  son  homologue  a 'y,  et  cou- 
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ANGLE  DE  DEUX  PLANS. 

TfiéORÈMB  P'.  —  Si  R  est  le  rapport  anharmonique 
du  faisceau  formé  par  deux  plans  donnés  et  par  les 
deux  pians  menés  par  leur  droite  d'intersection  tan- 
gentiellement  au  cercle  imaginaire  à  Vinfini^  F  angle  V 
de  ces  deux  plans  sera  lié  au  rapport  anharmonique  R 
par  la  relation  très- simple 

i)      UngV= — =,     d'où     R= \ ^    ' 

(i-hR)V^-i  i-t-v'— 'langV 

Dans  révaluation  du  rapport  anharmonique,  on  doit 
regarder  comme  associés  les  deux  plans  donnés,  d'une 
part,  et  les  deux  plans  tangents  au  cercle  imaginaire  à 
Tinfini,  d'autre  part. 

Lorsque  deux  plans  sont  rectangulaires^  ils  forment 
un  faisceau  harmonique  a%>ec  les  deux  plans  menés  ^ 
par  leur  droite  d intersection  ^  tangentiellement  au 
cercle  imaginaire  à  l'infini;  ou  encore^  leurs  traces  sur 
le  plan  à  l'infini  sont  conjuguées  par  rapport  au  cercle 
imaginaire. 

Première  conséquence.  —  Cette  proposition  nous 
fournit  une  méthode  précieuse  pour  déterminer  l'angle 
de  deux  plans  dans  un  système  quelconque  de  coordon* 
nées,  soit  coordonnées  obliques,  soit  coordonnées  tétraê- 
driques,  etc.  ;  il  sufGra,  en  effet,  de  déterminer  le  rap- 
port anharmonique  R  défîni  dans  le  théorème  précédent. 
Or,  cette  détermination  ne  saurait  offrir  de  difficulté,  car 
le  cercle  imaginaire  est  Tintersection  d'une  sphère  quel- 
conque par  le  plan  à  Tinfini  ;  d'un  autre  côté,  les  équa- 
tions des  plans  d^un  faisceau  peuvent  toujours  se  rame- 
ner à  la  forme 

M  — rtN  — o.    M  — 6N=:o,    M  — oN=;o,    II-^rfN  =  o, 
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et  Ton  sait  que  le  rapport  anharmoiiique  a  pour  expres- 
sion 

(g— 6)(c  — rf) 

en  regardant  comme  associés  le  premier  et  le  troisième 
plans,  le  deuxième  et  le  quatrième. 

Deuxième  conséquence,  —  Les  questions  où  deux 
plans  se  trouvent  assujettis  à  faire  un  angle  donné  peu- 
vent être  généralisées  comme  il  suit  : 

i^  A  deux  plans  faisant  un  angle  donné,  on  pourra 
substituer  deux  plans  tels,  que  le  faisceau,  formé  par  ces 
deux  plans  et  les  plans  menés  par  leur  droite  d'intersec- 
tion tangentiellement  à  une  conique  fixe  et  arbitraire- 
ment choisie,  ait  un  rapport  anharmoniqiie  donné  ;  les 
autres  conditions  restant  les  mêmes. 

2^  A  deux. plans  faisant  un  angle  donné,  on  pourra 
encore  substituer  deux  plans  tels,  que  le  faisceau,  formé 
par  ces  deux  plans  et  les  plans  menés  par  leur  droite 
d'intersection  tangentiellement  à  une  surface  du  second 
ordre  fixe  et  arbitrairement  cbotsie^  ait  un  rapport  anhar> 
monique  donné. 

A  deux  plans  rectangulaires,  on  pourra  substituer  deux 
plans  conjugués  par  rapport  à  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  c*est-à-dire  deux  plans  tels,  que  Iep6le  de  Tun  quel- 
conque d'entre  eux  soit  sur  l'autre. 

Le  degré  des  lieux  géométriques  correspondant  à  la 
question  primitive  restera  le  même  pour  la  question  gé- 
néralisée. 

ANGLE    DE    DEUX    DROITES. 

Tsio&ftHS  II.  —  «Si  R  est  le  rapport  anharmonique 
du  faisceau  formé  par  les  polaires  (relaiii^es  au  cercle 
imaginaire  à  Vififini)  des  traces  des  deux  droites  don^ 
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nées  sur  le  plan  à  V infini  et  par  les  tangentes  menées  au 
cercle  du  point  de  concours  des  deux  polaires,  l'angle  V 
de  ces  deux  droites  sera  lié  au  rapport  anharmonique  R 
par  la  relation 

(,)     t,ngV=        '-^_,     d'où    R^'-^'^^ 
(i-4-R)V— I  H-V-^tangV 

Dans  l'évaluation  de  ce  rapport  anharmonique,  on 
devra  regarder  comm^  associées  les  polaires  des  deux 
traces  d'une  part,  les  deux  tangentes  d'autre  part. 

Lorsque  deux  droites  sont  rectangulaires,  leurs  traces 
sur  le  plan  à  F  infini  sont  conjuguées  par  rapport  au 
cercle  imaginaire  à  V  infini;  ou  encore  y  les  polaires  de 
leurs  traces  sont  conjuguées  par  rapport  à  ce  cercle. 

Première  conséquence,  —  Le  tbéorème  qui  vient  d'être 
énoncé  nous  fournil  encore  une  méthode  facile  pour  dé- 
lerminer,  dans  un  système  quelconque  de  coordonnées, 
Tangle  de  deux  droites. 

Deuxième  conséquence,  —  Cette  proposition  nous 
permet  aussi  de  généraliser  les  questions  où  deux  droites 
se  trouvent  assujetties  à  faire  un  angle  donné. 

A  deux  droites  faisant  un  angle  donné,  on  pourra  sub- 
stituer Tune  ou  Tautre  des  conditions  suivantes  : 

i^  Étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  fixe  dans 
ce  plan,  on  exprimera  que  les  polaires  (relatives  à  la 
conique  )  des  traces  des  deux  droites  sur  le  plan  fixe  for- 
ment, avec  les  tangentes  menées  a  la  conique  du  poini 
de  concours  des  deux  polaires,  un  faisceau  dont  le  rap- 
port anharmonique  est  donné. 

2^  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  exprimera  que  les  plans  diamétraux  respecti- 
vement conjugués  des  deux  droites  forment,  avec  les 
deux  plans  menés  par  leur  droite  d'intersection  tangen- 
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tiellement  à  la  surface,  un  faisceau  dont  le  rapport  anhar- 
monîque  est  donné. 

Les  deux  plans  tangents  sont  évidemment  des  plans> 
asymptotes. 

3^  Ou  encore,  étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
face fixe  du  second  ordre  (S)  on  exprimera  que  les  plans 
polaires  (relatifs  à  la.  surface  S)  des  traces  des  deux 
droites  sur  le  plan  fixe  forment,  avec  les  plans  menés 
par  leur  droite  d'intersection  tangentiellement  à  la  sur- 
face S,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est 
donné. 

A  deux  droites  rectangulaires  on  pourra  substituer 
Tune  ou  l'autre  des  conditions  suivantes  : 

i^  Etant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  fixe  dans 
dans  ce  plan,  on  exprimera  que  les  traces  des  deux  droites 
sur  le  plan  fixe  sont  conjuguées  par  rapport  à  la  co- 
nique. 

a®  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  exprimera  que  le  plan  diamétral  conjugué  de 
l'uue  quelconque  des  droites  est  parallèle  à  Tautre. 

3^  Ou  encore,  étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
face fixe  du  second  ordre  S,  on  exprimera  que  les  plans 
polaires  (relatifs  à  S)  des  traces  des  deux  droites  sur  le 
plan  fixe  sont  conjugées,  c'est-à-dire  que  la  trace  de 
Tune  quelconque  des  droites  sera  sur  le  plan  polaire  de 
Tautre  trace. 

AMGLE   d'une    DROITE    ET    D^UN    PLAN. 

Théorème  m.  —  <Si  R  est  le  rapport  anharmonique 
du  faisceau  formé  y  d^une  part,  par  la  trace  d'un  plan 
donné  sur  le  plan  à  F  infini  et  la  polaire  (relative  au 
cercle  imaginaire  à  V infini)  de  la  trace  à  V infini  d'une 
droite  donnée -^  d autre  part,  par  les  tangentes  menées 
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au  cercle  imaginaire  à  V infini  du  point  de  concours 
des  deux  premières  droites  ,•  V angle  \  de  la  droite  et  du 
plan  sera  lié  au  rapport  anharmonique  R  par  la  relation 

(3)      cotgV=  — ,     doù    R=: L__-S-. 

{H-R)V— I  i-f-^—icotgV 

Lorsqu  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  la 
trace  de  la  droite  sur  le  plan  du  cercle  imaginaire  à 
r  infini  esty  par  rapport  à  ce  cercle^  le  pôle  de  la  trace 
du  plan^  et  réciproquement. 

Première  conséquence,  —  Le  théorème  énoncé  per- 
mettra encore  de  trouver  facilement,  dans  un  système 
quelconque  de  coordonnées,  l'expression  analytique  de 
l*angle  d'une  droite  et  d'un  plan. 

Deuxième  conséquence,  —  De  là  aussi  nous  conclu- 
rons la  généralisation  des  questions  ou  une  droite  et  un 
plan  se  trouvent  assujettis  à  faire  un  angle  donné. 

A  une  droite  et  un  plan  faisant  un  angle  donné,  on 
pourra  substituer  Tune  ou  Taulre  des  conditions  sui- 
vantes : 

i^  Etant  choisis  un  plan  iixe  et  une  conique  dans  ce 
plan,  on  exprimera  que  la  polaire  (par  rapport  à  la  co- 
nique) de  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  fixe  et  la  trace 
du  plan  donné  forment,  avec  les  tangentes  menées  à  la 
conique  par  le  point  de  concours  des  deux  premières 
droites,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est 
donné. 

a^  Etant  choisie  une  surface  fixe  du  second  ordre,  on 
écrira  que  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  droite  el  le 
plan  donné  forment,  avec  les  deux  plans  menés  par  leur 
droite  d'intersection  tangentiellement  à  la  surface,  un 
faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est  donné, 

^^  Ou  encore,  étant  choisis  un  plan  fixe  et  une  sur- 
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face  fixe  du  second  ordre,  on  exprimera  que  le  plan  po- 
laire (par  rapport  à  la  surface)  de  la  trace  de  la  droite 
sur  le  plan  fixe  et  le  plan  donné  forment,  avec  les  plans 
menés  par  leur  droite  d'intersection  tangentiellement  à 
la  surface,  un  faisceau  dont  le  rapport  anharmonique  est 
donné. 

A  une  droite  et  un  plan  rectangulaires,  on  pourra  sub- 
stituer les  conditions  suivantes  : 

1^  Etant  choisis  un  plan  fixe  et  une  conique  dans  ce 
plan,  on  exprimera  que  la  trace  de  la  droite  donnée  sur 
le  plan  fixe  est,  par  rapport  à  la  conique  fixe,  le  pôle  de 
la  trace  du  plan  donné. 

a^  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  se-* 
cond  ordre,  on  exprimera  que  le  plan  diamétral  conjugué 
de  la  droite  est  parallèle  au  plan  donné. 

3^  Ou  encore,  étant  choisie  une  surface  fixe  du  second 
ordre,  on  exprimera  que  le  pôle  du  plan  donné  par  rap- 
port à  la  surface  fixe  se  trouve  sur  la  droite  considérée. 


NOTR  SUR  riNTRRSEGTION 
BIS  IHUIX  COURBES  BU  SEGONB  BKfiRll; 


Soient 


Par  m.  ROUQUËT) 
ProfeBieur  au  lycée  de  Pau. 


aV-f-  h'xy  -h  cy-h  d^x-\-  ^y  4-/'  =  O, 


les  équations  des  deux  courbes.  En  faisant,  pour  abréger, 

K  =  a-¥a'\     B:=^-I-*'X,     C=:  c -h  c'i, .  . .  , 

réqnatioD  en  X  se  préseale  sons  la  forme 

(I)  AE'4-CD^— BDï;-t-F(B»-4AC)  =  o. 
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Il  s'agit  de  prouver  que  Tune    au  moins  des   racines 
réelles  de  l'équation  (i)  satisfait  à  la  condition 

B»-4AC>o. 

A  cet  effet,  résolvons  Téquation 

B»— 4AC  =  o, 
ou 

(2)  (b  -h  b'iy--  4(fl  -f-  «'X)  (c  -t-i/x)  =  o, 

qui  devient,  en  ordonnant  par  ra|)port  à  X, 

(3)  (^'>— 4a'c')X»-f.2(ô^'  — iflc/  — 2fl'c)>-f.é»>— 4ac  =  o. 

n  7  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  principaux. 

lO  i'»  — 4aV>o. 

Si  les  racines  de  Téquation  (3)  sont  imaginaires  ou 
égales,  toute  valeur  de  1  donnera  B'  —  4  AC  ]>  o. 

Supposons  donc  que  les  racines  X'  et  X''  de  Téqua- 
tion  (3)  soient  réelles  et  inégales. 

Remarquons  dUbord  que  ces  racines  donnent  le  même 
signe  a   la  quantité  C  =  cH-c^X.  En  effet,   la  valeur 

X  =  —  «;  qui  annule  C,  rendant  positif  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  (2),  puisqu'elle  le  réduit  au  terme  qui 
est  un  carré  parfait,  est  nécessairement  en  dehors  des  ra- 
cines de  cette  équation.  Par  suite  X'  et  X''^  ne  comprenant 
point  la  racine  de  Téquation  C  =  o  doivent  donner  même 
signe  au  binôme  C.  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que 
ce  signe  soit  positif. 

Cela  posé,  les  racines  X'  et  X'^  donnent  à 

{BE~2CD)»— (B'-4AC)(E'-4CF) 

une  valeur  positive,  et  comme  on  passe  de  cette  expres- 
sion au  premier  membre  de  l'équation  (i),  en  divisant 
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par  le  facteur  positif  4  C,  ï!  et  ïf  satisferont  à  l'inégalité 

(a)  AE»-+-CD>  — BED  +  F(B»-4AC)>o. 

Dès  lors,  les  quantités  V  et  X"  comprennent  entre  elles 
deux  racines  de  Féquation  (1)9  ou  aucune. 

Dans  le  premier  cas,  la  racine  réelle  de  Féquation  (i), 
non  comprise  entre  V  et  W\  donnera  B* — 4AC]>o^ 
dans  le  second,  toutes  les  racines  réelles  de  Féquation 
considérée  rempliront  cette  condition. 

Si  les  deux  racines  X'  et  V  rendent  C  négatif,  l'inégalité 
(a)  change  de  sens,  mais  les  conclusions  sont  les  mêmes. 

On  sait  alors  [voir  les  exercices  de  Y  Algèbre  de 
M.  Bertrand,  i'*  édition,  p.  i43)  que  les  deux  racines 
de  Féquation   (3)    sont  réelles.  En   outre,    la    valeur 

A  =  —  -^9  qui  annule  C,  rendant  positif  le  premier  mem- 
bre de  Féquation  (2),  doit  être  comprise  entre  }!  et  V^  et 
par  suite,  ces  racines  donnent  à  Cdes  signes  différents. 
Le  premier  membre  de  Féquation  (i)  étant  toujours  po- 
sitif pour  A  ==  X',  et  A  =  V,  conduira  â  des  quotients 
positifs  ou  négatifs  suivant  le  signe  de  C,  et  l'on  aura  al- 
ternativement pour  l'une  et  Fautre  des  valeurs  V  et  V 

AE>-f-CD»— BED-+-F(B«— 4AC)<     ou    >o. 

Il  en  résulte  que  V  et  ï?  comprennent  un  nombre  im- 
pair de  racines  réelles  de  Féquation  (i). 

Si  elles  comprennent  une  seule  racine,  celle-ci  rendra 
positive  la  quantité  B'  —  4  AC. 

Si  elles  en  comprennent  trois,  toutes  ces  valeurs  donne- 
ront 

B>-*4AC>o. 

Le  cas  de  é'*-—  /^ali/  c:  o  se  ramène  aisément  aux  pré« 
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cédantes.  En  résomé,  on  voit  directement ,  par  l'examen 
de  l'équation  en  X,  qu'il  existe  toujours  un  ou  trois  cou- 
ples de  sécantes  réelles  communes  à  deux  courbes  du  se- 
cond degré. 


SUR  LA  PLUS  COURTE  DISTANGB  »B  DBUI  DROITES  «UAH 
ELLES  DEVIENNENT  PARALLBUS; 

Pae   m.   a.    de   SAmT-GERMAlN, 
Docteur  èft  Soûmoês,  Agrégé  de  rUnirersité. 


Etant  données  deux  droites  quelconques  dont  les  équa- 
tions sont  :  • 

ou  trouve  la  grandeur  de  leur  plus  courte  distance  en 
menant  par  Tune  un  plan  P  parallèle  à  Taulre,  et  pre- 
nant la  dislance  d*un  point  de  la  dernière^  par  exemfJe 
de  sa  trace  sur  le  plan  jç^  à  ce  plan  auxiliaire.  On  trouve 
ainsi  : 

Si  les  droites  deviennent  parallèles,  cette  formule  est  in- 
déterminée, et  on  ne  peut  lever  cette  indétermination  par 
les  considérations  seules  qui  nous  ont  servi  à  établir  la 
formule,  puisque  le  plan  auxiliaire  cesse  d'être  défini. 
Cependant,  la  formule  s' appliquant,  quelque  petits  que 
soient  af — a  et  i' —  i,  on  doit  voir  ce  qu'elle  devient 
quand  ces  différences  tendent  indéfiniment  vers  zéro.  Or, 
quand  les  droites  deviennent  parallèles,  la  perpendicu- 
laire commune  devient  indéterminée  de  position,  et  non 
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transportée  à  l'infini;  en  exprimant  ce  fait,  on  trouve 
entre  ^/—  a  et  6' —  b  une  relation  qui  coudait  à  la  limite 
de  l'expression  (i). 
Soient  : 

Si  entre  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  aux 
deux  droites  on  élimine  2  (^),  on  a  une  équation  qui  con- 
vient à  cette  perpendiculaire  : 

{a'àa^-l/^b)\{x  —  p)^a'^{X  —  q)^b  ' 

—  (aàa  -f-  b^b)\{x  —  p')^a^^(X'-'g')^b 

-f-(*Aa-flA^)[^'(x-^')-.fl'tr~^')]j=:o. 

En  regardant  A  a  et  ùb  comme  de  petites  quantités  du 
même  ordre  de  petitesse,  on  remarque  que  le  coefficient 
de  X,  savoir  : 

est  de  l'ordre  de  Aa'  ;  il  en  est  de  même  du  coefficient 


(*)  L*élimination  de  z  est  indiquée  par  la  question  que  Ton  traite  id. 
H  s^agit,  en  définitive,  de  déterminer  la  limite  Ters  laquelle  lendle  rap- 

port    ^  ^    »  quand  a'  et  V  convergent  vers  a  et  h.  Or,  — — r  est,  au  signe 

prés,  le  coefficient  angulaire  de  la  projection  sur  le  plan  xr,  de  la  per- 
peadieulaire  commune  aux  deux  droites  proposées.  Car  en  désignant  par 

les  équations  de  cette  perpendiculaire  commune,  ob  a 

a'  — a  B 

Aa-hB6-hi  =  o,     A«'H-B6'-+-i  =0,     d'où     tî r=— T^ 

0—0  A 


La  limite  de  -r, — 7  est  par  conséquent  la  valeur  que  prend  le  coefficient 

b  —  0 

angulaire  —  --  de  la  perpendiculaire  commune,  lorsque  Tune  des  droite» 
proposées  devient  parallèle  à  Tautre.  G. 
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de  y.  Le  terme  constant  est  au  contraire  de  l'ordre 
de  Aa',  en  sorte  que  cette  droite  serait  rejetée  à  l'infini 
quand  Aa  est  nul.  Pour  qu'elle  reste  à  une  distance  finie 
et  tendant  à  l'indétermination,  il  faut  que  les  termes  de 
l'ordre  de  A  a*  dans  la  partie  constante  de  (2)  se  dé^ 
truisent;  on  trouve  ainsi,  en  supprimant  le  facteur 
a Aa-f-  &  A&  qui  ne  peut  être  nul,  car  (a)  se  réduirait  à 

ce  qui  est  inadmissible  \  on  trouve  la  condition  : 


Cela  posé,  la  formule  (i)  peut  s'écrire 

^  [{P'-P  )A^-(?^~y)A^? . 

elle  est  homogène  en  ùb,  Aa,  qu'on  peut  remplacer  par 
les  valeurs  proportionnelles  d'après  l'équation  (3  )  ;  alors 
on  trouve  en  supprimant  les  facteurs  communs  haut  et 
bas, 

ï  4- «'4-  ** 

Cest  précisément  la  distance  de  la  trace  sur  le  plan  xy 
d'une  des  droites  à  l'autre,  c'est-à-dire  la  distance  cher- 
chée dans  le  cas  qui  nous  occupe. 
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VOMULBS  BB  TRIfiOmifiTRK  SPHfiRI««B; 

Par  m.  E.  BARBIER. 


_         ^         taogA          tangB       tangC 
(i)      tangA  UngB  tongC  =  — r^ 1 Hj-  h 2-, 

,  tanga  taog^       tangc 

fiinga  tangé  ung.  =  ^^^^^  _______ 

( 2 )    ûo ^siotf  +  cos^cosccosA  =  sinBsinC  —  cosBcosCcosa. 

.  «nA  tangCcosB  +  cosasinB 

^    '     tang^cosc  —  cosAsioc  sina 

(4)  sinCcos^  =  cosBsinA +sinBcosAcosc, 

siocco9B  =  cos6  8inii  —  sin  ^  cosa  cosC. 


(5) 


tangA  sinB  —  cosccosB tanga  tang^  ~h  cosC 

sin  c  tang  b  —  tanga  cos  C 

rangn  sin6  +  cosGcos^ tangA  tangB  —  cosc 

sinC  tangB  +  tangA  cosc 

(6)  -i—z: z=:sin«cosC -h  col^cosa, 

^    '  sinBtangc 

sine  .    ^  «        . 

=  sinAcosc  —  cotBcosA. 


sin^tangC 


La  formule  (i)  donne  à  la  limite  pour  le  triangle  recti- 
ligne  la  formule  bien  connue 

tangA  tangB  tangC  =  tangA  +  tangB  +  tangC. 

Toutes  ces  formules  s'obtiennent  en  menant  des  diago- 
nales dans  la  figure  formée  par  deux  triangles  supplémen- 
taires. 

Les  formules  qui  ne  contiennent  point  de  tangente  ont 
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été  obtenues  en  égalant  les  valeurs  du  cosinus  d'une  dia- 
gonale déduites  de  deux  triangles  sphériques  qui  ont  cette 
diagonale  pour  côté  conaittUD. 

Les  formules  qui  contiennent  des  tangentes  ont  été 
obtenues  en  calculant  la  cotangente  d'un  angle  partagé 
en  deux  parties,  par  le  moyen  des  cotangentes  de  ces 
deux  parties. 

La  démonstration  de  ces  formules  est  facile  pu*  cette 
méthode. 

L'une  de  ces  formules  a  été  trouvée  par  M»  Cayley  et  a 
été  démontrée  par  M.  Aîry,  astronome  royal  d'Angleterre, 
dana  le  PhUosophical  Magazine. 

Les  formules  (a)»  (3)  et  (4)  sont  écrites  dans  le  tome  I 
des  Annales  de  V Observatoire  impérial  de  Paris, 

Je  ne  sache  pas  que  les  formules  (i)  et  (5)  aient  été 
remarquées. 


THÉORÈmS  SDR  LE  CERCLE  OSCULATEIIR  A  UNE  PARAItU; 

Par  m.  J.-Gh.  DUPAIK. 


Le  lieu,  des  fojers  des  paraboles  osculatrices  à  un 
cercle  donné  en  un  point  donné  est  un  second  cercle  qui 
touche  intérieurement  le  premier  au  point  donné  et  dont 
le  rayon  est  quatre  fois  moindre. 

Je  prends  pour  origine  le  point  donnée  pour  axe  des  jr 
la  tangente  au  cercle  et  pour  axe  desj^  la  normale; 

R^  rayon  du  cercle  ; 

GLj  P,  coordonnées  du  foyer  d'tme  parabole  oscnUirice 
au  cercle  au  point  donné  \ 

my  -H  nx  +  p  =  Oy  équation  de  la  directrice  de  eeUr 
parabole. 
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L'équatipn  de  la  parabole  peut  être  mise  aous  deux 
formes  différentes  : 

(i)  Aj'dzaV'ÂCxr-f-Ca:»  — 2CRr  =  o     (*), 

^^\     —  2  (p  -♦-  mp)y  —  2( a  -4-  /!/?)  a:  -+-  a»  4-  P'  —  />"  =  o. 

Je  suppose  d'abord  que  le  radical  de  l'équation  (i)  ail 
le  signe  — ,  eij^écris  que  cette  équation  multipliée  par  un 
coefficient  indéterminé  \  est  identique  à  Téquation  (a), 
ce  qui  fournit  six  équations  : 

(3)  XA  =  i  — i«* 

(4)  >/ÏC=:to/ï, 

(5)  XC  =  i  — /!% 

(6)  XCR  =  p-+-w/?,    , 

(7)  o  =  «-!-*/?, 

(8)  o  =  a»  -4-  p»  —  y:?». 

Je  tire  m  et  ra  des  équations  (3),  (5)  pour  les  porter 
dans  l'équation  (4)  qui  devient 


A  +  C 
par  suite, 

m  =^±:v^i  — XA,     OT  =  ±:l/~ 

V    A  -h  I 

Je  prends  d'abord 

et  Téquaiion  (4)  donne 


n 


=Vii 


(*)  Cette  forme  d'équation  a  été  imaginée  par  Frégier  {yoyeû  ]e&  An- 
muleê  4e  Gergpmi9,  U  VI,  n(9'C5  anuiai  la  solution  de  la  question  ^4). 
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Les  valeurs  de  m  et  de  n,  substituées  dans  (6)  et  (7), 
donnent 


=-p\/ttc'  P=i^-''V/: 


A  +  C 


et  ces  valeurs  elles-mêmes,  substituées  dans  l'équation  (8), 
conduisent  à 


.  R.  /    C 

d'où 

_         Ry/ÂC  CR 

"~       2(A-+-C)'     P~2(A+C)'* 

or,  il  est  visible  que 

P'  =  ^\     donc     «'  +  p'  =  M; 

G.  Q.  F.  D. 

L'équation  de  la  directrice  de  la  parabole  s'obtient  eu 
remplaçant  m,  n,  p  par  leurs  valeurs, 


C 

=  0, 


ou 

.  /a     r 

Si  l'on  avait  adopté  pour  m  la  valeur  —  i/ -;>  n  ei 

jE^  auraient  changé  de  signe,  mais  la  directrice  et  par  suite 
le  foyer  n'auraient  pas  changé. 

En  prenant  le  radical  de  l'équation  (i)  avec  le  signe  +i 
a  change  de  signe,  mais  le  lieu  des  foyers  reste  le  même  et 
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la  directrice  devient 


/a     r 


Donc  les  paraboles  osculatrices  à  un  cercle  donné  en 
un  point  donné  sont  deux  à  deux  égales  et  symétrique^ 
ment  placées  par  rapport  à  la  normale  commune. 

L'ordonnée  â  Torigine  de  la  directrice  est  constamment 

j  donc  : 

Les  directrices  des  paraboles  osculatrices  à  un  cercle 
donné  en  un  point  donné  passent  par  un  point  fixe. 

Le  rayon  de  courbure  d^une  parabole  en  un  point 
donné  sur  la  courbe  est  double  du  segment  de  la  normale 
en  ce  points  compris  entre  la  directrice  et  le  point  même. 

n  en  résulte  une  construction  du  rayon  de  courbure 
très-simple  et  peut-être  nouvelle. 

Noie  du  Bédacteur.  —  Dans  V Analyse  des  infiniment  petits  (3*  édition, 
publiée  en  171 5),  il  est  démontré  que  :  Si  Ton  projette  sur  un  rayon  yeo 
tenr  FA  d*une  parabole,  le  rayon  AG  du  cercle  osculateur  au  point  A,  la 
projection  AB  est  double  du  rayon  Toctenr  FA. 

Il  en  résulte  que  la  perpendiculaire  élevée  au  foyer  F  sur  le  rayon 
vecteur  FA,  rencontre  le  rayon  de  courbure  AC  en  son  milieu  M,  puis- 
que F  est  le  milieu  de  AB.  Par  conséquent,  le  lieu  géométrique  des 
foyers  F  des  paraboles  osculatrices  à  un  cercle  donné,  en  un  point  donné  A, 
est  la  circonférence  décrite  sur  AM  comme  diamètre.  Ce  qui  est  la  proposi- 
tion démontrée  par  M.  Dupain. 

Soient  AD  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la  directrice  de 

la  parabole  dont  F  est  le  foyer,  et  H  le  point  où  le  rayon  de  courbure  CA 

prolongé  coupe  cette  directrice.  L*angle  DAH  est,  comme  on  sait,  égal  à 

l'angle  FAC.  Par  suite,  la  similitude  des  triangles  recUngles  BAC>  DAH 

donne 

AC      AB  _aAF 

AH  ""  AD  ■"  AD  ""  ^' 

Donc  le  rayon  de  courbure  AC  est  double  du  segment  AH. 

Il  est  clair  que  les  directrices  des  paraboles  osculatrices  an  cercle  C,  au 
point  donné  A,  passent  par  le  point  H  qui  est  fixe.  G. 


Jim.  de  Mathémat,,  2«  série,  t.  V.  (Août  1866.)  a3 
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flISTiM   rUCllll   iLfiiBNTilRB; 
Pae  mm.  mister  r  neuberg, 

ProfetMars  à  RîtcIIcs  (Belgique). 


Quelle  est  la  condition  nécessaire  pour  qae  les  deux 
Taleors  de  x  soient  égales  et  de  même  signe  dans  Vétfa^- 
tion  (*) 


Si  Ton  résont  cette  équation  par  rapport  k  x,  la  quan- 
tité sons  le  radical  devra  être  égale  à  zéro,  ce  qui  donne 

[(i-héi»)</-l-(i-h^)r— an^^p  — 4(crf— ^»)(i  +  ii»-h*')=o. 

Développant  le  c^arré  et  ordonnant  par  raj^ort  à  g^  il 
Tient 

4(i  -h  tf»  -h  ^  -+-  a'b^)g*  —  4fl^[(i  -h  a*)d -h  (i  4-  b')c]g 

-4-  [(i  -+-  «>)«/-♦-  (i  H-  *»}c]»  —  4a/(i  -h tf»  -h  *a)=o, 
ou 


[(l  -h  fl')rf  -h  (i  4-  ^»)cj»  —  4frf(l  4-  g»  -h  ^»)  _ 

4(i-hfl'j(n-6>) 


(*)  Cette  équation  est  celle  qn'on  obtient  lorsqu'on  efaercjre  sur  a& 
snrfsee  le  point  ponr  lequel  les  deux  rayons  de  courbure  principaui  «»i 
égaux. 
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Si  l'on  .complète  le  carré  commencé  en  g^  on  aura 

(  ab[(i-ha')d-^(i-^b^)c]Y 

__  a^b^[(i-ha')d-^{i-^-b')cy  _ 

4(i-f-ii')»(i4-*')'  ~  ^' 

réduisons  au  même  dénominateur,  cette  égalité  pourra 
s'écrire 


(I  ^  tf»  -+-  **)  j  [(i  -+-  a*)rf  -+-  (i  -4-  b*)€y  —  icd(i  -4-  d»)  (  i-h  6»)  j 

ou  encore 

ab[{i  -h  a*)d  -h  (i  -h  b')€]j' 

(i  -^  <»«-4-  6»)[(i  -h  a»)rf—  (i  -4-  é»)cy  _ 
"*~"     '  4(,-hû2)2(,-|-6»)'  ~°' 

Cette  somme  de  carrés  ne  pourra  être  nulle  que  si  chaque 
carré  est  nul  séparément;  il  faut  donc  que  Ton  ait  : 

_  ab[(\ -^  a^) d -h  (1 -h  6')c] 

et,  par  suite, 

abc    abd 

Telle  est  la  relation  qui  doit  être  satisfaite  pour  que 
Téquation  proposée  ait  ses  deux  racines  égales  et  de  même 
signe. 

"^  '23. 


=  0, 
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NOTE  SUB  LES  fiOUATIONS  ALGÉBRIOliES  DU  3«  DEGRÉ  ^ 

Par  m.  Joseph  SIVEKING, 

Ingénieur. 


Pour  résoudre  Tequation  algébrique  du  troisième  de- 
gré, on  fait  usage,  dans  certains  cas,  de  formules  trigono- 
métriques,  auxquelles  on  est  parvenu  en  se  basant  sur  les 
logarithmes  imaginaires  et  sur  la  formule  de  Moivre. 

En  remplacement  de  ces  procédés  transcendants^  nous 
proposons  ci-après  une  méthode  élémentaire,  qui  nous 
parait  d'une  application  sûre  et  expéditive  dans  tous  les 
cas. 

On  démontre  en  algèbre  que  toute  équation  numé- 
rique de  degré  impair,  a  toujours  un  nombre  impair 
de  racines  réelles  de  signe  contraire  à  celui  de  son 
dernier  terme.  D'après,  cette  proposition,  Féquation 
x'  -t-  px  -1-^  =  0  aurait  donc  une  ou  trois  racines  de 
signe  contraire  à  celui  de  q.  Or,  elle  ne  peut  avoir 
trois  racines  pareilles,  car  l'équation  est  privée  de  son 
second  terme,  partant  les  racines  ont  leur  somme  égale 
à  zéro,  et  ne  peuvent  être  afiectées  toutes  trois  du  même 
signe. 

V équation  x^-hpx  -4-  17  =  o  a  donc  toujours  une,  et 
seulement  une  racine  de  signe  contraire  à  celui  de  son 
dernier  terme. 

Cette  remarque  est  la  base  d'un  mode  de  résolution 
simple  et  pratique,  car  elle  révèle  l'existence,  entre  zéro 

et  — -t  d'une  racine  unique  qu'on  pourra  chercher,  sans 

craindre  d'être  troublé  dans  les  calculs  par  la  présence 
simultanée  de  plusieurs  racines  voisines. 
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Passons  à  la  dëteri)iiiiation  de  cette  racine,  et  dans  ce 
but  mettons  l'équation  sous  la  forme 


Pour  que  x  soit  affectée  d'un  signe  contraire  à  celui 

de  y,  il  faut  et  il  suffit  que  dans  la  fraction  le 

dénominateur  soit  toujours  positif.  En  tenant  compte  de 
celte  remarque  dans  les  essais  à  faire,  toute  valeur  numé- 
riquement trop  petite  ou  trop  grande,  mise  à  la  place 
de  X  dans  le  second  membre  de  Tégalité 


x'-h/? 


en  rendra  le  premier  membre  numériquement  trop 
grand  ou  trop  petit. 

Ainsi  attribuons  à  x  une  valeur  dVssai  quelconque  a, 
d^un  signe  contraire  à  celui  de  q  et  telle  encore  que  l'ex- 
pression a*-\-p  reste  positive,  a  sera  une  première  limite 
delà  racine;  une  seconde  limite  en  sens  inverse  sera  la 

fraction — •  En  essayant  ensuite  une  valeur  inter- 

a^-hp  '' 

médiaire  entre  les  nombres  a  et — >  nous  aurons 

un  nouveau  couple  de  limites,  plus  rapprochées. Quelques 
opérations  pareilles  conduiront  de  plus  en  plus  près  de 
la  racine  cherchée,  et  les  limites  voisines  trouvées  indi- 
queront à  tous  les  instants  le  degré  d'approximation 
obtenu. 

La  première  racine  trouvée,  le  calcul  des  autres  ra- 
cines, réelles  ou  imaginaires,  n'est  plus  une  difficulté. 
Réduisons  toutefois  ce  calcul  en  une  formule,  pour  mon- 
trer combien  le  degré  d'approximation  pourra  également 
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y  êlre  ^laiisfaisanl.  Eu  divisant  x^-j^px-hg  par  un  fac- 
teur quelconque  x  —  a,  on  trouve  pour  quotient 

jr*  -h  ax  -h  a^  -h  p, 
et  pour  reste 

«*  -\-  ap  -h  q. 

Si  a  est  une  racine,  le  reste  de  la  division  a^  ~\-ap  +q 
sera  nul,  et  le  quotient  égalé  à  zéro  donnera  les  deux 
autres,  racines. 

Ainsi  a  étant  une  racine  de  Téquation 

.r^  -\-  px  -^  q  z=z  o, 
les  deux  autres  racines  seront  données  par 

x^  -h  tfx  -h  fl'  H-  /?  m  G, 
et  vaudront 


«BTBODil 

^ir  résoudre  les  éqialiois  du  V  degré  ei  UHiiiBt  dais  le  |wciier 

■enbre  ii  cvbe  ptrfait  *, 

P*R   M.    R.   ALEXANDRE. 


Le  type  général  des  équations  du  troisième  degré  est 
x^  -♦-  px^  -I-  ^j:  -h  /•  =  o. 

Si  nous  y  remplaçons  x  par  y  -^h^  y  étant  une  dou- 
velle  inconnue,  et  h  une  indéterminée,  nous  aurons  une 
équation  de  la  même  forme  en  x  • 
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dans  laquelle  on  a 

r'  =  A» -+-/?*» -h  qh  -hr. 

LHndétermJnation  de  h  nous  permet  d'établir  une  re- 
lation entre  ces  trois  coefficients  ;  posons  donc 

on^  p\  r^^  q'  étant  remplacés  par  leurs  valeurs , 

3  [3h  -hp)  [h*  -h  ph'  -h  yA  4>  r)  =  (3 A»  -h  iph  -f-  «y)». 

Développée  et  ordonnée,  cette  équation  se  réduit  â 

h^(Sq  —  p^)  -f-  h(gr — pq)  -^  3/>r  —  ^*  =r  o. 

Supposons  que  dans  Téquation  (i),  on  ait  remplacé  h 
par  une  de  ses  valeurs,  et  divisons  tous  ses  termes  par  r', 
nous  aurons 

r  r'  r' 

Changeons  une  dernière  fois  d'inconnue,  en  faisant 

Féquation  deviendra 

Multiplions  tout  par  z',  cela  donne 

«*  H-  -^  s'  -h  -^Z  -h  I  =^0. 

Faisons  maintenant,  pour  mieux  mettre  en  évidence 
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le  résultai 

que  nous  avons  obtenu  : 

';=». 

r" 

Comme 

nous  avons  posé 

3/»'r'=ç", 

nous  aurons  aussi 

ip'r'        q" 

r"          r" 

ou  encore 

P'    ^    ^"    _  ^' 
1  —        i  —  ^ 

L'équation  (3)  devient  alors 
et  peut  s'écrire 


z*  -h  ««*  H-  —  z  -h  I  =0, 


z«-i-3^z»^-3-«H = î. 

3  9         27       27 

Et  Ton  tire  de  cette  équation,  le  premier  membre  étaDi 
un  cube  parfait, 


-3-^V^- 


Remarquons  que  n  est  ici  entièrement  connu,  et  qae 
Ton  peut  remonter  de  z  à  or,  par  Tintermédiaire  de  /, 
au  moyen  des  relations  très-simples  : 


z 


z 


(36i) 


SOLIITION  N  «IlSTiONS 
PROPOStES  MHS  US  NODVRLLES  ANNALES. 


Question  755; 

Pae  m.  h.  MOREAU, 

Élève  de  Mathématiques  f  pédales  an  lyeée  de  Besançon 
(classedeM.CheTilIiet.} 

Soient  F,  F',  les  foyers  d'une  ellipse  de  Cassini,  C  son 

centre,  P  un  point  quelconque  pris  sur  la  courbe >  La 

normale  en  Pfera  a^ec  Vun  des  rayons  vecteurs  PF  un 

angle  égal  à  celui  que  la  droite  PC,  menée  au  centre, 

fait  avec  Vautre  rayon  vecteur  ¥F'. 

Démonstration  analytique,  —  Soient  x,  j^  les  coor- 
données du  point  P,  a  Fangle  CPF',  ol'  l'angle  FPN  que 
la  normale  PN  forme  avec  le  rayon  vecteur  PF. 

On  aura 

y       j 

X      x-h  c  yc 

tanga  = -—     — 


x(x-hc)-h7> 


x(x-hc) 

Cherchons  maintenant  la  valeur  de  tanga'. 
Le  coefficient  angulaire  y'  de  la  normale  au  point  P 
est  donné  par  Téquation 

•^    x{x^-hx^  —  c'y 

d'où 

,         X —  c        ar(x*-hr'  —  c*) 


(x^-hX^)[(jr^-^x^  —  cx)  -hr3(j'-4-c;r  — x')] 
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Mais, 

—  c»(*»-hj^)-4-c«(x»-+-/^); 
d'autre  part, 

c*(r'-4- ex  — JC»)  = -4- ^(x» -l->^) -h  c«(c»  —  2cx)j 

donc, 

Il  s'en$iiit  a!  ^s,  a.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

JVote. —  Des  démoDstratioDs  semblables  à  la  précédeote  ont  été  donnée» 
pf  MM.  Charles  Ribeaoconrt,  da  lycée  de  UHe;  Vaneeslas  Niébylowski, 
du  lycée  Bonaparte;  Alphonse  Tabrun,  du  lycée  de  Strasbourg;  P.  Ihr- 
qnes  Braga,  du  lycée  Saint-Louis. 


Autre  solution  de  la  même  question^ 

pae  m.  marques  braga, 

Élère  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vaoqnant). 

Soit  P'  un  point  voisin  du  point  P,  sur  la  courbe.  Dé- 
crivons de  F  comme  centre,  avec  FP'  pour  rayon,  un 
arc  rencontrant  le  rayon  vecteur  FP,  en  R  (*).  Décri- 
vons, de  même,  de  F'  comme  centre,  avec  F'P'  pour 
rayon,  un  arc  de  cercle  coupant  PP,  en  K. 

Lorsque  P'  est  infiniment  voisin  de  P,  les  triangles 
PRP',  PKP'  sont  rectangles  en  R  et  en  K,  car  les  arcs  de 
cercle  P'R,  P'K  se  confondent  alors  avec  leurs  tangentes. 

Nous  avons  donc 

PR  =  PP'co$(P'PR)     et    PK=:PP'cos(P'PF'). 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  363  ) 
Si  nous  af^lons  #*,  r^,  ks  distances  FP,  F^P,  les  ac- 
croissements PR,  PK  seront  Ar,  —  Ar^  A  la  limite, 
PP^  devient  tangente  au  point  P,  et  en  désignant  par 
o),  (ù'  les  angles  P'PR,  P'PF',  on  aura 

costt»  €lr 

cosw'  dr' 

ou,  parce  que  rr'  =z  const., 

cos»  r 

cosm'        r' 

La  droite  PC  étant  la  médiane  du  triangle  FPF',  on  a  : 
sinF'PC       FP         r 


sin  FPC  ^  FF       r' 


D'où 


sinF'PC        cosft) 


_""(î-") 


sin  FPC        coso)' 


sin  (=--') 
Mais  il  est  évident  que 

(Z-J\  +  ('l-.  «'\  =  F'PC  +  FPC. 


D'oà 

et 

FPC 


F'PC=--»., 

2 


I ^'  j  .        C.   Q.  F.  O.  (  *  )  . 


(*)  En  ^néral,  8i/(ry  r')ss  o  représente  Téquation  d'une  conrbe  rap* 
portée  à  des  coordonnée!  bipolaires,  el/^  ,/^  les  dérivées  de/(r,  r')  par 

rapport  à  r  et  à  r-',  pour  construire  la  normale  en  un  point  P  de  la  courbe, 
il  suffira  de  prendre  sur  les  rayons  vecteurs  PF,  PF'  dans  le  sens  de  ces 
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Noie,  —  M.  Martel,  élève  du  lycée  Saint^Loais,  résoiU  la  question  de  U 
même  manière. 
M.  J.  Gazèrea  dédait  de  l'équation  rr'  =  const.  : 

ar  r 

Cette  dernière  relation  le  conduit  à  une  construction  tréa-simple  de  la 
tangente,  et  par  suite  an  théorème  énoncé. 

M.  E.  Museau,  lieutenant  d'artillerie,  construit  d'abord  la  tangente  as 
point  P,  en  suiTant  la  méthode  de  Roberval  ;  cette  constractton  met  en 
éTidenee  la  propriété  de  la  normale. 


Question  756^ 
Par  m.  Em.  C, 

Soient  F,  F'  deux  points  fixes  sur  une  surface  sphé- 
rique,  et  considérons  la  courbe,  lieu  du  point  P  tel,  que 

tang  -  PF.  tang  -  PF'  =  const.  Le  grand  cercle  normal 

enV  à  cette  courbe  fera  auec  FP  un  angle  égal  à  celui 
que  fait  avec  F'P  le  grand  cercle  passant  par  P  et  le 
milieu  de  l'arc  FF'. 

Je  désigne  par  p  et  />'  les  arcs  PF,  PF'.  Soit  M  le  mi- 
lieu de  Tare  FF'  5  soient  (3  et  P'  les  angles  de  PM  avec  PF 
et  PF'. 

Dans  le  triangle  sphérique  PMF,  on  a 

sinp    _  sinPMF 
sinMF  sinp 

rayons  (si  les  dérivées  dey^'  ,/^  sont  positives),  des  distances  PA,  PB, 

proporUonnelIes  kj^  ^f'^,  et  de  mener  la  médiane  PM  du  triangle  PAB. 

Dans  le  cas  actuel,/^'  =r'=:PF'  et///  =r=:PF.  Les  triangles  PAB,PF  F 

sont,  par  conséquent,  semblables,  et  il  est  alors  évident  que  l'angle  MPF 
est  égal  h  l'angle  GPF',  puisque  PC  est  la  médiane  du  triangle  PF'F.     G. 
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De  même  dans  le  triangle  sphérique  PMF',  on  a 

sinp^  _  sinPMF 

sinMF  sinp' 

Doù 

,  ,  sin  6'  .      sin  a 

(i)  — ^  =  — S-« 

^  siD^       sinp' 

Soit, maintenant,  p  un  point  infiniment  voisin  de  P  sur 
l'arc  de  grand  cercle  tangent  en  P;  soient  a  et  a'  les  an- 
gles que  font  PF  et  PF'  avec  l'arc  de  grand  cercle  normal. 

On  trouve  sans  peine 

±:dp       .    ,      ±dp' 
siDa  =  — r-^>      sma'= — — -*-: 
ds  ds 

le  double  signe  étant  mis,  afin  que  les  sinus  et  par  suite 
leur  rapport  soient  toujours  positifs. 
Mais  de  l'équation 

Ung  -  p  X  tang  -  p'  =  const. , 

on  tire,  en  différentiant, 

dp  tang-       dp'iang^ 

P^"*" 7^'=''' 

ces'  -  cos'  ~ 

2  2 

dp  dp' 

sinp       sinp' 
A  cause  de  (2),  cette  dernière  égalité  donne 

(3) 

^  sina'       sinp' 

Or, 


sma sinp 
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donc  de  (i)  et  (3),  il  suit  que  l*on  a 

a  =  p'.  C.   Q.   F.   D. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  E.  Museau,  Gaièm 
et  Moreau,  élève  du  lycée  de  Besançon. 


Question  749; 

Par  mm.  Gamiuls  MASSING  xt  H.  RAfiNTZ, 

Élèves  de  l'École  Centrale. 

My*  -h  N  X*  —  I  =  o,  étant  VéqueUion  d*une  conique ^ 
a,  6,  y  représentant  les  angles  faits  a\»ec  Vaxe  des  x 
par  les  côtés  d^un  triangle  ABC ,  inscrit  dans  la  co- 
nique, et  Xo,  jTo^  r  représentant  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  on  a 
les  relations  suivantes  : 

"°"'°^^^°^  =  r(M-Nr 
co8«cos6coS7=j:pJÎ^, 

M[j.— rcos(a-h6-h7)l*-hN[*.— r5iii(a4-6-»-7)]»— î=o  (•). 

Démonstration.  —  En  désignant  par  Xx^  j^'^  x^^  ft\ 
Xti  ji  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C,  nous  avons 
les  relations 

*i  — *ï     ri— r» 


cosa 

sine 

j 

«rî-hN*î 

—  I  =: 

o. 

Mrî  +  Norî 

—  I  = 

o; 

(')  Nous  recli&ons,  dans  ces  formules,  deux  fiiutes  qui  nous  ont  éu> 
indiquées  par  MM.  Massing  et  Kaentz  et  par  M.  Melon. 
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d'où  nous  lirons 

(i)  M(/,-hrj)*ina  -h  N  (*,-♦- ;r,)  ces  a  =  o. 

Les  coordonnées  x©,  y^  du  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle,  vérifiant  l'équation  de  la  perpendiculaire 
élevée  au  milieu  du  côté  A6,  nous  avons 

(2)  (ri-+-/»)  «na  +  («I  H-  Jfi)  costt  =  2 (oTaCOsa  -^-/.sina). 

Les  relations  (i),  (2)  donnent 

aM     /  sinaX 

M  —  N  \  cosa/ 

2N      /  cosa\ 


On  aura  de  même 


D'où 


Mais 


a  M     /  ttn€\ 

2M  sin(6  —  a) 

^^-^'-FIIk^*  cos«oos€' 

_     ^N  sin(€  — tt) 

.T'a  —  Jfx  —  *7Î rr  *•  — : : — 3-  • 

M  — N        smasiD6 


-Î^  =  2r8in  («-.)(*), 


(«)  fs — fi  représente  la  valeop  du  côté  AC;  d'ailleun 

COgy  ' 


sin(6-^oc)  =  sinB: 
régalité 


^=l5ir.8m(6-«), 


rerient  donc  à 

AGssar.sinB, 
formule  bien  connue. 
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et 


siny 


=  2rsm{6  — a); 


en  égalant  ces  dernières  valeurs  de  x^  —  Xi,  j^ — j^  i 
celles  que  nous  avons  précédemnïent  obtenues,  il  vient 


_       Mr> 

et 

sina  sinSsiny  = 


cosacos6coS7=p^^j^, 


r(M  — N) 

Ce  sont  les  deux  première&.relations  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Actuellement,  cherchons  les  coordonnées  du  quatrième 
point  d'intersection  de  la  conique  Mj^*-+-Njr* — i  =  o, 
et  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  (les  trois  autres 
points  d'intersection  étant  les  sommets  A,  B,  C  du 
triangle). 

En  éliminant  x  entre  les  équations 

M/'-f-Nx»  — i=o     et    («  — :r.)«-h(r—r.  )*—'*  =  0, 

nous  trouvons  une  équation  du  quatrième  degré,  dans  la- 
quelle la  somme  des  quatre  racines  y,,  j^„  jr,,  y^  est 
donnée  par  la  relation 

(3)  j.-hj,-hj,-hr4  =  ^3~. 

Or,  d'après  les  égalités  déjà  obtenues,  on  a  : 

aN       /  oosa\ 

aN      /  cos6\ 

9.N         /  COS7\ 
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d'où 

3Nr,  N  /ccMa       cos6       C0S7\ 

(4)  r.+r.+r.^  k3m +.n3:m'' (ri^ -*- riSë + iSS^)  • 

En  retrancbant  l'équation  (4)  de  l'équation  (3),  on  a 
,_  Jfjr,  W  /ces  g      cos6      cogy\ 

Or, 

cosa       dos  6       cosy cosa  co«S  cosy  —  cos(a  -t-  6  4-  7) 

sina        sinS       siny  9in0isin(>sin7 

et 

N  .        .    _  . 

•- —  j?,  rr-  —  /-sinasinSsiny, 

W  —  M 


cosacos6cos7 


r(M  — N) 


Au  moyen  de  ces  dernières  relations,  Téquation  (5)  de- 
vient 

=  j,—  rcos(a-f-6-l-7). 

Un  calcul  semblable  donne 

x^  =  x^  —  rsin  (a  -i-  6  "*-7)' 
Donc 

M [Xê—  '•ces  (a  -h  6  -h  7)p4-  N [x^  —  rsin  (a  -h  S  -h  7)?— 1=0. 

Ce  qui  démontre  la  troisième  relation. 

IV^ie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Melon,  et  par  M.  Ca- 
mUle  LaduTon,  élève  à  TÉeole  des  Mines  de  Liège. 


Ann,  dit  Haïkémai.,  a«  térie,  t.  V.  (Août  iSûfi.)  ^4 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION 

ittnk  u  coieoin  géiéral  de  1 862  poHr  la  classe  de  MathéMiifics 

spéciales; 

Par  m.  LEBASTEUR. 

(Copie  couronnée.) 


On  donne  deux  coniques  ayant  un  même  foyer  et 
leurs  axes  proportionnels.  Soient  FA,  FA'  leurs  rajons 
vecteurs  minimums;  on  fait  tourner  ces  rajons  vecteurs 
autour  de  F,  en  consentant  leur  distance  angulaire^ 
soit  FC,  FC  une  position.  En  C  et  C  on  mène  les  tan- 
gentes à  chacune  des  coniques.  Trout^er  le  lieu  de  leur 
point  M  de  rencontre. 

L'équation  de  la  première  conique,  en  prenant  pour 
axes  les  parallèles  aux  axes  de  la  courbe  menés  par  le 
foyer  F,  est 


où 


c  b^ 

a  c 


Celle  de  la  deuxième  est  i     ' 

e  ayant  la  même  valeur  puisque  les  axes  sont  proportion- 
nels, et 

r  =  jrcosa  H- jsina  — /;, 
OÙ 

p=:  k  — t 
C 
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k  étant  le  rapport  donné  de  proportionnalité  et  a  l'an- 
gle AFA'. 

Les  tangentes  aux  points  G  et  C  auront  pour  équa- 
tions, en  appelant  cp  l'angle  CFor, 

{ i)  * co$q>  -H  ^siny  =:  «7, 

(2)  jrcos(9 -f-a)  4-/sin(y -t-a)  =  fr. 

Eji  éliminant  cf  entre  ces  deux  équations,  on  aura 
l'équation  du  lieu.  A  cet  efTet,  j'écris  la  deuxième 

(3)  (xcosa  '4-jsina)  cosf  -h  (/cosa  —  x9moi)smf=z  er. 

Des  équations  (i)  et  (3),  considérées  comme  deux  équa- 
tions du  premier  degré  entre  sincf  et  cos(f,  je  tire  les  va- 
leurs de  ces  inconnues 

,,,  7(arcosa  H- rsina)  —  Tx 

(4)  sm®  — 8^-^^ — - — '-——. , 

^^,  7(rcosa  —  oTsina)  —  Tr 

(5)  CCS©  =  «1-11 -— ,.     .       -y 

^    '  ^  (x'4-j*)sina 

et  faisant  la  somme  des  carrés  de  (4)  et  (5),  on  a 

,^,  ,  ^  sin'a 

(6)  r»-H7»— 2r7COsa~  (jc'-hj*) — ^• 

L'équation  (6)  est  sous  une  forme  très-remarquable 
réquation  d'un  cercle.  En  remplaçant  F,  y  par  leurs  va- 
leurs, cette  équation  devient 

b^  b^ 

--sin'a(jc'-f- rM  —  1—  (1  -hcos'a—  2^cosa)a: 

à*  ^  ^  c  ^ 

b*  .                                   b^ 
—  2  —  sina  (i —  cosa)r (14-  ^* —  2A'cosa)  =:  o. 

c  ^  ^"^        c^  ^ 

Mais  il  n'est  nul  besoin  de  faire  cette  substitution. 
Il  suflSt  qu'il  demeure  acquis  que  le  lieu  est  un  cercle,  et 
la  Géométrie  termine  très-élégamment  la  question. 

24- 
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L' équation  (6)  nous  fournira  seulement  un  dernier  ré- 
sultat. 

Si  Ton  cherche,  en  effet,  la  position  du  cercle  qu  elle 
représente  relativement  aux  deux  coniques  données,  on 
reconnaît  tout  de  suite  qu'il  est  doublement  tangent  à 
chaque  conique. 

Donc  le  centre  du  cercle  se  trouve  sur  chacun  de  leun 
petits  axes  et  par  suite  à  leur  intersection. 

En  outre,  dans  la  position  primitive  des  rayons  vecteurs 
minimums,  et  après  une  rotation  de  i8o  degrés,  il  est  clair 
que  nous  avons  les  deux  points  des  extrémités  du  diamètre 
du  cercle;  donc  ce  cercle  est  complètement  défini. 


DEMONSTRATION  DBS  THBORÈNBS  DB  H.  GROUARD 

(Tolr  1*  lérie.  t.  IV,  p.  846); 

Par    m.    p.    SAACKÉ, 

Élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Montpellier 
(classe  de  M.  Garlin  ). 


1 .  On  donne  un  cercle  O  et  un  point  F  dans  un  plan: 
Venueloppe  d^un  côté  d'un  angle  constant  dont  le  som- 
met décrit  la  circonférence  O,  et  dont  Vautre  côté  passe 
par  le  point  F,  est  une  conique  à  centre. 

S.  Si  Von  fait  varier  la  grandeur  de  cet  angle^  toutes 
les  coniques  que  Von  obtient  sont  semblables  et  ont  le 
point  F  pour  foyer  commun. 

3.  Ces  coniques  ont  pour  enveloppe  le  cercle  donné 
qui  les  touche  chacune,  doublement* 

4.  Les  directrices  correspondantes  au  fcfjrer  F  passent 
par  un  même  point. 
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6,  Le  lieu  des  seconds  foyers  est  une  circonférence 
concentrique  à  la  circonférence  donnée. 

Démonstration.  —  1.  Rappelons  une  propriété  des 
coniques  à  centre  :  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  d'un  foyer  d^une  conique  à  centre  sur  les  tan- 
gentes à  la  courbe  est  une  circonférence  décrite  sur  Taxe 
focal  de  la  conique,  comme  diamètre. 

Inversement,  si  par  un  point  F  on  mène  un  rayon 
vecteur  FA  à  une  circonférence  donnée,  et  si  l'on  tire  AB 
perpendiculaire  à  FA,  la  droite  AB  touchera  constam- 
ment une  section  conique,  ayant  le  point  F  pour  foyer, 
et  qui  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole^  selon  que  le 
point  F  sera  intérieur  ou  extérieur  au  cercle. 

Cela  posé,  soit  a  Tangle  constant  dont  le  sommet  A  dé- 
crit la  circonférence  donnée  O,  et  dont  Tun  des  côtés 
passe  constamment  par  le  point  donné  F.  Abaissons  de  ce 
point  fixe  F  une  perpendiculaire  FB  sur  le  second  côté 
de  Fangle»  Le  pied  B  de  cette  perpendiculaire  décrit  une 
circonférence  quand  le  point  A  parcourt  la  circonférence 
donnée  O.  Car  Tangle  AFB  est  invariable,  et  le  rapport 

—-  est  constamment  égal  à  sina.  Il  en  résulte  que  le 

point  B  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  O'  est 
sur  une  droite  FO',  faisant  avec  FO  un  angle 

OFO'  =  AFB  =  -  — a; 

2 

et  à  une  distance  de  F  égale  à  OF  X  sina.  Le  rayon  R' 
de  cette  circonférence  est  égal  à  R  sin  a^  en  désignant  par  R 
le  rayon  de  la  circonférence  donnée  O. 

On  voit  donc  que  Tenveloppe  des  droites  AB  n^est 
autre  que  l'enveloppe  des  perpendiculaires  aux  extrémités 
des  rayons  vecteurs  menés  d'un  point  fixe  F  aux  diffé- 
rents points  d*une  circonférence  O'.  D'après  le  théorème 
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que  nous  avons  rappelé,  cette  enveloppe  est  une  conique 
à  centre  ayant  pour  foyer  le  point  F.  Ce  sera  une  hyper- 
bole si  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  O',  et  une  ellipse 
si  le  point  F  est  intérieur. 

Selon  que  le  point  F  est  extérieur  ou  intérieur  au 
cercle  O',  ce  point  est  extérieur  ou  intérieur  au  cercle 
donné  O.  Car  les  égalités 

FO'=FO.sina,     et     R'  =  Rsina 

donnent 

F0_  FO' 
R  "^  K^' 

on  a  donc 

FO>R,     ou     FO<R, 

selon  que  FO'  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  R'. 

Ainsi,  Tenveloppe  de  la  droite  AB  est  une  hyperbole 
si  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  donné  O,  et  une 
ellipse  si  le  point  F  est  intérieur  à  ce  cercle. 

Après  avoir  fait  cette  distinction  entre  les  coniques,  il 
est  naturel  de  se  demander  comment  s'effectue  le  passage 
de  Thyperbole  à  Tellipse. 

A  cet  égard,  étudions  le  cas  où  le  point  F  est  situé  sur 
la  circonférence  donnée  O. 

On  a  alors 

FO  FO' 

—  1=1,     et  par  suite     -j^==«; 

ce  qui  fait  voir  que  le  point  F  est  aussi  sur  la  circonfé- 
rence O'.  Les  droites  AB  passeront  toutes  par  le  point  F' 
diamétralement  opposé  à  F  sur  la  circonférence  O'.  La 
droite  BF',  pour  une  position  particulière,  se  confond 
avec  le  diamètre  FO'F'.  Dans  une  autre  position,  elle  se 
place  en  F^  On  peut  donc  considérer  la  droite  FF'  comme 
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Tenveloppe  des  droites  BF'  (*)  ^  et  celle  droite  elle-même 
peut  être  regardée,  soit  comme  une  ellipse  infinim^il 
aplatie,  soit  comme  une  hyperbole  infiniment  allongée. 
Dans  tous  les  cas,  les  points  F,  F'  sont  à  la  fois  les  foyers 
et  les  sommets  de  cette  conique  limite.  On  pouvait  pré- 
voir que  les  foyers  doivent,  dans  le  cas  où  F  est  sur  la 
circonférence  O,  coïncider  avec  les  sommets^  car  on  a 
alors 

FO' 

¥0' 
et  -^  représente  Texcentricité  de  la  conique.  On  voit  de 

même  que  la  conique  enveloppe  a  un  centre. 

Remarque*  —  La  proposition  que  nous  venons  de  dé- 
montrer n'est  que  la  réciproque  de  cette  proposition  con- 
nue :  le  lieu  des  pieds  des  obliques  menées  de  Vun  des 
foyers  d^une  conique  à  centre  sur  les  tangentes,  et  sous 
une  inclinaison  constante,  est  une  circonférence  dont  le 
centre  est  un  point  du  second  axe  de  la  conique. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  se  déduit  immédiatement 
de  ce  théorème. 

2.  Si  l'on  fait  varier  la  grandeur  de  l  ^ angle  a,  toutes 
les  coniques  que  Von  obtient  sont  semblables  et  ont  le 
point  F  pour  foyer  commun. 

En  effet,  nous  venons  de  voir  que  le  rayon  du  cercle  O' 
est  R  sîna  ;  de  plus 

FO' =  FO.sina  =  rfsina. 


(*;  On  sait  d'ailleurs  qa'un  système  de  deux  pointe  peut  être  considéré 
comme  une  conique  et  que  dans  ce  cas  les  tangentes  à  la  conique  sont 
toutes  les  droites  passant  par  Tun  de  ces  pointe  {voir  le  Traité  des  Sec- 
tions coni4fues  de  M.  Chasles,  p.  3'j,  n^  32). 
Cette  noie  est  de  M.  Saacké. 
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On  a  donc,  en  nommant  2a,  ai  les  axes  et  2C  la  dis- 
tance des  foyers, 

a  =  R  sin  a,     e  =z  dsin  a. 

Ces  formules  montrent  tout  d'abord  que  Texcentricité  - 

est  indépendante  de  a. 
En  outre,  de  l'égalité 

on  déduit 

c»— fl>       £/»  — R»  b^      £/'  — R» 


j     ou     — - 


fl»  R»  fl>  R» 

Les  axes  étant  proportionnels,  les  coniques  sont  sem- 
blables. Il  résulte  de  la  démonstration  du  théorème  I 
qu'elles  ont  toutes  pour  foyer  le  point  F. 

3.  Lorsque  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  donné  O, 
les  coniques  ont  pour  enveloppe  la  circonférence  O,  qui 
les  touche  chacune  en  deux  points.  Considérons  l'hyper- 
bole enveloppée  par  la  droite  AB,  lorsque  le  sommet  A  de 
l'angle  constant  parcourt  la  circonférence  O.  Quel  que 
soit  l'angle  a,  il  y  a  sur  l'hyperbole  un  point  D  tel,  qu'en 
ce  point  le  rayon  vecteur  fait  avec  la  tangente  un  angle 
égal  â  a.  Ce  point  appartient  évidemment  à  la  circonfé- 
rence donnée.  Dès  lors,  la  circonférence  et  l'hyperbole 
ont  le  point  D  commun,  et  comme  ces  deux  courbes  ne 
peuvent  pas  se  couper,  elles  sont  évidemment  tangentes 
en  ce  point.  Le  mftme  raisonnement  s' appliquant  aux 
deux  branches  de  l'hyperbole,  on  voit  qu'il  y  a  deux 
points  de  contact  symétriques,  par  rapport  au  second  axe 
de  la  conique. 

Ces  coniques,  extérieures  au  cercle,  lui  étant  double- 
ment tangentes,  le  cercle  est  leur  enveloppe. 
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Remarque.  —  Lorsque  le  point  F  est  dans  rintérieur 
du  cercle  donne,  les  coniques  que  Ton  obtient  en  faisant 
varier  a  ne  sont  pas  toutes  doublement  tangentes  au  cercle. 
Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  supposer  que  le  point  F 
coïncide  avec  le  centre  O  du  cercle  donné.  Car,  dans  ce 
cas,  les  coniques  deviennent  des  circonférences  concen- 
triques au  cercle  donné.  Mais,  en  admettant  que  F  soit 
intérieur  au  cercle  O,  nous  allons  déterminer  à  partir  de 
quelle  valeur  de  a  les  ellipses  enveloppes  cessent  d'être 
tangentes  à  la  circonférence  donnée. 

Menons  le  rayon  vecteur  FA  perpendiculaire  à  OF,  et 
par  le  point  A  ou  il  rencontre  la  circonférence  O  con- 
duisons une  tangente  AB  à  cette  circonférence.  L'angle 
aigu  FAB  sera  évidemment  le  minimum  des  angles  que 
les  rayons  vecteurs  menés  de  F  aux  différents  points  de 
la  circonférence  forment  avec  les  tangentes  en  ces  points. 
n  s'ensuit  que  les  coniques  correspondantes  à  des  valeurs 
de  l'angle  a  moindres  que  Tangle  FAB  ne  peuvent  être 
tangentes  à  la  circonférence  O  *,  car,  s'il  y  avait  un  point 
de  contact,  la  tangente  en  ce  point  à  la  conique  qui  serait 
aussi  tangente  au  cercle,  ferait  avec  le  rayon  vecteur  un 
angle  a  moindre  que  FAB,  ce  qui  est  impossible. 

4.  Les  directrices  correspondantes  au  foyer  Y  passent 
par  un  même  point. 

Pour  une  valeur  particulière  de  a,  Taxe  focal  de  la 
conique  est  dirigé  suivant  la  droite  F0\  et  le  second  axe 
suivant  la  droite  OO'  perpendiculaire  à  FO'  au  point  O'. 
On  a 


i=:R'  =  R8ina,     c  =  ^suia,     ""  =  ( — 3 — ) 


sma. 


La   directrice  correspondant  au  foyer  F  est  parallèle 
à  O'O,  et  rencontre  O'F  en  un  point  H  dont  la  distance 
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a  r  est  (  — - —  j  siiia.  D  ou 


HF  _  R'  —  d^ 
W~       d'      ' 


Soit  G  le  point  où  la  directrice  rencontre  la  droite  FO, 
les  triangles  semblables  FHG,  FO'O  donnent 

FG  _  HF  _  R^  —  J» 
FO  ""  FÔ^  ~      d'      ' 

Donc,  lorsqu'on  fait  varier  a,  les  directrices  correspon- 
dant au  foyer  F,  rencontrent,  toutes,  la  droite  FO  eo 
un  même  point  G. 

5.  Le  lieu  des  seconds  foyers  est  une  circonférence 
concentrique  au  cercle  donné  O. 

En  eflet^  si  F'  est  le  second  foyer,  on  aura 

0' F'  =  O'  F,     par  suite    OF'  =  OF, 

puisque  OO'  est  perpendiculaire  sur  FO'.  Donc,  le  lieu 
des  seconds  foyers  F'  est  la  circonférence  décrite  du 
point  O  comme  centre  avec  OF  pour  rayon. 

iVore.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Paul  Capin,  élève  en 
Mathématiquesspéciales  au  lycée  de  Montpellier,  P.  Caçny  et  Léon  Blouet, 
élèves  du  lycée  Gharlemagne;  Puelet  A.  Juncker. 
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SOLUTION  DE  U  OUBSTION  PROPOStl  PAR  M.  GRIFFITHS; 

(Toir  r  série.  U  IV.  p.  lit}; 

Paa  m.  Uon  BLOUET, 

Élève  du  lycée  CharlemagDe  (classe  de  M.  Hauser). 


Soient  E^,  E^,  E«  les  centres  des  cercles  exînscrits  à  un 
triangle  ABC ^  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  E^E^  E^. 

Soit  donc  ABC  le  triangle  donné,  je  construis  les  cer- 
cles exinscrits^  leurs  centres  E^,  E«,  E^  sont  donnés  par 
Tintersection  des  droites  AE^,  AE^,  AE^  bissectrices  des 
deux  angles  extérieurs  du  triangle  ABC  en  A  et  de  Taif- 
gle  BAC,  avec  les  bissectrices  des  autres  angles.  Tirons  les 
trois  lignes  E^E^,  E^E^,  E^Ec;  ces  droites  passent  par  les 
sommets  C,  B,  A. 

En  effet,  E^E^  passe  par  C,  puisque  CE»  est  la  bissec- 
trice de  ACD  adjacent  à  ACB,  et  que  CEa  est  la  bissec- 
trice de  BCF,  opposé  au  sommet  à  ACD. 

Cela  posé,  pour  démontrer  que  le  cercle  circonscrit 
à  ABC  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  E^E^E^, 
il  nous  suffit  de  faire  voir  que  AE«»  est  perpendiculaire 
sur  E&E^;  car,  si  cela  existe,  le  cercle  passera  par  les 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  E«  E»  £«,  et  sera  bien  le 
cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle.  Remarquons  pour 
cela  que  AE^  est  la  bissectrice  de  Tangle  BAC,  et  que 
E^E^  est  la  bissecirice  de  l'angle  CAK  adjacent  à  BAC. 
Donc  AE^  est  perpendiculaire  sur  E^E^*  Ce  qu  il  fallait 
démontrer. 

Note.  —  Même  solation  par  M.  Demani  élève  du  lycée  de  Douai  ;  L^cau- 
chie,  élève  de  rinstituUon  Sainte-Barbe. 
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THtoitÉIIIE  SUR  LA  PARABOLE^ 

Par  m.  Armand  LÉVT, 
Élève  en  MAthématiques  spéciales  au  lycée  de  Metz. 


Lcmme.  —  Si  d'un  point  M,  pris  sur  un  des  côtés  AB 
d*un  triangle  ÂBC  conjugué  a  une  conique,  on  mène 
des  tangentes  à  cette  courbe,  les  points  S,  y,  où  les  tan- 
gentes rencontrent  l'un  des  deux  autres  côtes  BC  du 
triangle,  sont  conjugués  harmoniques  des  sommets  B,  C 
situés  sur  ce  côté. 

,  En  effet,  le  sommet  C  étant  le  pôle  de  AB,  tout  point 
de  AB  est  conjugué  harmonique  de  C,  par  rapport  aux 
deux  points  où  les  tangentes  menées  de  M  rencontrent  la 
droite  qui  unit  C  au  point  quelconque  pris  sur  AB  (*), 

Théorème.  —  Les  droites  qui  unissent  les  milieux  des 
côtés  d'un  triangle  ABC,  conjugué  à  une  parabole,  sont 
tangentes  à  cette  courbe. 

En  effet,  la  parabole  est  tangente  â  la  droite  de  Y  infini 
Soient  M  le  point  où  la  droite  de  l'infini  rencontre  le 
côté  AB,  et  y  le  point  où  elle  rencontre  CB.  La  tangente 
menée  par  M  sera  une  parallèle  à  AB,  rencontrant  BG  en 
un  point  S,  tel  que  6  et  y  soient  conjugués  harmoniques 
de  B  et  de  C.  Mais  y  étant  à  Tinfini,  ë  est  au  milieu  de  BC; 
donc  le  théorème  est  démontré  (**). 

(*)  La  polaire  de  M  passant  par  le  point  G,  les  quatre  droites  MC,  MB, 
My,  M6  forment  un  faisceau  harmonique  dont  MB,  MG  sont  deux  rayons 
conjugués. 

(**)  La  Ungentc  menée  à  la  parabole,  parallèlement  à  la  polaire  AB 
de  C,  est  à  égale  dislance  de  AB  el  de  C.  Le  point  de  contact  se  troure  a 
rintcrsection  de  la  courbe  et  du  diamètre  conduit  par  le  pôle  0.  C'est  là 
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Remarque,  —  On  en  déduit  le  théorème  démontré  par 
M.  Painvin  :  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées 
à  un  triangle,  est  le  cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle. 

Car  la  parabole  est  tangente  aux  côtés  du  triangle  dont 
les  sommets  sont  aux  milieux  des  côtés  du  triangle  donné; 
donc,  d'après  une  proposition  démontrée  dans  les  Nou^ 
i^elles  j4 finales  (i845,  p.  245),  le  lieu  des  foyers  est  le 
cercle  circonscrit  au  second  triangle,  c'est-à-dire  le  cer- 
cle des  neuf  points  du  triangle  proposé. 


SOLUTION  DK  LA  QUESTION  D'BXAMBN 

(TOlr  r  série,  tome  IV,  page  476); 

Par  m.  p.  MARQUES  BRAGA, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Vacquant.) 


Voici  une  solution  purement  géométrique  (s^ appuyant 
seulement  sur  les  deux  premiers  livres  de  la  Géométrie) 
de  la  question  d'examen  de  la  page  476  du  tome  IV  de  la 
deuxième  série  : 

Construire  un  carré  ABCD  dont  les  côtés  prolongés 
coupent  une  droite  donnée  en  quatre  points  E,  F,  G,  H 
(E  sur  BA,  F  sur  CD,  G  sur  AD,  H  sur  BC). 

Les  points  B,  D  se  trouvent  sur  des  demi-circonférences 
décrites  sur  EH,  FG  comme  diamètres.  La  diagonale  BD 
partageant  les  angles  B  et  D  en  deux  parties  égales,  passe 
par  les  milieux  M,  M'  des  demi -circonférences.  Donc, 


une  conséquence  toute  simple  de  cette  proposition  bien  connue,  que  la 
•otts-tangente  est  double  de  l'abscisse  du  point  de  contact,  quand  la 
courbe  est  rapportée  à  une  tangente,  et  au  diamètre  mené  par  le  point 
de  contact.  G. 
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la  normale  M,  O  au  point  O,  qui  sera  le  centre  de  cour^ 
bure  de  Si  au  point  Mf  (Nigolaïdès.) 

77S.  Le  nombre  des  sommets  (*)  d'une  courbe  algé- 
brique est,  en  général,  donné  par  la  formule 

3/-h5<?—  3^—3/7, 

dans  laquelle  i,  c,  d  représentent  le  nombre  des  poinu 
d'inflexion,  la  classe,  le  degré  de  la  courbe  donnée,  etp 
le  nombre  des  branches  paraboliques.       (Làguekre.  ) 

773.  Étant  donnée  une  équation  réciproque^* (x  )  =  o , 
quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  l'équation  en  z,  obtenue  en  posant 


I 

X 


soit  elle-même  réciproque? 

774.  Démontrer  qUe  si  X^  désigne  le  nombre  de  ma- 
nières de  décomposer  un  polygone  convexe,  de  mcàtésen 
n  parties,  au  moyen  de  n  —  i  diagonales  qui  ne  se  cou- 
pent pas  dans  Tintérieur  du  polygone  on  a 

;„  _  I        m  (m  -f-  i)  (/w  -h  2) ...  (/il  -h  /t  —  a) 
j^     —  —  ^  _ . _ 

n  1 .2.3. .  .(/i  —  i) 

(m  —  3)  (//i  —  4).  .  .(/If  —  If  —  0 

X ; • 

I  .2.  .  .(/I  —  I) 


{*)  Les  sommets  sont  les  points  où  la  courbure  est  maximum  ou  mi- 
nimum. 
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NOCmiB  ■ÉTIMB  P«I1R  DfiTBRIIin» 
US  GARAGTiRISTiailBS  DBS  SYSTÈHBS  DE  GONIQDBS 

(Toirpa|«tt9); 

Par  m.  h.  g.  ZEUTHEN  (ox  Copbnhaoue). 


Vn.  —  Détermination  des  caractéristiques  cTun  sys~ 
terne  de  coniques  qui  ont  un  contact  du  second  ordre 
av^ec  une  courbe  donnée  et  des  contacts  du  pi*emier 
ordre  avec  deux  autres  courbes. 

^  29.  Désignons  par  (C^.n)''  la  condition  d'un  contact 
de  Tordre  r  avec  la  courbe  C«,„;  le  système  actuel  sera 
représenté  par  [(C«,n)%  C^„«,9  Q«„nJ.  A  ce  système 
appartient  toute  conique  infiniment  aplatie  : 

I®  Passant  par  un  point  d*intersection  de  C„„„,  avec 
C«,,„,,  tangente  à  C«,„  et  limitée  au  point  d'intersec- 
tion et  au  point  du  contact; 

0?  Tangente  à  C^,  „  à  son  point  de  rencontre  avec  une 
des  deux  autres  courbes,  et  limitée  à  ce  point  et  à  la 
troisième  courbe  ; 

3**  Renfermée  dans  une  tangente  commune  à  C,„,„  et 
à  Tune  des  deux  autres  courbes,  limitée  au  point  de 
contact  avec  C^,„  et  par  la  troisième  courbe; 

4^  Renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  C„,,  » 
et  limitée  par  les  deux  autres  courbes  ; 

5^  Passant  par  un  point  de  rebroussement  de  C,„,„, 
limitée  à  ce  point  et  à  un  point  de  rencontre  de  Q„„„, 
avecC^,,„,; 

6**  Passant  par  un  point  de  rebroussement  de  C,„,„, 
tangente  à  l'une  des  deux  courbes  Q„,,„,  et  C„,j,„,,  lermi- 
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née  k  Tautre  de  ces  deux  courbes  et  au  point  de  rebrons- 
sèment. 

Nous  ne  savons  pas  encore  combien  de  fois  on  doit 
compter  chacune  de  ces  coniques  singulières  dans  le 
nombre  X,  mais  nous  leur  attribuons  les  coefficients  indé- 
terminés x,yj  z^  u^vct  s  correspondant  respectivement 
aux  différentes  classes  que  nous  venons  de  nommer.  Ces 
coefficients  seront  entiers  et  positifs  (^)  ;  on  trouve  alors  : 

>  rr:ar./7î,/w,/i  -h^  (mut, 171,  -+-  mm,/??,)  -h  z(/z/i,in3 +  if/is/7?,) 
-4-  «.r'wim,-f-  v.d' ntimt-h  f  {^'/i,/w,-+-  d' n^ni^) 
r^  [xn  H-  lym  -+-  ut' -f-  prf')  m, m, -4-  (a«  H-  sd' )  (Min,  -h  «i«i). 

Si  Ton  transforme,  au  moyen  du  principe  de  dualité, 
tme  figure  contenant  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de 
Tordre  r  ou  (r-^-i)  poiots  consécutifs  communs,  les 
courbes  réciproques  auront  en  commun  r-f-|i  tangentes 
consécutives,  c'est-à-dire  un  contact  du  même  ordre.  Si 
Ton  transforme  le  système  actuel,  le  système  réciproque 
sera  donc  de  la  même  espèce.  Par  conséquent  on  peut 
(comme  aux  n"'  11  et  12)  trouver  a  en  permutant,  dans 
l'expression  de  >,  les  lettres  m  et  n^  d  et  1,  d'  et  t\  On 
trouve  alors 

or-  (jT/W  -h  2//Î  -4-  Ud'  4-  Pr')  /l,  «a  -h  (ziW  -f  Si')  (/W,  «,  -4-  Itsil,), 


(*)  La  supposition  que  les  coefficients  sont  plus  grands  que  zéro,  im- 
plique celle  que  le  système  contient  Traiment  tontes  les  classes  nommées 
de  coniques  infiniment  aplaties.  Nous  ne  profiterons  de  cette  AippositioA 
que  pour  la  deuxième  ou  la  quatrième  classC)  c'est-k-dire  pour  le  coeffi- 
cient j  ou  u;  car  alors  les  équations  indéterminées  que  nons  tronverons 
n'accorderont  la  valeur  zéro  à  aucun  autre  coefficient.  U  suffit  doDc  de 
s'assurer  :  i®  que  le  système  ne  contient  pas  d'autres  coniques  infiniment 
aplaties  que  celles  que  nous  avons  nommées,  et  a®  qu'il  en  contient  Trai- 
ment de  la  deuxième  ou  de  la  quatrième  riasse.  Ceci  est  bien  évident, 
notamment  pour  la  quatrième. 
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puis,  au  moyen  des  formules  (i)  et  (9)  du  n^  1^ 


ou 


p"  —  ^  [z(m  -h  in) -h  ${id*  -4-  f')], 


^"^  =  ^  (a^/w  -i-  x/i  -+-  j»«/'  -4-  a/'), 
v'  =  -  (x/w  -f-  aj/i  -h  a^'  -f-  vt')y 

v"  =  î  [«(2W  -+-  »)  -f-  5(rf'-h  2/')], 


v**  =  ^  {nym  -+-  or/i  -4-  i^i^'  -h  «/), 


30.  Pour  le  calcul  des  coefficients  indéterminés  on  a 
("voirXevP  13) 

La  première  de  ces  équations  donne 
OU,  comme  £i'  =  3m  —  3 n -+-«'(*), 

[2X  —  2-+-6{a  — j)]iwH-  2[2J^—  s —  3(«  — J)]  « 

-+-[2f  —  5-+-2(a  — *)]*'  =  o. 

Comme  les  trois  nombres  m,  n  et  t' ne  peuvent  être  liés 


(")  Yoir  la  formule  IV  dans  la  première  note  du  ti9  11. 

25. 
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par  aucune  équalion,  leurs  coeffidents  doivent  être  égtiux 
à  zéro.  On  trouve  donc 

(I)        Z—  2X=2{2X  —  Z)z=z3{s  —  iv)z=6{u  —  s), 

L*équalion  j:x'"=  i^'  donne  les  mêmes  résultats. 

Pour  achever  le  calcul  des  coefficients  inconnus,  nom 

déterminerons  par  d'autres  moyens  fx'  dans  le  cas  parii- 

culîer  où  la  courbe  C,„,„  étant  de  l'ordre  m  a  un  point 

midtiple  de  Tordre  m  —  i.  Dans   ce  point  coïncident 

(m  —  i)  [m  —  2)        .        j      11  1  . 

^ points  doubles,  et  la  courbe  ne  contient 

pas  d'autres    points   doubles  ni   points    de  rebrousse- 
ment  (*).  Par  conséquent 

2 

et  selon  les  équations  de  M.  Plûcker 

«=:2(/W  —  1),        r=a(/lf  —  2)(/?f  —  3),        /'=:3  (w  —  2). 

Nous  désignerons  par  M  cette  courbe  singulière  qae 
nous  aurons  à  considérer  aussi  dans  d'autres  questions. 
Alors  nous  ferons  toujours  usage  du  lemme  suivant. 

31.  Lemme.  —  Un  système  de  coniques  qui  ont  un 
contact  de  F  ordre  r  ai^ec  une  courbe  M  ele  tordre  m 
douée  d'un  point  multiple  de  F  ordre  m  —  i,  si  nous 
désignons  par  q  le  nombre  des  points  ou  une  conique 
coupe  la  courbe  (**),  par  a  le  nombre  des  coniques  du 


(*)  NouB  supposons  qu'aucun  des  points  doubles  qui  coïncident  ne  te 
réduit  à  un  point  de  rebroussement. 

("*)  ^  est  en  général  égal  kim —  (r  + 1).  Seulement  dans  le  cas  on  les 
coniques  ont  avec  C„^  d'autres  contacts  que  celai  de  Tordre  r,  il  faut 
encore  soustraire  de  ce  nombre-ci,  les  points  d'intersection  qui  coïnci- 
dent BTec  les  autres  points  de  contact.  Du  reste,  nous  n^aTons  donné  k 


(  389  ) 
système  dont  le  contact  a  lieu  en  un  point  donné, 
par  |3  le  nombre  de  celles  qui  coupent  M  en  un  point 
donnéy  contient  qa-h^  coniques  dont  le  point  de  con- 
tact coïncide  auec  un  des  q  points  d'intersection  (si  ton 
fCa  pas  égard  à  la  coïncidence  qui  a  lieu  lorsqu'une 
conique  touche  et  coupe  au  point  multiple  différentes 
branches  de  M). 

Pour  le  prouver,  on  joint  le  point  multiple  par  une 
ilroite  X  au  point  de  contact  0  d'une  conique,  et  par  des 
droites  Y  à  ses  points  d*intersection  p.  Toute  droite  X 
ou  Y  détermine  un  seul  point  d  ou  />  et  réciproquement. 
La  coïncidence  d'un  point  de  contact  0  avec  un  point 
d'intersection  p  de  la  même  conique  dépend  donc  de  la 
coïncidence  d'une  droite  X  avec  une  droite  correspon- 
dante Y.  ' 

Or,  à  une  droite  X  ou  à  un  point  0  correspondent  a 
coniques  du  système,  et  par  conséquent  qa  points  p  ou  qec 
droites  Y,  et  à  une  droite  Y  ou  à  un  point  p  correspon- 
dent jS  coniques,  et  par  conséquent  (3  points  0  on  |3 
droites  X.  Donc  (théorème  II,  p.  iy5),  qa-hfi  droites  X 
coïncident  avec  des  droites  correspondantes  Y,  d'où  Ton 
conclut  le  lenime  énoncé. 

Si  la  conique  dont  un  point  de  contact  9  coïncide  avec 
un  point  d'intersection  p  n'est  pas  infiniment  aplatie, 
l'onlre  du  contact  s'élève  à  r  4- 1-  Mais  si  elle  est  infini- 
ment aplatie,  les  points  6  ei  p  qui  coïncident  peuvent 
appartenir  l'un  à  Tune,  et  l'autre  à  l'autre  des  deux 
branches  coïncidant  de  la  conique,  et  alors  l'ordre  du 
contact  restera  le  même. 

32.  Appliquons  le  lemme  3i  au  système  (M,  pnPi,  pz)n 

notre  lemme  que  la  géDéralité  nécessaire  i>our  les  applications,  en  omet- 
tant par  exemple  le  cas  facile  où  les  coniques  ont  plusieurs  conlacls  de 
Tordre  r. 
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oùD 

rrrri,      ^  =  2m  — 2« 

a=:N(M0,/7,,  p^jPi), 
p  =  N(M  — p,/?,,;7„/>,), 

oui  selon  la  formule  II  du  n^  23, 

P  =:N (M,  ;>,/;,,  y?,,/?,)  —  2N  (MO, /?,,/?,, /;,), 

et)  par  conséquent, 

^a  ■+-  p  ==  2  (m  —  2)N (MO,  /?,,  /?„  /?3)-f-  N(M,  /?,/?„  /?„/?,). 

Or,  d'après  les  formules  (8)  et  (3)  (**), 
N(Me,  /;,,/!„ />g)=  I, 
N (M,  /?,;?,,;;„  /;3)  =:  a /»-+-  «, 

ou,  comme  /i  =  2  (/n  —  1)  (u°  30), 

N(M,/)^/;,,  ;7„/?3)  =  4'"'^^• 
Par  conséquent, 

^a  -hp  :r3  6(/W  —  l). 

Le  système  ne  contient  aucune  conique  infiniment  aplatie. 
^a  -h  j3  sera  donc  le  nombre  N[(M)",  p^,  p^,  pt)  des 
coniques  qui  passent  par  pi ,  ^n,  pt  et  ont  avec  M  ttn  con- 
tact du  second  ordre.  On  trouve  pour  le  même  nombre 
une  autre  expression,  en  remplaçant  dans  celle  que  nous 

(*)  Voir  \eè  notations  dn  n®  23. 

(**)  La  coSncidence  des ^ points  doubles  de  C^^,  ne 

modifie  pas  les  caractéristiques  des  systèmes,  tant  que  les  cosiquei 
n'ont  pas  plu»  de  deui  contacts  avec  cette  courbe;  car  alors  on  ne  regarde 
jamais  à  la  fois  plus  de  deux  branches  qui  se  coupent  au  même  point. 
Les  formules  précédentes,  (6)  et  (7)  exceptées,  sont  donc  ei^eore  Triicf 
dans  le  cas  où  la  courbe  C^,,  est  remplacée  par  la  courbe  M.  {f^ir 
le  no  22.) 
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avons  trouvée  pour  fx'  dans  le  n®  29  (*),  n  par  i(ni  —  i), 
d'  par  o,  et  /'  par  3  (m —  2);  ce  qui  donne 

^a  +  P  =  ^  [(x  -+-  4j  -+-  3o)/w  —  (4j  •+-  60)]. 

En  égalant  les  deux  expressions  de  9 a  +  (3,  on  tit)uve 

(a:-f-4r -+■  3p  — i8)/n  — (4r-^^*'—  18)  =  o. 
m  étant  arbitraire,  on  doit  avoir  séparément, 
«-+•4/  ■+■  3p=r  18, 


33.  Les  équations  (I)  du  n?  30  et  (II)  du  n°  32  suffi- 
sent à  déterminer  les  coefficients  r,  j',  z,  m,  i^,  ^,  qui 
doivent  être  entiers  et  positifs.  Sous  celte  condition  la 
seconde  équation  (II)  n'est  satisfaite  que  par 

Puis  les  autres  équations  donnent  (**), 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  expressions 
trouvées  au  n^  29,  on  obtient  la  solution  (  ***)  suivante  : 

(  ii'z=z  v*z=  3/î  -f-  d'=  3m  -f- 1\ 

^''''^j/=.pi"=rv'^=pi'"z=:2(3/l-f-rf')=:2(3m-f-i'), 

v"'/n,/iï2  -f-  v"  (/w,  /?,+  /«,y2,)  -+-  v'  /?,  /?,  ] 

(*}  Voir  la  note  précédente. 

(  **  )  ^  s  o  donnerait  1^  =  3,  puis  11  =  0,  ce  qui  justifie  la  remarque 
faite  dans  la  note  du  n<»  29. 

C***)  M,  Cremona  Ta  trouvée  d'une  autre  msinière  {Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  7  novembre  18 
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Lorsque  C,„,„  est  une  courbe  générale  de  l'oixlre  m,  les 
formules  (iia)  sont  remplacées  par 

v'zir  p"=  v"=  ^•'i=6m  (/w  —  i). 

Pour  m  =  2,  ^'  =  v"'  =  6,  v'  =  fx"  =  )t"  =  (i"'  =  1 2. 

34.  II  faut  retenir  pour  la  solution  d'autres  problèmes 
les  valeurs  des  coefficients  x,  y^  r,  ii,  v  et  j.  Dans  l'ex- 
pression de  X  ces  coefficients  appartiennent  aux  difTérentes 
espèces  de  coniques  infiniment  aplaties  que  nous  avons 
énumérées  au  n^  29,  et  dans  l'expression  de  i7  ils 
doivent  appartenir  aux  différentes  espèces  de  coniques  à 
point  double,  qui  y  sont  corrélatives-,  ce  qui  donne  lieu 
aux  propositions  suivantes  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
second  ordre  avec  une  courbe  donnée  C«,„,  et  des  con- 
tacts du  premier  ordre  avec  deux  autres  courbes  C^,,»,» 
el  C„j^„j ,  il  faut  compter^  dans  le  nombre  \  : 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  passant 
•  par  un  point  d^ intersection  de  C„,,«,  et  C„^,„j,  tangente 
à  C«,„  et  limitée  au  point  d^ intersection  et  au  point  de 
contact^ 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  tangente 
à  Cm,n  ^^  un  point  de  rencontre  avec  une  des  deux  autres 
courbes,  limitée  à  ce  point  et  à  la  troisième  courbe  ; 

Six  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  renfermée 
dans  une  tangente  commune  à  €„,„  et  à  Vune  des  deux 
autres  courbes,  limitée  au  point  de  contact  avec  C«,,,  et 
à  la  troisième  courbe  ; 

Deux  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  renfer- 
mée dans  une  tangente  d 'inflexion  de  €„,„ ,  /imitée  par 

^^m,,n,  et   i-*,„^^n2  î 

Une  fois,  une  conique  infiniment  aplatie,  limitée  à  un 
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point  de  rebroussement  de  C„,,„  el  à  un  point  de  ren- 
contre de  Q„„„,  aîfec  C«„„,5 

Deux  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie^  limitée 
à  un  point  de  rebroussement  de  C,„,„,  tangente  à  Vune 
et  limitée  à  Fautre  des  deux  courbes  C«„„,  et  C^j,,»^  5 

Etf  dans  le  nombre  xs  : 

Trois  fois,  toute  conique  à  point  double^  composée 
d^une  tangente  commune  à  C,„,,„,  et  C,„j,„j  et  de  la  tan- 
gente  à  C«^„  en  l'un  des  points  ou  elle  est  rencontrée 
par  la  première  droite^ 

Trois  fois,  toute  conique  à  point  double,  composée 
d'une  tangente  commune  à  C„,,„  et  à  l'une  des  deux 
autres  courbes^  et  d^une  tangente  à  Vautre  menée  par 
le  point  où  la  première  droite  touche  C,„,„  ; 

Six  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de  la 
tangente  à  C„,„  en  Vun  des  points  d'intersection  avec 
Vune  des  courbes  C„„„,  et  Qn^n^  ^t  d^une  tangente  menée 
par  le  même  point  à  Vautre^ 

Deux  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  en  un 
point  de  rebroussement  de  C«,„  et  composée  de  tangentes 
menées  par  ce  point  aux  deux  autres  courbes,' 

Une  fois,  toute  conique  à  un  point  double  composée 
dhine  tangente  dHnfiexion  de  €,«,«  et  d'une  tangente 
commune  à  C«„„,  et  C„,,„^  ; 

Deux  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
d'une  tangente  d'inflexion  à  Q^^^,  et  d'une  tangente 
menée  à  Vune  des  courbés  C«j,„j  et  €,„„»,  par  un  point 
de  rencontre  de  Vautre  avec  la  première  droite. 
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Vin.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
de  coniques  qui  ont  un  contact  du  second  ordre  et 
deux  du  premier  ordre  avec  deux  ou  av^ec  une  seule 
courbe  données. 

35.  Ces  systèmes  sont  : 

in(C«,„)%aC«.,„J; 

a"*  [(Q„,„)*,  C^,„,  C«„„J,  dont  les  coniques  ont  deux 
contacts  avec  la  courbe  C„,n  j  l'un  du  second  et  Tautre  du 
premier  ordre,  et  un  contact  du  premier  ordre  avec  C^^^j,,  ; 

3°  [(C«,»)%  aC„,„]  dont  les  coniques  ont  avec  C«,„ 
trois  contacts  F  un  du  second  et  les  deux  autres  du  premier 
ordre. 

Les  théorèmes  du  n^  34  sont  encore  vrais  pour  ces  sys- 
tèmes, où  deux  ou  trois  courbes  données  coïncident; 
mais  outre  les  coniques  singulières  nommées  dans  les 
énoncés  de  ces  théorèmes,  il  y  en  a  d'autres  qui  sont 
propres  aux  deux  derniers  systèmes. 

36.  On  trouve  pour  le  système  [(C«,„)%  aC«„.,) 

\  znz  3.di/t  -+-  3/7f/7l|(/7l|  —  l)  -f-  6./t/I,  (//?,  —  2) 

,  /iii  (ntt  —  i)  ,-  ,  •#      /  . 

-f  i.t'  —  --- --h  i.rfV,  H-  i.d'nAm,-^  iV 

1  ' 

O  :=r  3./,/W  -+-  3.«/ï,(/î,  —  l)  -t-  6.l7t/7/,(/Z,  —  2) 

-f-  2.^'---  -! '  -l-I  A'ty  4-  2.r'/W,  (//,—  2   . 

2 

Puis,  on  trouve,  comme  à  Tordinaire,  les  valeurs  de 
fA  et  y  qui,  réduites  au  moyen  des  formules  de  M.  Pliicker, 
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deviennent 

(    v=:  (3/1 -!-</')  (/lî -+- 2/lî,/f,  — 5/î,  4- rf|), 

qu^on  peut  substituer  dans  la  relation 

Si  C«,„  et  C^„«,  sont  des  courbes  générales  des  ordres 
m  et  mi ,  on  doit  remplacer  (laa)  par 

/  3 

I  it=i  ^ m(m  —  i)m,(/it|  —  i)(otJ -f- 3m,  —  8), 
(i2c)     <  ^ 

(   ^zzz3m{m  —  i)m,(/»,  —  i)(/ii;-+-/it,  —  5). 

Pour  m  =  mj  =  a,  on  trouve  fx  ==  v  =  la. 

37.  Dans  le  système  [(C^,„)%  C„,„,  C«„^],  on  trouve, 
à  côté  des  coniques  infiniment  aplaties  nommées  au 
n^  34,  d'autres  qui  sont  renfermées  dans  les  tangentes 
d'inflexion  de  C„^n  et  limitées  aux  points  d'inflexion  et 
à  C^^,n^^  Introduisons-les  dans  l'expression  de  X  .avec  le 
coefficient  x,  et  nous  aurons 

Xrir:  3.OT/W|(/I—  2)  -+-  3.[in/ll|(OT—  2)  -h  ^dftli] 

-t- 6. [wfi  (m  —  a)  H- arm,] -*- a. i' (m  — .  3) «f, 

-h  irf'm/w, -+-  2[tt  (n  —  3)wi  -f-É^/î,  (wr  —  a)]  -hwr.r'iiî,. 

Puis,  le  principe  de  dualité  donne  : 

o  =:;  3./Î/I,  (m  —  2)  -f-  3.[/i/î,  {n  —  a)  -+-  2//1,] 

-t-  6.[/7?m,(/i  —  2)  4-  2^/1,]  -h  a.rf'(/i  —  3)/i, 
-f-i.^(/t/i, -h2.[(f'/iî  —  3)w, -+-r'm,  («—  2)]  -{-x^ttfty. 


(*)  Ces  formules  résultent  aussi  des  formules  (4)  et  (11)  au  moyen  de 
méthodes  données  par  MM.  Chasles  et  Cremona  ÇCo/npies  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences^  21  août  et  7  novembre  i864  ). 


(396) 
En  substituant  ces  expressions  dans  les  formules  (i) 
et  (a)  du  n^  1,  on  trouve 

V  =  v''/w,  -I-  v'/î, .  , 

Nous  nous  contenterons,  pour  le  moment,  de  déterminer 
y!^  et  v'.  Leurs  expressions,  au  moyen  des  formules  de 
M.  Plûcker,  seront 

v' z=  3  (m  -+- /ï)(in -f- «  —  4)  -+- (^ -^  ^')  ('«  "*-  "  —  »^) 

Or,  on  prouve,  comme  à  l'ordinaire,  que 

>"z=:N  [(€«,„)%  C«,„,^,/]  =  /; 
donc 

En  introduisant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  l 
et  t7,  et  continuant  la  détermination  et  la  déduction  de 
[JL  et  V,  on  trouve  la  solution  suivante  du  problème  actuel: 

uf  z=  Sl^mn  "h  n^  -h  ^m  —  io/i)-h2(/ii-h/i  —  ^^)f^j 

(i3a}(*)     pL"=^'  =  a(3/i-f-rf')(/w-+-/i— i2)-4-24(iii-4-ii), 
•/'  =  3  (m^"h2mn  —  lowi  -+-  ^) -f- (m  -f-  2^  —  i4y ; 


(*)  Les  formules  (i3a)  donnent  la  simple  relation 

La  dissymélrie  des  valeurs  de  /a"  et  v'  n'est  qu'apparente,  car  selon  U 
formule  (IV)  de  la  première  note  du  n®  11 


(  397  ). 

r(c«,„)sc.,„^]=(fi/,v'), 

[(C«,»)SC«,.,/]s(pt%v'0, 

Lorsque  C„,„  est  une  courbe  géné^'ale  de  Torde  m,  on 
doit  remplacer  (i3a)  par 

|p'=  3/if  (ot  —  2) (m*-»-  2/îi  —  7), 
pi"=:  v'  =  6w  (/n  —  2)«(/w  —  3), 
•/'=:3/iî  (iw  —  2 ) ( 2 m'  -+- m  —  7). 

Pour  m  =  2,  on  trouve  fx'  =  fx'^  =  v'  =  1/'  =  o. 

38.  Pour  le  coefficient  x  qui  appartient  dans  X  à  la 
nouvelle  espèce  de  coniques  infiniment  aplaties,  et  dans  xs 
aux  coniques  corrélatives  à  point  double,  nous  avons 
trouvé  la  valeur  5.  Donc  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  deux  contacts 
avec  une  courbe  C«^  „,  Vun  du  second  et  l'autre  du  pre^ 
mier  ordre^  et  un  contact  du  premier  avec  une  autre 
courbe  donnée  €„,„  „,,  on  doit  compter  : 

Dans  le  nombre  X  :  Cinq  fois,  toute  conique  infiniment 
aplatie  renfermée  dans  une  tangente  dU'nfiexion  de 
C^,  fi  et  limitée  au  point  d^ inflexion  et  à  C„„n,  î 

Et  dans  le  nombre  tJ  :  Cinq  fois,  toute  conique  ayant 
un  point  double  en  un  point  de  rebroussement  de  C^,»  et 
composée  de  la  tangente  de  rebroussement  et  d'une 
tangente  à  C^^^„^. 

Ces  théorèmes  sont  encore  vrais  si  C,„,„  et  C«„„,  coïn- 
cident. 

39.  Le  système  [(Q„,„)",  2C„,„]  ne  contient  de  co- 
niques singulières  que   celles  qui    sont   nommées   aux 


(398) 
n°"  34  et  38.  Donc  : 

A  =  3.rf(/i  —  4) -f^  3. 2<^(/ii  —  3) -^  6. a  r(iw  —  4) 
,(m  —  3)(m  —  4)  1/  > 

2 

-h  2.rf'(/i -^  3) (jji  —  4) -h  5.«'(m  —  3). 

CT=:3.r(/w  — 4)  4-3.2r(/i  — 3)-i-6.2//(/i  — 4) 
^,  (/i  —  3)  (/t  ^  4) 

2 

-+-  2.r'(in  -  3)(«  -  4)  ■+-  5.<f'(/i  —  3), 
d'où 

Il  =  (a/w  -4-  /i  —  7)  [6/  -f-  d'(n  —  3)  J 

-+-  [(/»  ^  /i)  (i,n-  ;»  —  5)  -4-  r](3«  -f-  ^'  —  36) 

H-12(ot  —  n)(m'hn  —  3), 

-+-  [(«  —  ffj)  (m  -f-  /i  —  5)  -f-  ^]  (3m  -+-  r'  —  36J 
H-  12 {/i  —  m){m  -+-/»  —  3); 

(»4*)  [(C,.)%2C.,„)]  =  (ft,v). 

Lorsque  Q„,„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m,  on 
trouve 

l  ft  n=  -  jw(iij  —  2)(i»  —  3)  (ot* -+- 6fli' —  91»  —  46)> 

(14c)  j         2 

(  V  :::=  3  m(m  —  2)(m  —  3)(lll'  -f-  4»l»  —  8/11  —  23). 

Pour  m  =  2  ou  m  =  3  on  trouve  ^  =  v  =  o. 

(  La  suite  prochainement,  ) 
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SUR  LA  TRANSFORMATION  OES  LIGNES  PLANES 
PAR  U  MÉTHODE  DES  RAYONS  VECTEURS  RÊGIPROOIIES  ; 

Par  m.  E.  HABICH, 

Directeur  de  TÉcole  supérieure  polonaise. 


Soient  A  une  ligne  plane  donnée,  A'  sa  réciproque^  O 
le  pôle  de  transformation  ;  on  a 


Menons  par  les  points  correspondants  M  et  M' les  tan- 
gentes MT  et  M'T  et  les  normales  MN  et  M'N';  pu  sait 
que 

(2)  OMT-hOM'T=i8o% 

MM'T  =  M'MT    et    NMO  =  N'M'0. 

Supposons  en  premier  lieu  que  la  puissance  de  transfor- 
mation a'  soit  positive. 


(4oo  ) 
En  prolongeant  la  normale  M' N^  jusqu'à  son  intersec- 
tion avec  la  normale  MN  en  I,  les  tangentes  en  M  et  M' 
jusqu'à  leur  intersection  en  T,  et  joignant  T  avec  I,  on 
trouve 

MI=M'I,     MT=:M'T     et     MP=:M'P. 

On  voit  par  là  que  la  ligne  D,  lieu  géométrique  des 
points  tels  que  I,  a  tous  ses  points  à  égale  distance  de  la 
courbe  A  et  de  sa  réciproque  A',  que  la  droite  FT  perpen- 
diculaire à  MM',  et  passant  par  son  milieu  P,  est  tangente 
à  la  ligne  D  en  I,  et  que  le  point  P  appartient  à  la  podaire 
de  cette  ligne  relative  à  TorigineO. 

OP=p=  --3-— - 


Les  lignes  A  et  A'  sont  les  enveloppes  d'un  cercle  de 
rayon  variable  MI  =  M'I  =  6,  dont  le  centre  se  déplace 
sur  la  courbe  D. 

Pour  trouver  la  loi  de  variation  du  rayon  6,  soit 
OI  =  R,  on  a 

(R-+-  b){R---b)  =  r/=a^i 
d'où 

(3)  6'  =  R'  — ll^ 

C'est-à-dire  que  le  rayon  b  est  égal  à  la  tangente  menée 
du  point  I  au  cercle  d'inversion. 

On  sait  que  le  cercle  d'inversion  est  un  cercle  tracé  au- 
tour de  l'origine  O  avec  a  pour  rayon* 

On  remarquera  que 

(4)  R>;,^l±_>^:^a. 

Si  a  =  o,  c'est-à-dire  si  la  puissance  devient  nulle. 


i 

L 


(4oi  ) 

r'  =  o,  /;  :^  -  j  i  :i-=  R,  et  la  ligne  D  est  le  lieu  des  points 

également  distants  de  l^origine  O  et  de  la  courbe  A. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  puissance  de  trans- 
formation soit  négative  et  que  l'on  ait  rr'  =  —  a*. 

En  faisant  une  construction  semblable  à  celle  qu'on  a 
faite  pour  le  cas  de  la  puissance  positive,  on  déterminera 
la  ligne  D  et  sa  podaire. 

Quant  au  rayon  du  cercle  enveloppé,  en  observant  que 
Vorigine  O  est  située  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  on  trou- 
vera en  valeur  absolue 

(5)         (*-+-R)(*  — R)  =  fl»     d'où     A*=:R»-+-aS 

c'est-à-dire  que  le  rayon  h  est  égal  à  la  distance  du  point  I 
au  point  où  la  perpendiculaire  à  R  élevée  en  O  rencontre 
le  cercle  d'inversion. 

Les  lignes  A  et  A'  peuvent  être  déterminées  au  moyen 
de  la  podaire  P  et  de  la  distance  variable  PM  =  PM', 
qui ,  dans  le  premier  cas,  est  égale  i  la  longueur  de  la 
tangente  menée  de  P  au  cercle  d*in version  et,  dans  le 
second  cas,  à  la  distance  de  P  au  point  où  la  perpendicu- 
laire élevée  en  O  i  OP  rencontre  ce  cercle. 

De  là  résulte  que,  connaissant  la  ligne  D  ou  sa  po- 
daire, Torigine  O  et  le  rayon  a  du  cercle  d'inversion,  on 
peut  trouver  les  lignes  A  et  A^ 

Remarque  I.  —  Quand  a*  =  o,  la  courbe  D  est  le  lieu 
des  points  également  distants  de  l'origine  O  et  de  la 
ligne  A.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  la  ligne  A  est  la  rou- 
lette du  point  O  considéré  comme  lié  invariablement  à  la 
courbe  D  lorsqu'on  fait  rouler  cette  courbe  D  sur  une 
autre  courbe  fixe  égale.  On  peut  généraliser  ce  théo- 
rème. 

Supposons  que  la  ligne  D  soit  le  lieu  des  points  éga- 
4iM.  de  Maîhémat.^  i*  série,  t.  V.  (Septembre  1866.)  26 


(4o4  ) 

d'un  autre  côté,  Tangle  N'OAÎ'  élant  droit,  on  voit  que 
le  point  K'  est  le  conjugué  harmonique  du  point  U  par 
rapport  aux  points  N'  et  M',  donc  ce  point  K'  est  le 
centre  de  courbure  de  la  réciproque  A'  ;  de  là  ce  théorème 
remarquable  : 

Les  centres  de  courbure  de  la  ligne  A  et  de  sa  récî'- 
proque  h!  se  trouvent  sur  une  même  droite  passant  par 
r  origine. 

Lorsqu'on  fait  varier  la  puissance  de  transformation  a*, 
les  courbes  réciproques  de  la  ligne  A  sont  homothétiques; 
d'où  cet  autre  théorème  : 

Les  centres  de  courbure  des  lignes  homothétiques  cor- 
respondant à  des  points  homologues  se  trouvent  sur  une 
même  droite  passant  par  le  centre  d'homothétie. 

Et  encore  : 

Le  centre  de  similitude  d'un  système  de  lignes  homo- 
thétiques est  aussi  centre  de  similitude  de  leurs  dévelop- 
pées^ des  développées  de  ces  dernières  j  et  ainsi  de 
suite. 

Exemple.  — Développantes  successives  des  cercles  con- 
centriques ayant  toutes  leurs  origines  sur  un  même  rayon 
vecteur. 

Le  théorème  sur  la  similitude  des  développées  suc- 
cessives des  lignes  homothétiques  peut  être  démontré 
directement  en  partant  de  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure en  coordonnées  polaires  et  en  prenant  pour  pôle  le 
centre  de  similitude. 

Pour  donner  une  application  des  considérations  précé- 
dentes, je  vais  indiquer  la  solution  du  problème  des  tan- 
gentes et  des  centres  de  courbure  des  lignes  projectives 
horizontales  des  courbes  d'ombre  dans  la  vis  à  filet  trian- 
gulaire et  dans  le  cas  des  rayons  lumineux  parallèles. 


(  4o3  ) 

Si  I»  puissance  a"  est  négative  —  a* ,  la  réciproque  A' 
est  une  strophoïde  symétrique  de  A;  la  podaire  est  une 
courbe  du  quatrième  degré  p  :=  a  tangO,  et  la  ligne  D 
son  antipodaire,  etc. 

Dans  les  Nouvelles  Annales^  t.  IV,  p.  144)  IVf .  Nico- 
laïdès  a  donné  la  relation 

[&)  .  -4-  --=2: 

it  et  n'  sont  les  normales,  p  et  p'  les  rayons  de  courbure 
de  la  ligne  A  et  de  sa  réciproque  A'  aux  points  correspon- 
dants M  et  M'  (*). 

De  cette  relation  nous  allons  en  déduire  une  autre  qui 
nous  conduira  k  un  théorème  important;  pour  cela  joi* 
gnons  le  centre  de  courbure  K  de  la  ligne  A  correspon- 
dant au  point  M  k  Torigine  O,  et  traçons  par  le  point  M' 
la  parallèle  M' H  à  la  normale  MN  ;  cette  parallèle  vien- 
dra couper  OK  en  H,  et  on  aura 


la  relation  deviendra 

c'est-à-dire  que  le  centre  de  courbure  de  la  réciproque  A! 
est  le  conjugué  harmonique  du  point  V  déterminé  sur 
la  normale  M'N'  par  la  relation  M'L'  =  M'H. 

En  prolongeant  OK  jusqu'à  son  intersection  avec  la 
normale  M' K' en  K',  on  a  Tangle  L'ON' =  l'angle N'OK'; 


(*)  Nous  supprimons  ici  une  démonstration  de  ce  théorème  analogue  ù 
la  seconde  que  M.  Fonret  en  a  donnée  et  que  nous  avons  indiquée  p.  169, 
note.  P. 

26. 


C*lî 


{  4o6  ) 
La  construction  précédente  a  été  donnée  par  M.  Pon- 
Jet(*). 
On  trouve  aisément  que 


OM'=r'=     "*7\      d'où     r/  =  «6. 

Si  A  =  a,  c'est-à-dire  si  le  point  B  coïncide  avec  A, 
on  a  rr^  =  a',  et  les  points  M  et  M'  se  trouvent  sur  une 
même  courbe  (strophoïde)  (*♦). 

Enfin,  lorsque  i  =  oo  ,  r'=  acotangO,  et  la  réciproque 
de  cette  dernière  ligne  est  évidemment 

A  ^  cor' 

r  =  tang©  X  const. 

^0%t  sur  une 

Dans  les  deux  derniers  cas,  lorsque  b  yôthétie. 
A  =  00  ,  les  courbes  d'ombre  (project* 
par  le  sommet  de  Fangle  droit,  ef  ' 
mouvement  permet  de  trouver  r  KT^^^"^  ^^  lignes  homo- 
les  normales,  les  centres  de  ^ '*'"*''^"^^  ^  '^"''^  dei^elop- 

Dans  le  cas  de  A  ^  a,  or-  ^^^  dernières,  et  ainsi  de 
les  normales,  les  centrer 

que  M  par  la  considérjppan tes  successives  des  cercles  con- 
à  la  projection  de  l?jites  leurs  origines  sur  un  même  rayon 

De  cettp  '- 

'^''Le  théorème  sur  la  similitude  des  développées  suc- 
cessives des  lignes  liomothétiques  peut  être  démontré 
directement  en  partant  de  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure en  coordonnées  polaires  et  en  prenant  pour  pôle  le 
centre  de  similitude. 

Pour  donner  une  application  des  considérations  précé- 
dentes, je  vais  indiquer  la  solution  du  problème  des  tan- 
gentes et  des  centres  de  courbure  des  lignes  projectivcs 
horizon  taies  des  courbes  d'ombre  dans  la  vis  à  filet  trian- 
gulaire et  dans  le  cas  des  rayons  lumineux  parallèles. 


(4o7) 

forme 


r  -'. h  Bcos  (ô  —  a)  » 

cosô 


où  A,  B  et  a  sont  des  paramètres. 

Ces  courbes  appartiennent ,  d'après  Newton,  à  deux 
classes  distinctes  :  à  la  classe  des  hyperboles  défectives  à 
diamètre,  et  à  la  classe  des  hyperboles  défectives  sans 


étant  ^^^  L'APPROXIMATIOBI, 

chiffres,  €•.  ^                P^a  UN  ABONNÉ. 
rence,  on  aura  

^on  dont  l'évaluation  en  décimales 
d'où  ^egré  qu'on  veut,  et  qui  est  une 

,  une  erreur  relative  moindre 

De  là,  dans  tous  les  cas,  si  K  ]>  i ,  av 

fres  par  «  =  ^^',  et  si  K>4,  a»-.^  n^ypothèse,  nou» 

Il  est  même  à  observer  que  si  a  se  trouvait  «ne. 
que  —  ou >  •  •  •  >  on  aurait,  par  a,  soit  a,  soit  4  chiffres 

*         lO  lOO  '  I  ' 

de  plus. 

Nous  venons  de  supposer,  il  est  vrai,  que  les  chiffres 
du  résultat  qui  suivent  le  premier  ne  sont  pas  tous 
des  9,  ou  que  la  condition  précédemment  reconnue  soit 
remplie. 

Pour  la  racine  cubique  d'un  nombre  développé  en  dé- 
ï'eiiL.j.^^^  si  la  première  tranche  à  considérer  dans  l'ex- 
>iendra coupist  de  i  ou  de  a  chiffres,  on  pourra  évaluer 
jectionliorizomalt 


(  4o8  ) 
On  aura 

«  >  o     et     «  <  I , 

en  unités  du  dernier  ordre  de  «'. 
LMnégalité 


devient  donc 


A^  lO" 


-  fl'  -f-  a  -+-  f 

«< — —. —  ; 


d'où 

Air- 
.iorune 
puis  jiétie. 


(■-Ti)<^' 


«< 


lO*  —  ^ 

/stème  de  lignes  homo- 

Si  les  n  chiffres  dont  a'  sr^iUtude  de  leurs  Jévdofh 

comme  nous  avons  c  <[  i     ^^*  dernières ,  et  fliVw/  rfc 

^pan  les  s  uccessi  ves  des  cercles  con- 
^°^  iCs  leurs  origines  sur  un  même  rayon 

.«:  théorème  sur  la  similitude  des  développées  suc- 
cessives des  lignes  bomothétiques  peut  être  démontré 
directement  en  partant  de  Texprcssion  du  rayon  de  cour- 
bure en  coordonnées  polaires  et  en  prenant  pour  pôle  le 
centre  de  similitude. 

Pour  donner  une  application  des  considérations  précé- 
dentes, je  vais  indiquer  la  solution  du  problème  des  tan- 
gentes et  des  centres  de  courbure  des  lignes  projectives 
horizontales  des  courbes  d^ombre  dans  la  vis  à  filet  trian- 
gulaire et  dans  le  cas  des  rayons  lumineux  parallèles. 


(4i3) 
on  trouve,  a  étant  ^  o,  que  Terreur  relative  est 


donc,  si  on  a 


^<5(î)'' 


on  pourra  évaluer,  par  a,  2n  +  i  chiffres,  à  moins  que  le^ 
premier  n'y  soit  8  ou  9;  dans  ce  cas  on  s'arrêtera  à 
2/1  chiffres. 

En  conséquence,  si  Â  et  A'  sont  des  nombres  ayant 
«H- I  chiffres  communs >  leur  différence  a  =  A'— A 
étant  moindre  qu'une  unité  de  Tordre  du  dernier  de  ces 
chiffres,  et  K  désignant  le  premier  chiffre  de  cette  diffé- 
rence, on  aura 


d'où 


-<r— ^• 

A^Kio"' 


^'<8K^I^' 


De  là,  dans  tous  les  cas,  si  K  ]>  i ,  au  moins  an  4-  i  chif- 
fres par  a  =  - — • — >  et  si  K>  4»  an  +  2  chiffres. 
Il  est  même  à  observer  que  si  a  se  trouvait  moindre 

que  —  ou >  •  •  M  on  aurait,  par  a,  soit  2,  soit  4  chiffres 

*       10         100  '  r        ' 

de  plus. 

Nous  venons  de  supposer,  il  est  vrai,  que  les  chiffres 
du  résultat  qui  suivent  le  premier  ne  sont  pas  tous 
des  9,  ou  que  la  condition  précédemment  reconnue  soit 
remplie. 

Pour  la  racine  cubique  d'un  nombre  développé  en  dé- 
Tenc^il*»,^  si  la  première  tranche  à  considérer  dans  Tex- 
vjendra coupîst  de  i  ou  de  2  chiffres,  on  pourra  évaluer 
jeciionliorizomalt 
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m  chiffres  dans  la  racine  a  partir  d'un  premier  si§ni- 
ficalif,  lorsqu'on  en  connaîtra  m  dans  le  nombre.  Si  la 
première  tranche  est  de  trois  chiffres,  et  que  le  premier 
chiffre  ne  soit  pas  inférieur  à  3,  il  en  sera  de  même.  Dans 
le  cas  contraire,  il  conviendra  de  se  borner  k  n — i 
chiffres  dans  la  racine. 


SOLUTION  D'UNI  QUESTION 
DU  CONCOURS  r ADMISSION  A  l  ÉCOLE  NORIALB  BN  IS(3 

(roir  «*  série,  t.  IV,  p.  4M)  ; 

Pae  m.  a.  R. 


On  considère  n  variables  x^y^  z, . . . ,  «i,  p  :  dècom^ 
poser  le  polynôme 

composé  de  (m- 1)  carrés  y  en  la  somme  de  n  carrés  de 
fonctions  homogènes  et  du  premier  degré. 

Prenons  d'abord  deux  variables.  Nous  aurons 

.r3  -+.  j»  -h  (x  -\-yY  =  aa?'  4-  aj'  -f-  nxr 
ou 

Pour  trois  variables,  on  a  aussi 

.r»  -h  j2  ^  8»  -h  (x  -h  jr  -f.  a)J  =:  2x»  -+-  2y*  -+-  iz^  -h  axx 

-4-  ijrz  -4-  axj , 


ou 

2 


Ix  H-  ■- )  -  ^-^ h  ix'  -f-  25'  H-  aj-2, 

\        2_  ;         a         -^ 


(  4i5  ) 
ou  encore 

On  verrait  de  même  que  pour  quatre  variables  on  aurait 

= {7.x -^^ y  -f.2  -t-  tf)*^ 5(3/ -+-a  -f-  ff)' 

I  •  2  2  •  ^ 

La  loi  de  formation  est  évidente.  Je  vais  maintenant  dé- 
montrer qu^elle  est  générale,  c'est-à-dire  que  si  elle  est 
vraie  pour  n  variables,  elle  s'appliquera  au  cas  de 
(n  -Hi)  variables. 

Soient  donc  les  n  variables  x,  j^,  ^)*  •  -9  u^  ^*  Le  dé- 
veloppement sera 

= {2jr  -»-  r  -H . . .  -f-  «»)* 

Si  le  développement  est  général,  je  dois  avoir,  en  admet- 
tant une  variable  t  de  plus  : 

I  •  2  2*  «} 

-h   -— -^ r[(«-hl)l'-f-/p-h  , — r^^ :[{«-^-2)r?. 

Si  de  ce  développement  je  retranche  le  développement 
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précédent,  j'aurai 


=    —  H--^-+-  0-7^-   ••-♦--7— — ;]'' 
Li.2       2.3       3.4  '»('»  +  ")J 


ar 


Mais  la  somme 


1.2       2.3       3.4  '      n(n-hi) 

peut  s*écrire 

(- -;) -^  (^  — 5)  ^  (5  -  ?)  ^- -^  (^  -  «-Ti)' 

chaque  terme  se  dédoublant  de  la  façon  suivante 

i(/i  -4- 1)        n        «  -+- 1 

Cette  somme  est  donc  égale  à •  L'égalité  précédente 

devient  alors 

2f*  -+-  2r(«  H-/  -h  «  -*-... -h  v) 

^2  ar -h^ -h  « -h . . . -4-p 


=  2/»H-ar 


1.2 


/i-M)J' 


2.3  **'        lî( 

Or,  on  voit  facilement  que  le  coefficient  de  sf  dans  le 
second  membre  est  égal  à  x-l-y-4-z-h...+  i';  donc 
cette  égalité  devient  une  identité,  et  par  conséquent  l'hy- 
pothèse dont  nous  sommes  partis  est  exacte.  Ainsi,  la  loi 
du  développement  est  générale. 
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RfiGLB  HNÉIONItUE 
POUR  OBTRNtt  IBS  rORHDlBS  DB  BBLAMBRE; 

Par  m.  Georges  DOSTOR. 


Néper,  l*inveateur  des  logarithmes,  a  imaginé  uu 
moyen  très*simple  d'écrire  avec  certitude  les  relations 
qui  existent  entre  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  sphé- 
rique  rectangle.  Son  procédé  est  basé  sur  la  construc- 
tion d'un  pentagone  dit  pentagone  de  Néper. 

Les  formules  de  Delambre  sont  plus  compliquées  que 
celles  qui  expriment  les  propriétés  du  triangle  sphérique 
rectangle. 

Cependant,  par  un  procédé  analogue  à  celui  de  Néper, 
on  peut  aussi  les  écrire  tout  de  suite,  sans  erreur  ni  diffi- 
culté. Le  principe  de  ce  procédé  graphique  repose  sur 
la  construction  d*un  hexagone  circonscrit  à  un  triangle 
isocèle. 

On  construit  un  triangle  isocèle  DEF,  auquel  on  cir- 
conscrit l'hexagone  DGEHFI. 


H-*» 


Sur  les  côtés  DE,  DF  du  triangle  isocèle  on  écrit  la 
emi-somme et  la  demi-diflerence des  deux 

2  2 
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(  4i8  ) 
angles  A  el  B  du  iriaDgIe  sphérique  ;  sur  la  base  EF  on 

marque  le  complément de  la  moitié  du  troisième 

angle  C. 

Enfin,  sur  la  suite  des  côtés  de  Thexagone,  à  partir  du 
sommet  E,  dans  les  deux  sens  EDF  et  EHF,  on  écrit  les 
arcs 


a  -^  h 

ir 

n^h 

a 

—  b 

ir 

2 

2 

> 

2 

C            TT 

11 
c 

2 

—  m               >— 

— ~ 

.-.  • 

2           2 

2 

et 


Cela  fait,  voici  la  règle  mnémonique  que  nous  avons 
imaginée  pour  écrire  les  formules  de  Delambre. 
Elle  se  compose  des  deux  principes  suivants  : 

1°  Le  sinus  d'un  côté  du  triangle  isocèle  est  à  celui 
de  la  base  dcuis  le  rapport  des  sinus  des  côtés  sous* 
tendus  dans  l'hexagone  qui  ne  sont  pas  àdiaceuts  au 
sommet  commun  du  triangle. 

a**  Le  cosinus  d^un  côté  du  triangle  isocèle  est  à 
celui  de  la  base  dans  le  rapport  des  cosinus  des  côtés 
sous^tendus  dans  V hexagone  qui  sont  adjacbhts  ou 
sommet  commun  du  triangle, 

A  "4-  B 

En  effet,  considérons  le  côté  DE  = et  la  base 

'  2 

EF  = du  triangle  isocèle,  qui  ont  le  sommet  com- 
mun E  ;  le  rapport  des  sinus  de  ce  côté  et  de  la  base  est 

.    A-4-B            .    A  -hB 
sm sin 


sm  I l  CCS  - 


sm  ( ) 

\l  2/ 

les  côtés  de  l'hexagone  sous-lendus  par  les  côtés  DE,  EF 
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du  iriangle,  qui  ne  sont  pas  adjacents  au  sommet  com- 
mun E,  sont 


a  2  2  2 


dont  les  sinus  ont  pour  rapport 


sm  I I       cos  - 


'U — -) 


SÎD  1 1  COS  - 


2 


en  égalant  ces  deux  rapports,  on  a  la  première  formule 
de  Delambre 


.    Ah-B            a  —  * 
sm cos 

2  2 


c  c 

cos  -  cos  - 

2  2 


Si    l'on   compare,   d'après   la  même  règle,    le   côté 

■ry  ^         "J-_  ^_» 1_   • il_   »    1^   1 '■^V ^ 

~"  2  2* 


2 

AU  i.Aiaj«gA.^  lavi 

UVA.C  a   la  A/asi 

on  en  déduit 

.    A  — B 
sin 

2 

8in 

2 

Hl-î) 

—                  > 
.     c 
sm- 

2 

ou 

.    A-B 
sm 

2 

sm 

2 

C      ^ 

cos- 

2 

c 
sm- 

2 

qui  est  la  deuxième  formule  de  Delunbre. 


27. 
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La  denxiènie  règle  foomii  les  deux  antres  formoles 


A-hB                a  -h  b 
cos r-  cos 

7,  2 


COS 


\2  2/  2 


A  — B 
cos cos 


cos 
ou  bien 


\2  2/  \2  2/ 


A-hB  fl  -h  /r 

COS cos 

2  2 


.     C  f 

sin  -  cos  - 

2  2 

A  — B  .    a  -h  b 

cos sin 


.   C  .    c 

sin  -  sm  - 

2  2 


S«UITIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSEES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  752; 
Pàe  m.  L.  BINY, 

Élère  (le  Mathématiques  spéciales  an  lycée  de  Toulouse 
(classe  de  M.  Forestier). 

On  circonscrit  à  un  triangle  quelconque  une  courbe 
du  second  degrés  telle  que  les  normales  aux  trois  som- 
mets du  triangle  passent  par  un  même  point;  on  de- 
mande de  prouver  que  le  lieu  de  ce  point  est  une  courba 


(4>«  ) 

à  centre  du  troisième  ordre.  Déterminer  cette  courbe. 
Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale. 

I.  Soient 

a  =;  O,      ê  izz  o,      7  =  0, 

les  équations  des  trois  côtés  BC,  AC,  AB  du  triangle; 
l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  ce  triangle 
sera 

/        m        n 

a         D        7 

et  les  tangentes  aux  trois  sommets  A,  B,  C  auront,  res* 
pectivement,  pour  équations 

67  a        7  a         6 

—  -h  -  ==  O,      -  -f-  -î-  ==  o,     y  -h  -  =:=  o. 
m       n  In  i        m 

Les  normales,  ou  les  perpendiculaires  aux  tangentes, 
seront  représentées  par 

6  7 


fi  —  m  cos  A 

M  —  n  cos  A 

a 

7 

n  —  /cosB 

/—  /icosB' 

S 

a 

/  —  m  cos  0 

m  —  /cosC 

En  éliminant  /,  m,  n  entre  ces  dernières  équations, 
nous  aurons  Téquation  du  lieu  géométrique  cherché.  L'é- 
limination donne 

(         (a-^  7COsB)(6-+- acosC)  (7 -4-6cosA) 
1  =:(a^- 6cosC)(7 -+-acosB)(6  4-7COsA). 

On  voit  que  ce  lieu  est  une  ligne  du  troisième  ordre. 
Pour  démontrer  que  cette  ligue  a  un  centre,  je  poserai 
le  théorème  suivant  : 
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Si  m  droites,  au  moins,  passant  toutes  par  un  même 
point,  coupent  une  courbe  du  m'*"**  degré,  chacune  en 
m  points,  réels  ou  imaginaires^  deux  à  deux  symétrie 
ques  par  rapport  au  point  de  rencontre  des  droites,  ce 
point  de  rencontre  sera  le  centre  de  la  courbe. 

En  effet,  prenons  pour  origine  lé  point  de  rencontre 
des  m  droites.  Soit  j'  =  hx^  Téquation  de  l'une  quelcon- 
que de  ces  droites;  les  abscisses  des  points  où  elle  coape 
la  courbe  du  m'  degré,  seront  déterminées  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

A«"H-  Bj:^»  h-  C«*-»  -h . .  .=:  o, 

et  qui  ne  doit  contenir  que  des  termes  de  même  parité 
/que  m. 

Le  coefficient  B  de  x"~'  est  une  fonction  algébrique 
de  A:,  au  plus  du  degré  m  —  i .  Cette  fonction  doit  être 
annulée  par  m  valeurs  différentes  de  h-^  donc,  les  coeffi- 
cients des  puissances  de  h  qui  la  composent,  sont  identi- 
quement nuls.  Il  en  est  de  même  des  termes  en  xf^^^^ 
x*^*,. . . .  Donc,  Téquation  de  la  courbe  ne  contient  que 
des  termes  de  même  parité  qne  m,  en  x  Qlj*  Par  consé- 
quânt,  Torigine  des  coordonnées  est  le  centre  de  la  courbe. 

c.  Q.  F.  n. 

Cela  posé,  je  dis-  que  le  lieu  dont  nous  avons  trouvé 
Téquation  a  pour  centre  le  centre  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  donné. 

Les  équations  des  droites  menées  des  sommets  A,  B,  C 
au  centre  O  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  sont 

7CosB=6cosC,     ôcosA  =  acosB^     «cosC  =  7CosA; 

les  coordonnées  du  point  commun  à  ces  trois  droites  véri- 
fient Téquation  du  lieu  ;  donc  la  ligne  du  3^  ordre  que 
cette  équation  représente,  passe  par  le  centre  O  du  cercle 
circonscrit  au  triangle. 


(423) 

Cette  courbe  passe  par  les  irois  sommeu  A,  B,  C  du 
triangle  ABC,  et  par  les  points  A^,  B^  C,  diamétralement 
opposés  à  A,  B,  C,  sur  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle. 

Il  est  évident  que  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C 
satisfont  à  Téquation  (i). 

Le  point  A'  est  à  Vintersection  des  droites  BA\  CA\ 
perpendiculaires  a  BA,  CA,  et  qui  ont  pour  équations 

a  -4-  7  cosB  =  G,     a  -f-  6  cosC  =  o. 

Or,  «  -f-  y  cosB  est  fadeur  du  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (i),  et  a  +  6cosC  est  facteur  du  second  membre; 
donc  les  coordonnées  de  A'  vérifient  Téquation  (i).  On 
prouve  de  même  que  B'  et  C  sont  des  points  du  lieu. 

Ainsi,  chacune  des  trois  droites  AOA',  BOB',  COC 
coupe  la  courbe  en  deux  poiuts  symétriques  par  rapport 
au  point  O  ;  il  résulte  du  théorème  que  nous  avons  pré- 
cédemment démontré,  que  le  point  O  est  le  centre  de 
cette  courbe. 

En  modifiant  la  forme  de  Tcquation  (i),  ou  trouve 
d'autres  points  qui  appartiennent  encore  à  la  courbe,  et 
dont  Texistence  pouvait  être  prévue.  En  développant 
cette  équation  ou  a 

6  (a»—  7»)  (cosA  cosC  —  oosB)  4-  a (7'  —  6')  (cosBcosC—  cosA) 
-+-  7  (6'  —  a')  (cosA  cosB  —  cosC)  ^^  o. 

Sous  cette  forme  Féquation  montre  que  la  courbe  passe 
par  les  points  de  rencontre  des  bissectrices  extérieures  et 
intérieures  au  triangle  donné  (^). 


(*)  Le  Ueu  cherché  est  celui  d'un  point  P  tel  que  les  perpoiidicttlaire:» 
menées  aux  droites  PA,  PB,  PC  par  les  sommets  A,  B,  C  du  triangle  ren- 
contrent les  côtés  opposés  BC,  AC,  AB  en  trois  points  on  ligne  droite. 
Cette  délinition  de  la  ligne  que  Ion  cherche  donne,  sans  aucun  calcul. 


(  4îi4  ) 

La  courbe  a  des  branches  infinies^  car,  si  Ton  mène 
par  le  sommet  A  une  parallèle  AM  au  côté  BC,  le  système 
de  ces  deux  parallèles  AM ,  BG  peut  être  considéré  comme 
une  ligne  du  second  ordre  passant  par  les  sommets  A,  6, 
G,  et  les  normales  en  ces  points  A,  B,  G  se  coupent  à 
Tinfini.  Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  côtés  du 
triangle. 

Nous  avons  remarqué  que  les  facteurs  du  premi^  de- 
gré, dont  les  produits  composent  les  deux  membres  de 
Téquation  (i)  du  lieu,  donnent,  égalés  à  zéro,  les  équa- 
tions des  perpendiculaires  élevées  sur  les  trois  côtés  du 
triangle,  en  ses  trois  sommets.  Ges  six  droites  formeni 
un  hexagone  inscrit  dans  le  cercle  circonscrit  au  triangle, 
et  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux  et  parallèles.  Od 
voit,  du  reste,  que  Téquation  du  lieu  s'obtient  en  égalant 
le  produit  des  premiers  membres  des  équations  de  trois 
des  côtés  non  consécutifs  de  cet  hexagone,  au  produit  des 
premiers  membres  des  é<]uations  des  trois  autres  côtés. 
Ge  qu'on  peut  écrire  ainsi 

(2)  AC.  BA'.  CB'  ^  AB'.  CA'.  BC. 

Prenons  pour  origine  de  coordonnées  rectangulaires  le 
centre  O  du  cercle  circonscrit  ;  pour  axe  des  abscisses  uoe 
parallèle  au  côté  BG,  Taxe  des^  sera  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  sur  ce  côté,  en  nommant  r  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle,  les  droites  AG\  BA',  CB', 


douze  points  qui  apparlienneut  à  cette  ligne  :  ce  sont  les  trois  sommets 
du  triangle,  le  centre  de  la  circonréreoee  ciroonscrite,  les  points  de  eetie 
circonférence  diamétralement  opposés  aux  sommets,  le  point  de  ooncoun 
des  trois  hauteurs  et  les  centres  des  quatre  circonférences  tangentes  aux 
trois  côtés  du  triangle.  Il  suffit  de  connaître  neuf  points  d*une  ligne  do 
troisième  ordre  pour  qu'elle  soit  déterminée. 

Au  moyen  de  la  même  définition,  'on  trouve  en  coordonnées  ca/fe- 
tienaeSf,  et  par  un  calcul  assez  simple,  réqualiou  du  lieu  cherché.    G. 
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ÂB\  CA',  BC  seroni  reprëseutëes  par  les  équations 

.rcos C  —  j  sin C  -h  rsin B  =  b,     j;cosB  -«- /  sin  B  -♦-  r sin C  =  o, 

X —  rsinA  =  o; 
xcosB-«-jsinB— -rsînC=:o,     arcosC— :rMnC  — rsinB  =  o, 

ar-f-  rsinA  =  O. 

Substituant  dans  l'équation  (i),  on  a  Téquation  du  lieu 
en  coordonnées  Xy  y.  En  appliquant  à  cette  dernière 
équation  les  règles  qui  donnent  les  asymptotes,  on  trouve 
que  la  courbe  a  pour  asymptotes  les  trois  perpendiculaires 
abaissées  du  centre  sur  les  côtés  du  triangle  ;  la  forme  de 
la  courbe  est  alors  facile  à  déterminer. 

Lorsque  les  angles  B,  C  sont  égaux  entre  eux,  l'équation 
du  lieu  se  décompose  en  x  =  o  et  en  l'équation  d^une 
hyperbole. 

II.  Lieu  du  pied  de  la  quatrième  normale. 

On  sait  que  par  les  pieds  des  quatre  normales  menées 
d^un  point  à  une  conique,  on  peut  faire  passer  une  hyper- 
bole équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux 
axes  de  la  conique.  Cela  posé,  il  est  évident  que  Téqua- 
tion  du  lieu  s'obtiendra,  en  éliminant  /,  m,  /?,  entre  Fé- 
quation  d'une  conique  circonscrite  au  triangle  proposé, 
l'équation  de  l'hyperbole  équilatère  dont  nous  venons  dé 
parler,  et  la  relation  qui  existe  entre  /,  m,  n^  pour  que 
les  normales  en  A,  B,  C  à  la  conique  se  coupent  au  même 
point  (*). 

On  peut  encore  obtenir  Téquation  du  lieu  en  s'appuyant 
sur  ce  théorème  connu  : 

Dans  une  conique  à  centre  les  pieds  des  trois  nàr- 
(*)  La  relation  qui  existe  entre  /,  m,  n  lorsque  Téquation 
représente  une  conique  donl  les  normales  en  A,  B,  C  se  coupent  au  même 


(  4^6  ) 

niâtes  issues  d'un  même  point  et  le  symétrique  du  pied 
de  la  quatrième  normale,  par  rapport  au  centre  de  la 
conique,  sont  sur  une  même  circonférence» 

Note.  —  MM.  Carlos  'WaUeao,  élève  de  M.  Painvin,  el  M.  DaTÎd  ont 
doDDé  de  cette  question  des  solutions  peu  différentes  de  celle  qui  pré- 
cède. 


Question  754; 

Pae  m.  Victoe  STREXALOFF, 
Élève  de  lUniversité  de  Saint-Pétersboarg. 

Soient  a,  6,  y  les  milieux  des  côtés  BC,  AC,  AB  d'un 
triangle^  P  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  AD,  BE, 


point  est 

(a)  '(„•-„«) -H  Jï-(n« -/•)-!.  ^  (/«-«•)  =o. 

smA^  '      sinB^  '      sinC^  ' 

Quand  l'équation  (i)  représente  une  hyperbole  équilatère^  on  a 

(3)  /cosA-hmcosb  +  ncosC  =  o. 

Les  équations  (i)  et  (3)  donnent 

/=oc(yCosC  —  6cosB),    m=i6(eecosA — ycosC,\    n=y(6cosB — acosA;. 

On  peut  remarquer  que 

ycosG  — 6cosB  =  o,    acosA  — ycoaC  =  o,    €cosB — acosA=o 

sont  les  équations  des  perpendiculaires  abaissées  des  trois  sommets  A,  B» 
C  sur  les  côtés  opposés. 
En  désignant  donc  par 

a'  =  o,    6'  =  o,    /  =  o, 

les  équations  des  hauteurs  du  triangle  donné,  il  vient 

1rs  ««',      m  =  16',      Il  =r  yy\ 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  l,  m,  n  par  ces  expressions»  daus  Tequa- 
tion  (a),  il  en  résulte 

,iHlK««')'-(>/)']-f;5B[(//)'-(«-')']+^[(««')'-(6r)']  =  o. 


(  4^7  ) 
CF;  O  le  centre  dti  cercle  circonscrit  au  triangle  dont 
le  rayon  est'R, 

Sur  les  serments  PA,  PB,  PC,  Pa,  P6,  Py,  on  prend 
les  points  p,  q,  r,  p',  q',  r',  ele  telle  sorte  que 

P//  =  L  PA.     P«  =  -  PB,     Pr  =  i  PC; 
n  n  n 

Py=-Pa,      Pi7'=-P6,      Pr'i^-Pv; 
n  n  n     ' 

et  enfin,  on  désigne  parpf  y  ç",  r"  les  pieds  des  perpendi- 
culaires  abaissées  des  points  p',  q',  r'  sur  les  liauteurs 
AD,  BE,  CF  respect iutment. 

Démontrer  que  p,  q,  r,  p',  q',  r',  p^,  c[\  r^  sont  neuf 
points  d^une  même  circonférence,  dont  le  rayon  est  égal 

à  -  R,  e£  dont  le  centre  est  un  point  M  situé  sur  la  ligne 
PO,  de  telle  sorte  que  PM  =  -  PO  (*) . 

D'abord,  je  démontre  que  les  trois  points  p,  q^  r  se 
trouvent  sur  la  circonférence  décrite  du  point  M  comme 

centre  avec  un  rayon  égal  à  -  R. 

Je  mène  les  droites  OA,  OB,  OC.  Puisque 

PO       PA       PB       PC 

PM  ~  Pp  ""  P9  ~  Pr  "^  "' 

il  est  clair  que  les  droites  Mp^  M 9,  Mr  sont  respecti- 
.  vement  parallèles  aux  rayons  OA,  OB,  OC  ;  et,  par  con- 
séquent, on  a 

POOAOBOC 

PM  "  Mjj    "  M^  ~"  Mr  ""  ''^ 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  4»8  ) 
d'où  Ton  déduit 

Donc,  les  points  p,  q^  r  sont  sur  la  circonférence  doni 

le  centre  est  le  point  M,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  -  B. 

Maintenant  il  me  reste  â  démontrer  que  tous  les  autres 
points  p\  g\  r',  p",  ç"^  r"  sont  sur  la  même  circonférence 
que  les  points  p^  q^  r.  Pour  établir  cette  proposition  il 
suffit  de  faire  voir  que  les  lignes  p'M.pj  ç'fAqj  r^Mrsoni 
des  lignes  droites  divisées  chacune,  au  point  M,  en  deux 
parties  égales.  Et  il  est  bien  facile  de  reconnaître  que  cela 
revient  à  démontrer  que  les  droites  MSi,  MSs,  MS»,  me- 
nées de  M  aux  milieux  Si,  St,  Ss  des  droites  Pp'j  Pt/^  Pr'. 
sont  respectivement  parallèles  k  Pp,  P^,  Pr,  et  égales 

à  IPd,  ip^,  iPr. 

On  a 

PS,=:-P/i=ipa     et     PM=:-PO; 

d'où 

PS,  _Pa 
PM""PO' 

donc  MSi  est  parallèle  à  Oa,  et,  par  suite,  â  P^. 
De  plus. 


MS,=:-Oa. 

n 

Mais  on  sait  que 

Oa  =  -PA; 

2 

il  en  résulte 

MS,  =  —  PA  =  -  P/7. 

2/ï  2     '^ 


(4«9) 
Il  est  éfident  qu*on  prouverait  de  même  que  les  droites 
MSt,  MSs  sont  parallèles  aux  droites  P^,  Pr,  et  égales 

àiPi7,-Pr. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Note,  —  Cette  première  partie  de  la  qnestion  754  a  de  même  été  résolue 
par  MM.  E.  Roudox,  élère  du  lycée  Gharlemagne;  V.  Niébylowski,  du 
lycée  Bonaparte  ;  H.  Feuilles,  et  A.  Viant,  du  PryUnée  Militaire. 

Quant  à  la  condition  de  contact  (p.  96),  M.  Niébylowski  remarque 
qu*e1le  ne  peut  être  généralement  exprimée  par  l'égalité 
I  r« 

n  p 

car  p*s  — 3R*cosAoosBcosG»  et^  dans  le  cas  du  triangle  recta ngle« 
on  a 

p*=:6    et  par  suite    -  =  qo. 


Question  725  {*)-, 

Par  m.  Renaud, 

Élère  du  lycée  Louis-le-Grand. 
Résoudre  algéhriquement  Véquation 

{[x  -h  2  )«  -h  «»]*  —  Sx*  (x  4-  7)K 
Première  méthode.  —  Posons 

l'équation  devient 

(i)  (j« +  «»)«  =  Sx*  j^»; 

divisant  les  deux  membres  par^*,  on  a 


{*)  La  solution   donnée  dans  le  numéro  de  juin  renferme  quelque 
inexactitudes. 


(  43o) 
Soil 

Téquaiion  (2)  développée  devient 

(3)  z»  — 5«»-*-3»-hi=o. 

Cette  équation  admet  la  racine  i  ;  elle  peut  donc  s*écrire 

(z  —  i)  («'  --  4*  —  0  =  «>• 

Ses  racines  sont  donc  i«  a  4-  ^  et  2  —  ^. 

tr=i     donne    *' =  (x -f- 2)*    on    xm — i, 
2  =  a-|-v^     donne     ar*=:(x  4- 2)^(2  4- \^), 

(4)  X»  ( I  -f-  v^)  -h  4*  (2  -h  v/5)  4-  4  (a  4-  v^)  =  G  ; 
les  racines  de  cette  équation  (4)  sont 


-^2f2  4-v/5)±v/4(2  +  ^/5)'-~4(i-f-V5)(2-hv5) 
I  -f-  s/5 


^^^a(2  +  v/5)±:v/4(aH>\/5). 
I  -4-V/5 

ou,  en  rendant  le  dénominateur  rationnel, 


~3-v'5±Va  +  2s/5 
x  = i 

z  =  a  —  ^  donnerait  pour  x  les  valeurs 


—  3  +  v/5d=v/2-av/5 


En  divisant  par  ^*,  nous  avons  écarté  le  cas  de  ^  =  o: 
or,  j^  =  o  donne  x  =  —  2  qui  n'est  pas  racine  de  Téqua- 
tion  proposée  ]  nous  avons  donc  les  seules  racines  de  Té- 


(43i  ) 
quatioD  ;  trois  sont  réelles  et  négatives,  les  deux  autres 
imaginaires. 

Voici  maintenant  la  méthode  de  M.  Lebasteur. 
Je  pose 

y  ai  alors 

(jr»4-i)3=(jr-iV(j-4-i)» 

Soit 

I 

r  -t-  -  =  ». 

X 

Divisant  les  deuT  membres  par/*,  Téquation  s'écrit 


Or, 


r»-i-~  =  «^— 2; 


on  a  donc 

z»  =  (z'  ~  4)  (*  —  ^)î     c'est-à-dire     z^-hiz^  ^  =  0^ 
équation  dont  les  racines  sont 

Mais  on  a 


«  ±:  v/2'  —  4 

J'— 2r-HI=0,      jrzzr. 1 1 

9. 

et 

Z  —  2  ±  ^Z*  —  4 

-rnzj'— I,     x  = -^^ :?, 


_  --3d=v/5±v^(>-  .  ± v/5 )' -  4 


(43a  ) 
II  faut  ainsi  ajouter  la  racine  —  i  fournie  par  l'hypothèse 

r  =  o. 

Les  cinq  racines  sont  donc 


.r,  —  —  I ,    X,  = î n: , 

2 


jfj  — : 

2 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  se  correspondant,  les 
racines  fournies  par  les  signes  inférieurs  sont  réelles; 
nous  avons  donc  trois  racines  réelles. 


«UBSTIINS. 


775.  L'équation 


IH 


I  1.2         I .2.3        '  *  '         1.2.3. . .n 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles.  (Sylvester.  ) 

776.  L'équation 

'  1.2  I . 2 ... A 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles,  quand  y  est  >  o,  cl 
<  —  n.  (Sylvester.  ) 

777.  Si  l'équation /(ar)  =  o  n'a  que  des  racines  ima- 
ginaires, l'équation 

/(*)  -h  fl/' (*  ) -h  /!»/'' (X)  -h  .  .  . -h  «-/«  {*)  =  o 

n'aura,  elle  aussi,  que  des  racines  imaginaires. 

(HsRMrTE.) 
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NOUVELLE  MÉTHODE  POUR  DfiTBRHIIiBR 
LES  GARAGTliRISTIQUES  DES  SYSTÈMES  DE  GONigUBS 

(TOlr  page  868); 

Par  m.  H.-G.  ZEUTflEN  (db  Gopenbaoub). 


IX.  —  Cas  particuliers  de  la  détermination  des  caracté- 
ristiques  des  systèmes  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
second  ordre  et  deux  du  premier  ordre  auec  des  courbes 
données. 

40.  Nous  nous  contenterons  de  considérer  les  cas  où 
deux  des  courbes  données  se  touchent. 

Supposons  premièrement  que  les  courbes  Cm,,»,  et 
Cm„nj  dont  les  contacts  avec  les  coniques  du  système 
sont  du  premier  ordre,  se  touchent  en  un  point  0.  Alors 
selon  le  n«  23,  le  système  [(C„,„)%  Cm„n„C^,n,]  se  di- 
vise en  deux:[(C«,„)%C„„„,9],[(Cm,„)%C,„„„-C„,J, 
et  une  caractéristique  du  système  général  comprend  Jeux 
fois  la  caractéristique  homologue  du  premier  système  par- 
tiel et  une  fois  celle  du  second.  On  sait  encore  selon  le 
n^  24  que,  pour  toute  espèce  de  coniques  infiniment 
aplaties  du  système  général  limitées  à  un  point  d'inter- 
section de  C,„^,„,  avec  C,^,„j^le  premier  système  partiel  en 
contient  une  qui  comprend  les  coniques  passant  par  le 
point  de  contact  0  et  du  reste  déterminées  de  la  même 
manière  qu'au  grand  •  système,  et  que  celle-ci  a,  dans  le 
nombre  X  du  système  partiel,  le  même  coefficient  que 
Tespèce  homologue  dans  le  X  du  système  général.  Comme 
le  système  général  ne  contient  aucune  conique  infini- 
ment aplatie  renfermée  daijs  une  tangente  commune*  à 

iiM.  ds  Mathémat.,  a«  série,  t.  V.  (Octobre  1866.)  28 


(  434  ) 
Crt„„,  el  Cw„„3,  les  systèmesr  partiels  n'en  contiendront 
plus  dans  la  tangente  de  contact  au  point  6  (voir  le 
,|0  24 j.  Toutes  les  coniques  infiniment  aplaties  du  sys- 
tème [(C,„,,n)',  C„„„,  9)  correspondent  donc  à  la  pre- 
mière et  A  la  cinquième  espèce  nommées  au  n^  29^  et 
les  théorèmes  du  n^  34  donnent  lieu  aux  suivants  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
second  ordre  avec  une  courbe  donnée  C,„,  „  et  un  contact 
du  premier  ordre  en  un  point  donné  0  avec  une  autre 
courbe  donnée  C,ni,n„  dj^ut  compter  dans  le  nombre  X  :  • 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  limitée 
à  6,  tangente  à  C„^n  ^^  limitée  au  point  de  contact; 

Une  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  limitée  à  B 
et  à  un  point  de  rebroussement  de  Cm,». 

Par  des  procédés  analogues,  ou  au  moyen  du  principe 
de  dualité  on  Toit  que  : 

Pour  le  même  systèmcy  il  faut  compter  dans  le  nom-- 
bre  xsi 

Trob  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
de  la  tangente  à  Cm,,„j  au  point  6  et  de  la  droite  qui 
toucheCn^n  en  l'un  des  points  où  elle  rencontre  laprenuère 
droite; 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée  de 
la  tangente  à  Cm„n,  ^u  point  6  et  d'une  tangente  d*in'- 
flexion  à  C^^n- 

41:  On   aura   (selon    le    n?    40)    pour   le   système 

ta  =  3.IW  -4-  i.f'. 

d'où 


(435) 
Alors 

(i5^)  [(c;-,«r,c.,;„,o]=(fx,v). 

Si  C,M,„  est  une  courbe  générale  de  Tordre  m,  on  trouve 

(i5r)  fi  =  V  z=  3/ii(iîi  —  i). 

42.  Les  théorèmes  du  n^  40  sont  encore  Trais  dans  le 
cas  où  les  courbes  C^,»  et  Cm,,^^  coïncident  et  pour  un 
système  de  coniques  qui  ont  avec  une  même  courbe  deux 
contacts,  l'un  du  second  ordre  en  un  point  non  donné, 
Tautre  du  premier  ordre  en  un  point  donné.  Ce  système 
sera  représenté  par  [(C^,n)'>  C«,„e].  On  trouve  pour  ce 
système  : 

X  =  3.(«  — a)-hi.rf% 

w  =  3.(iw— 2)  ^i.t', 
d'où 

(i6fl)      ft  =  V  =  3(/i  —  a)  -h  ^  =  3(/w  —  2)  -f-  z'. 

Alors 
(i66)  [(C.,.)SC..,-.ô)  =  (f^,v). 

Si  C,„^„  est  une  courbe  générale  de  l'prdre  m,  où  trouve 

(l6tf)  fjt  =:v=3(m  — 2)(llH-l). 

Pour  m  =  2  on  trouve  (x  =  v  =  o. 
Pour  m  =  3  on  trouve  (x  =  v  =  12. 

43.  Nous  aurons  encore  à  traiter  les  cas  où  une  courbe 
avec  laquelle  les  coniques  d^un  système  ont  un  contact  du 
second  ordre,  en  touche  une  autre  avec  laquelle  elles  ont 
un  contact  du  premier  ordre.  Alors  la  formule  (I)  du 
n®  23  sera  remplacée  par  la  suivante  : 

I  N[{C«.»)»,  €«.,„.,  Z„ZJ  =  3N [(€«,,)*«>  Zi»Z.] 


28. 


{  436) 
OÙ  {C,„,„)*0  exprime  la  condition  cFun  contacldu  second 
ordre  en  un  point  donné,  et  (C„,„)'  —  C,„/,„/  celles  d'avoir 
avec  C„,„  et  C„/,„/  qui  se  louchent  elles-mêmes  des  con- 
tacts séparés  respectivement  du  second  et  du  premier 
ordre. 

On  aura  en  particulier,  si  G,»',»/  se  réduit  à  un  point, 

où  (C,n,n)*  —  P  représente  les  conditions  d'avoir  avec 
Cm,»  ttn  contact  du  second  ordre  en  un  point  non  donné, 
et  de  la  couper  en  un  point  donné.  Si  C^/^^/  se  réduit  à  une 
droite,  la  formule  (I)  sera  remplacée  par  la  suivante  : 

^      '  \  -^N[(C.,„V-/,Z,,Z,). 

Au  moyen  de  la  formule  (I),  où  Ton  peut  remplacer  la 
condition  Zi  successivement  par  celles  de  passer  par  un 
point  et  de  toucher  une  droite,  on  voit  qu'un  système 
[(Cm,„)%  C«,,„,,  Z]  ,  dans  le  cas  où  C^^^  et  C„/,„.  se  tou- 
chent elles-mêmes,  se  divise  en  deux  systèmes  partiels 
[(C^,„)»e,  Z]  et  [(C„,„)»  — C«/,^,Z],  et  que  chacune 
des  caractéristiques  du  système  général  comprend  trois 
fois  la  caractéristique  homologue  du  premier  système 
partiel  et  une  seule  fois  celle  du  second  système. 

44.  Pour  trouver  les  coniques  singulières  d'un  sys- 
tème [(C«,„)*9,  Z],  il  faut  regarder  celle  du  système 
[(Cm,»)*>  C^,nf%  Zl]  et  examiner  ce  qu'elles  deviennent 
dans  le  cas  où  deux  points  d'intersection  p,  et  p^  de  C„,„ 
et  C„,f,„f  coïncident  avec  un  point  de  contact  9.  Au  système 
[(Cm,n)*&î  Z]  pourront  appartenir,  après  cette  coïncidence 
de  Pi  et  p^ ,  des  coniques  infiniment  aplaties  : 

1**  Tangentes  à  C^^^  en  l'un  des  points  p,  ou  pt  et 
limitées  au  même  point  ^ 


(437) 

u®  Renfermées  dans  une  des  deux  tangentes  communes 
à  C«,„  et  €„/,„/,  qui  coïncident  en  même  temps  que  p^  et 
pt  et  limitées  au  point  de  contact  avec  C^,»* 

Ces  deux  espèces  de  coniques  singulières  seront,  après 
la  coïncidence  de  pi  et  p, ,  renfermées  dans  la  tangente  à 
Cn,n  AU  point  6  et  limitées  à  ce  point.  Mais  elles  n^appar- 
tiendront  pas  toutes  au  premier  système  partiel,  parce 
qu'une  conique  infiniment  aplatie,  déterminée  de  la  ma- 
nière indiquée,  est  aussi  une  limite  des  coniques  du  sys- 
tème [(C„,  „)•--- C^,^,  Z).  (roirlen°24.) 

Si  la  condition  Z  consiste  dans  un  contact  avec  une 
courbe  donnée  Cm^,ni  )  les  coniques  aplaties  dont  il  s'agit 
seront  assujetties,  à  côté  des  conditions  nommées,  de  tou- 
cher Cm, A  au  point  9  et  d'y  être  limitées,  à  celle  d'être 
limitées  par  Cm^^m*  Les  coniques  infiniment  aplaties  du 
système  [(C^,„)%  C«.,  „.,  C„„„  J ,  qui  coïncident  dans  cha- 
cune, comptent  pour  i8  dans  le  nombre  ^  de  ce  système 
(selon  la  deuxième  et  la  troisième  proposition  du  n^  34). 
Si  nous  supposons  que  la  même  conique  singulière  compte 
pour  X  dans  le  X  du  système  [(C„,,„)'65  C„,,„J  et  pour  y 
dans  celui  du  système  [(Cm,„)'  — C„/,;^,  C„,,„J,  nous 
aurons,  selon  les  n^^  43  et  22, 

d'où  x<C6,  puisque  jr  est  positif. 

Les  coniques  à  point  double  donnent  lieu  à  des  consi- 
dérations semblables^  mais  pour  elles  nous  renvoyons  au 
principe  de  dualité. 

45.  Le  système  [(C;„,„)*9,  C^,,»  ]  ne  contient  de  co- 
niques infiniment  aplaties  que  celles  qui  sont  nommées 
au  n'^  44.  Donc 
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d'où 

ii  =  j  a:  (2111,-4-  «,); 

Ci  devant  èlre  entier  et  x  positif  et  plus  petit  que  6,  on 
doit  avoir  x  =  Z. 

On  trouve  maintenant 

,  ,  (    fi=2llf,-f-if,, 

{»7«)  I 

(    y  =  3  />!  -f-  1t|  y 

(17*)  [{C-.,)'0,C^...l  =  (ft,»). 

46.  X  ayant  la  valeur  3,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

Pour  un  système  de  coniques  ayant  un  contact  du 
second  ordre  en  un  point  donné  6  a%^ec  une  courbe  C„^„, 
et  un  contact  du  premier  ordre  en  un  point  non  déter- 
miné  avec  une  courbe  C„,,„j^  on  doit  compter  : 

Dans  le  nombre  X^  trois  fois  toute  conique  infiniment 
aplatie,  tangente  à  €„,»  au  point  Q,  limitée  à  ce  point  et 
a  C—  «  • 

Et  dans  le  nombre  is,  trois  fois  toute  conique  ayant  0 
pour  point  double,  composée  de  la  tangente  à  C,k^„  en 
ce  point  et  d'une  tangente  à  C«,^„ . 

Ces  théorèmes  sont  encore  vrais  lorsque  C^,„  et  C„,,,^ 
coïncident. 

47.  Le  système  [(€«.,«)"  6,  Cw,n]  dont  les  coniques  ont 
deux  contacts  avee  C^,»,  l'un  du  second  ordre  en  un  point 
donné,  Tautre.  du  premier  ordre  en  un  point  non  déter- 
niiné,  ne  contient  pas  d'autres  coniques  singulières  que 
celles  que  nous  venons  d'indiquer  au  n°  46.  Donc 

X=:3  (m  —  2),      wnz3(/f  —  2), 
d'où 

I  V  r-  m  -h  in  —  6, 
(i8*)  [(C,„)'0,  C.,„]^(p,v), 
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et  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  niy 

^       ^  I  v  =  (m-2)(rim-h3). 

Pour  m  =  2 ,  on  trouve  (x  =  v  =  o, 
Pour  m  =  3 ,  on  trouve  fji=  6,  v  =  9. 

48.  Les  caractéristiques  des  systèmes 

(voiries  n°'  40  et  43)  se  trouvent  maintenant  au  mdyen 
des  équations  (I)  des  n"'  %i  et  43. 

Pour  trouver  les  caractéristiques  du  système 

dont  les  coniques  ont  avec  €„,„  un  contact  du  second  et 
un  contact  du  premier  ordre,  et  avec  C„^,„^,  qui  touche 
Cm,„,  un  contact  du  premier  oi^re  séparé  des  deux  pre- 
miers contacts,  on  fait  usage  de  Téquation  suivante  : , 

(!)  4-3N[(C«,,)'e,C«,„,Z] 

On  trouve,  en  particulier, 

/N[(C.,«)%C«,„,A>,Z]  =  2N[(C..,)^C«,„e,ZJ 

(n)  +3N[(c„,„ve,c«,„z] 

(  -hN[(C„,„)^-/;-C«,„,Z], 

où  (C«,„)'  —  p  —  C,n,„  exprime  les  conditions  de  deux 
contacts  du  second  et  du  premier  ordre  en  des  points  non 
donnés,  et  d'une  intersection  en  un  point  donné,  avec  une 
même  courbe  C«,„,  et 

N[(C.,,)S  €.,„  /,  Z]=  2N [(€«.,)%  C.,„ô,  Z] 

^3N[(C.,.)'ic..„,Z] 

^-N[(C«.„)'-  /--C„..„,  Z]. 
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X.  Détermination  des  awactéristiques  d^un  système  de 
coniques  gui  ont  des  contacts  du  second  ordre  auec 
deux  courbes  données, 

49.  Soient  C,n,n  et  C„„„,  les  courbes  données-,  alors  le 
système  ^ra  désigné  par  [(C„,„)%  (C«„„,)"]. 

Il  contient  toute  conique  infiniment  aplatie  : 

1^  Renfermée  dans  une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  et  limitée  aux  points  de  contact  ^ 

a^  Passant  par  un  point  de  rebroussement  de  Tune  des 
courbes  données,  tangente  à  Tautre  et  limitée  aux  points 
de  rebroussement  et  de  contact; 

3®  Passant  par  et  limitée  à  un  point  de  rebroussement 
de  chacune  des  deux  courbes. 

Désignons  par  x,  y  et  z  les  coefficients  relatifs  à  ces 
trois  classes  dans  Texpression  de  A  ]  alors 

"kzzzxnni  -h y  (d' fil  -f-  d\n)-^zd^d\ , 
et  selon  le  principe  de  dualité 

cr  =  jrfltm,  -4-y(/'iWi  -I-  t\m)'^zt't\  , 
d'où  résulte 

p=  -[x(/7imi  -f-  7. nni)  "^ y  {t' lUi-^ t\m  -hud'/it  -f-  ad'^n) 
v=  •5[x(2/wiw,  -+-  ««,)  -h  y(2r'OT|  -h  2t\m  -h  rf'/i,  -{-d\n) 

50.  Pour  déterminer  les  valeurs  des  coefficients  nous 
essayerons  de  trouver  par  d'autres  moyens  la  valeur  de  fx 
dans  le  cas  où  C,„^„  est  remplacée  par  la  courbe  M  de 
l'ordre  m  et  douée  d'un  point  multiple  de  l'ordre  m  —  i , 
(voir  le  n^  30).  Il  nous  faudra  appliquer  le  iemme  du 
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n?  31  au  système  [M,  (C«„„,)',  p)  auquel  correspondront 
(les  notations  du  n^  31  étant  conservées)  les  valeurs  sui- 
vantes : 

r  =  I,     q  z=z  im  —  2, 

«  =  N[(M9,(C,.,..)',^] 
P  =  N[M-/,,,(C..,..  )%/»], 

ou,  d'après  l'équation  (H)  du  ii°  23, 

p  =  N[M, (C...,.)', p,^,)] -  2N [M e,  ( C..,. )', /»], 
d'où 

ja  +  p  =  2 (m  -  2)N[M9,(C..,..)S/.]  +  N[M,{C-..,.)',/»,/..]. 

Or,  selon  les  formules  (i5)  et  (ii),  qui  sont  encore 
vraies  pour  la  courbe  particulière  M  (*), 

N[M9.(C...,.)%p]  =  3«,  +  r;, 

N  [M,  (C..,..)',/7, /,.)  =  (  3/»,  -4-  »;  )(2M  +  fl), 

et,  selon  le  n°  30,  n  =  a  (m —  i)  ;  par  conséquent 

ya  +  P  =  6(»i  —  i)  (3i»,  H- *',  ). 

J 

Comme  aucune  des  qa-\-^  coniques  dont  un  point 
d'intersection  avec  M  coïncide  avec  un  point  de  contact 
n'est  infiniment  aplatie,  elles  auront  toutes  un  contact  du 
second  ordre  avec  cette  courbe.  Donc 

et  nous  aurons  une  expression  de  cette  quantité  en  sub- 
stituant dans  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  ji,  dans  le 
numéro  précédent,  les  valeurs  Ae  n^  d'  et  t' qui  corres- 
pondent à  la  courbe  M  : 

/l  =  2(/?I  —  l),      rf' =:  O,      r'=:3(/?l  —  2). 
{*)  Voir  la  notG   du  n»  32. 


(  44a  ) 

On  trouve  alors 

ya-h  p=  _|[(4p-f.i57)/ii— l8/lOT|-t-4(x— 3j^)(iii  — i)i!, 

-f-[(5r  +  3a)iK-6r  — 6*]f;{. 

Les  deux  expressions  de  ^âc  +  |3  doivent  être  égales,  ei 
comme  les  nombres  m,  miy  /ii  et  t\  peuvent  prendre,  in- 
dépendamment les  uns  des  autres,  une  infinité  de  valeurs, 
elles  doivent  être  identiques,  ce  qui  donne 

51.  En  substituant  dans  les  expressions  trouvées  pour 
lielv  dans  le  n?  49  ces  valeurs  de  x^j  et  z  et  réduisant 
au  moyen  des  formules  de  M.  Plûcker,  on  trouve 

(19a)  a  =  P  =  (3/w-f-/')(3OT,-+-<)=:(3rt-hrf')(3«.-h<); 
(^9^)  [(C«„)',(C«,,.r]  =  (p,v), 

et  quand  C,„,„  et  C„„„j  sont  les  courbes  les  plus  générales 
de  leur  degré, 

(19c)  fx  =  V  =  9/ii(/it  —  i)fli,  (ot,  —  i). 

52.  Les  coefficients  x^jr  et  z  qui  entrent  et  dans  1  et 
dans  CT  étant  trouvés,  nous  aurons  les  propositions  sui- 
vantes : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  des  contacts  du 
second  ordre  at^ec  deux  courbes  données,  iljaut  cornpter. 

Dans  le  nombre  X  : 

Neuf  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  renfermée 
dans  une  tangente  commune  aux  deux  courbes  et  limi- 
tée aux  points  de  contact^ 

Trois  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  pas* 
sant  par  un  point  de  rebroussement  de  Vune  des  dettx 
courbes j  tangente  à  Vautre  et  limitée  aux  points  de  re- 
broussement et  de  contact  ,• 
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Une  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  limitée  à 
un  point  de  rebroussement  de  chacune  des  deux  courbes^ 

Et  dans  le  nombre  xs  : 

Neuf  fois,  toute  conique  ayant  pour  point  double  un 
point  d'intersection  des  deux  courbes  et  composée  des 
fleux  tangentes  en  ce  point ^ 

Trois  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
d'une  tangente  d'inflexion  de  l'une  des  courbes  et  de 
la  tangente  à  Vautre  en  l'un  des  points  oà  elle  ren- 
contre la  première  droite  ; 

Une  fois,  toute  conique  à  point  double  composée 
d'aune  tangente  d'^injlexion  de  chacune  des  deux  cour-- 
bes(*). 


(*)  La  comparaison  de  ces  théorèmes  ayec  ceax  du  n^  34,  confirme» 
comme  dans  tous  les  cas  que  j'ai  traités,  la  règle  suiTanle,  qui  par  elle- 
même  est  très-probable. 

Lorsque  une  conique  infiniment  aplatie,  passant  par  et  limitée  à  un 
point  d'intersection  de  C„^,^  et  C^,^,»  et  satisfaisant  à  une  autre  couple 
de  conditions  que  nous  désignerons  par  X,  coiiipte  pour  x  dans  le  >l  du 
système  (Zp  Z^,  ^mi*iiii^mt,itt)f  et  qu'une  conique  infiniment  aplatie,  qui 
aussi  passe  par,  et  est  limitée  à  un  point  d'intersection  de  C^  ^^  avec 
^jMt>  ai»  e^  ^^  satisfait  à  une  couple  de  conditions  Y,  compte  pour  /  dans 
le  Jl  du  système  (Z„  Z^,  C^|,„,>  ^nis>i««)>  ^^  conique  infiniment  aplatie ^ 
déterminée  par  les  conditions  X  et  Y,  compte  pour  xx  dans  le  X  du  sys- 
tème (Z„  Z,,  Z„  Z,). 

Ayant  prouvé  aussi  pour  les  cas  où  lesconditions  Z^  et  Z,  (ainsi  que  Z, 
et  Z4),  ne  sont  pas  indépendantes  Tune  de  l'autre,  la  Téritéde  cette  règle, 
que  je  n'ai  pas  osé  accepter  a  priori,  on  pourrait  se  passer  de  tout  ce 
paragraphe-ci,  les  théorèmes  du  n^  52  résultant  alors  du  n»  34.  On  en 
pourrait  aussi  faire  usage  ailleurs  :  elle  donnerait,  par  exemple,  dans  le 
n^  29  les  équations  suivantes  entre  les  coefficients  : 

On  ne  pourrait  pourtant  se  passer  des  recherches  du  n<>  32. 

Du  reste,  nous  n'avons  pas  donné  à  l'énoncé  de  notre  règle  toute  la  gé- 
néralité probable,  mais  on  en  saura  mieux  fixer  l'extension  en  môme 
temps  qu'on  la  prouvera. 

(  La  suite  prochainement,) 
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NOTE  SUR  LB  UEO  US  FOYERS  US  SBCTHMS  GEHmUlS 
US  SURFACES  MI  SEGONl  U6Ri; 

Pai  m.  v.-a.  le  besgue. 


Pour  simplifier  le  calcul,  on  suppose  que  les  aites  des 
coordonnées  sont  aussi  les  axes  principaux  de  la  surface 
qui  a  pour  équation 

(i)  Ax»-l-Bj»-«-C»»=i; 

ou  représente  par 

(2)  mx -{- nj -^  pz  z=  o 
le  plan  de  la  section,  et  par 

(3)  j;*-«-j^-4-z*=r* 

le  carré  d'un  demi-diamètre  de  la  section.  En  exprimant 
que  r  prend  sa  valeur  maximum  ou  minimum  au  moyen 
des  équations 

m  dx  -h  n  djr  -h  p  dz  =i  Oy 

Ax  du:  -^  Bj^  djr  -^  Cz  dz  z=  o^ 

on  a,  en  éliminant  les  dérivées  — ?  — »  l'équation 

m (B  —  0)^$  -+-  «  (C  —  A) zj?  -h p{X  —  B)xr  =  o> 

OU  bien 

(4)  majrz-hnf^zx-hpyxjr:=o^ 

en  posant,  pour  abréger  : 

B  —  C=a,     C  —  A  =  p,     A  —  Bz^y. 
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Ces  équations  donnent  immédiatement 

a-hp-+-7  =  0,      a»-+-p»-4-7»=  — 2(ap  -^  ^y -h  yoi), 

aA-hpB-4-7C  =  o, 

a>A»-f-  p'B»-+-7'C»=:  —  a(apAB  -+-  P7BC-h7aCA), 

résultats  qui  serviront  bientôt. 

Les  équations  (i),  (a),  ( 4)  donneront  x,j^,  z;  puis (3) 
donnera  r.  Mais  le  calcul  de  r  peut  se  faire  plus  directe- 
ment comme  il  suit. 

Les  équations  (a)  et  (4)  donnent 

^   ^     x(pz^-yr')     j(7^'-«*')     ^(«r'-px^)-"  ' 

et,  en  mettant  pour  a,  P,  y  leurs  valeurs,  conduisent  à 

Mais  on  a 

V/->  =  Arn»x*-h  Br»  X' j'-h  CH  V  2% 
d'oii  Ton  tire  par  la  soustraction 

(i  —  Ar»)  Vx>-+- (i  —  Br»)  Vj»-|-  (i  —  Cr>)Vz»  =  o; 
puis,  mettant  pour  Xx,  Aj^^  Iz  leurs  valeurs,  il  en  résulte 


=  o. 


1— Ar»        I— Br>        i— Cr» 
et  par  conséquent  Féquation 

(BCot»-+-CA/i*-+- AB/?»)r^ 

—  [(B  -h  C)  /w>4-  {C  -4-  A)  «»  -4-  (A  -f-  B)/>»]  r' 
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OU,  pour  abréger, 

(6)  L/-«~Mr»4-N  — o. 

Les  deux  valeurs  de  r*  étant 


M±VM'— 4LN 


ladifTérence 

V^M»— 4LN 


=  P% 


prise  en  valeur  absolue,  sera  le  carré  de  la  distance  du 
centre  à  un  des  foyers. 

Le  carré  p'  peut  s'exprimer  comme  il  suit  en  fonction 
des  coordonnées  du  foyer.  On  remarquera  que  les  équa- 
tions (2),  (4)  étant  homogènes,  on  peut  y  remplacer  les 
quantités  Xy  y,  z  par  des  quantités  proportionnelles. 
Ainsi,  aux  coordonnées  des  sommets  on  peut  substituer 
celles  des  foyers,  et  Ton  aura,  ces  coordonnées  étant  x, 

m  n  p  

OU  bien  encore 

m  =  fAa?(pz»—  7/»),     n  1=^7(73:»—  az*), 

OU,  pour  abréger, 

Substituant  dans  la  valeur  de 


*       ,       V^M»— 4LN 
Li 


on  aura  d'abord 


t  =  BC^X»  +  CA  y  >  Y»  -f-  ABz>Z» 
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et  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs,  et  simplifiant 
au  moyen  de  l'équation 

a»  A» -h  p'B» H-  7'C*  =  —  2  (ap  AB  -h  p7 BC  -^-  7aCA  ), 

il  viendra 

i  =  {Ax^ -h  Bj> -+-  Cz*) (Xa'x^z^  -+-  Bp'z'x^  4-  Cj^x'y). 

Le  calcul  de  —  v^M* — 41-»N  est  plus  compliqué.  On  a 
d'abord,  réduction  faite, 

M»—  4LN  =  a^m^-hp^n*  -f-  y'p*—  ^piri'p^ 

puis,  en  remplaçant  m,  n,  /?  par  leurs  valeurs,  celle  de 
—  v^M«  — 4LN  devient 

Vx»X*-t-p'j^Y*-4-7'2*Z<  — aPvr'z'Y'Z'— 27az»j;^Z'X^— aap^^j'X'Y' 
ou  bien  encore 


Ce  résultat,  qui  ne  suppose  pas  la  relation 

a  H- p -h  7=0, 

s'ëublit  comme  il  suit  :  on  met  la  quantité  radicale  sous 
la  forme 

(a»x*X»—  2a7JP»z»Z^  —  2apxVY^)X^  -h  (pr'Y^  —  7z'Z')% 

et  comme  on  a 

Py^yx*—  oLZ^y—  yz^ay^—pj^y 

=  Pj^f  X*  -h  a}  z*)  —  yz^{a^y*  -^  P^ X*) 

=  (P*'-7r')(«^r'»'-P7^M 
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la  quantité  sous  le  radical  est  donc  divisible  par  X*.  On 
prouve  de  même  qu'elle  est  divisible  par  Y*  et  par  Z',  d'où 
il  suit  que  X*Y*Z'  est  diviseur  de  la  quantité  radicale. 
G>mme  cette  quantité  est  du  douzième  degré  en  x,  y^  z 
aussi  bien  que  le  produit  X'Y'Z*,  il  suffit  d'ordonner 
pour  trouver  le  quotient. 

Dans  la  quantité  radicale,  la  plus  liante  puissance  de  x 
se  trouve  dans  les  termes 

ou 

C'est  donc  (S'y'X^.x'  qui  est  le  premier  terme  de  la  quan- 
tité radicale  ordonnée  par  rapport  à  x. 

Dans  le  produit  X*  Y*  Z*  ou  X*(y  x»— a  z*)»(«r*— /3x*)', 
le  terme  en  x'  est  aussi  jS'y'X^.x'.  Le  quotient  est  donc 
l'unité. 

On  aura  donc 

Cette  équation  ne  diffère  de  celle  donnée  par  M.  Pain- 
vin  (Nouvelles  Annales^  p.  490,  1864)  que  par  le  dou- 
ble signe  du  second  membre.  Pour  le  voir,  il  suffit  de 

remplacer  A,  B,  C  par  — ?  t;»  -;•,  alors  a,  /3,  y  deviennent 
c^^b^    a^^c"    b*--a^ 

ay^-  px'  ^l[{e»-«')  J  ^(c^^b^fl^. 
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puis 
devient 

de  sorle  qu'en  multipliant  par  a*b*  c*,  et  prenant  le  signe 
supérieur,  on  a  précisëment  le  résultat  de  M.  Painvin. 
Il  reste  à  examiner  sM]  faut  toujours  prendre  le  signe 
supérieur. 

Remarque*  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'équa- 
tion biquadratique  à  quatre  inconnues  ^ 

devient  une  identité  en  posant 

t  =  x(bz^—cy% 

s  z=(bz'—  cx^)(  ex*—  az^)  (ay*  —  bx^). 
On  prouve  de  même  qu'on  peut  prendre 

t  =  x(bx*—ez'^)f 
u  ^=2  y(cz*  —  ax*)f 
vr=z[ax^—  by% 
s  =  {bf^--  cz")  {«»—  flx»)  (ax^—  bj*). 

On  trouve  ainsi  une  infinité  de  solutions  en  nombres 
entiers  quand  a^  i,  c  sont  des  entiers  de  signe  quel- 
conque. 


Ann.  de  Maihémat.,  2«  Béric,  t.  V.  (Octobre  1866.)  ^9 
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QUESTION  m  LICENCE-, 

Solution   de   M.    Th.   DIEU, 
Agrégé,  Doctenr  es  sciences. 


1.  Problème  de  Mécanique. 

Vn  point  matériel,  astreint  à  rester  sur  un  cône  de 
révolution^  est  sollicité  par  une  force  dirigée  vers  le  som- 
met,  proportionnelle  à  la  masse  du  point  matériel  et  à 
ses  distances  au  sommet.  Il  part  d 'une  position  donnée  A 
av^ec  une  vitesse  v^  dirigée  suivant  une  tangente  AT  au 
cône.  Quel  sera  le  mouvement  du  point  matériel?  On 
fait  abstraction  du  frottement. 

Le  sommet  du  cône  est  pris  pour  origine,  et  son  axe 
pour  axe  des  z  ;  le  plan  ^xpasse  par  la  position  initiale  A  ; 


T 


\     /-/ -7^ 


/ 


y/ 


Tangle  de  la  direction  AT  de  la  vitesse  v^  avec  la  tan- 
gente Ay  au  parallèle  AB  du  cône  sera  désigné  par  s, 
AOz  par  a,  AO  par  /*o,  AC  par  Zq  et  OC  par  p^. 

Soit  M  la  position  du  point  matériel  à  la  fin  d'une 
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durée  £  comptée  depuis  le  commenceineut  du  mouvement. 
X,  y^  z  représenteront  les  coordonnées  de  M,  r  la  dis- 
UnceOM,p  sa  projection  ON  sur  le  plan  ry,ô  l'angle  NO  x,. 
et  V  la  vitesse  du  mobile. 

Le  principe  de  Leibnitz  donne  i^*  =  Ar*  -i-  C,  ou 

(i)  rfar'H-  rfr'-h  dz^—  [kz^  séc^a  -h  C)rfr% 

C  désignant  la  quantité  v\  —  /rrj,  et/r  la  force  rapportée 
aux  unités  de  masse  et  de  distance.  A  sera  positif  pour 
une  répulsion,  négatif  pour  une  attraction. 

Le  principe  des  aires  s'applique  au  mouvement  pro- 
jeté sur  x/,  car  la  réaction  de  la  surface  rencontre  tou- 
jours Taxe  des  z.  On  a  donc  p'dO  =  ÇJ dt^  ou 

(2)  xdy  ^ydxz=zÇIdt^ 

G' désignant  pl(^)  ou  p^f^^^cose,  car  po(^)  ^«^  1» 

composante  de  v^  suivant  Ky* , 

De  Féquation  (  2  )  et  de  l'équation  différentielle  du  cône, 

xdx  -f-  ydy  =  zdz  tang'a, 
on  déduit 

(x^-h  ^')  (ûtr>-+-  <//')  =  C  '^'-h  «^€/«»  iang*a. 

Remplaçant  x*4-y*  par  z'  tàng*a,  cix'-f-£?)^'  par  sa 
valeur  tirée  de  l'équation  (i),  et  résolvant,  il  vient 

(3)  rfr  =  ±-^ ^^«.tangaséca 


\lW  tangua  séc' a  -f-  C«^  tangua  —  QI ' 
La  quantité  sous  le  radical  serait  un  carré  si  l'on  avait 
O  sin'a  -h  4XC'2     ou     {y\  —  XaJ  Y  -h  l^kr\ç\  cos'e  =  o, 

ce  qui  exige  e  =  -  avec  i^J  =  hr\  pour  une  répulsion^  et 

29. 
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e  tn  o  avec  i^J  =  — kr\  pour  une  allraction;  maïs  ces  cas 
particuliers  seront  d^abord  écartés. 
En  posant 

a*tanga  =  a,     C  sinacosa  =r  2/ï     et     Ccosxz^.p^ 
la  formule  (3)  se  réduit  à 

\ku^-h  inu  —  p^ 
Atti^action,  —  Soit  k=  —  f**.  On  a 

du 


^dt=z±: 


v/?--(--;-)' 

dont  l'intégrale  est 

2ip(/-+-  7)  =  qzarccos— ===» 

y  désignant  la  constante  arbitraire.  L'intégrale  de  Téqua- 
tion  (3),  c'est-à-dire  de  celle  qui  s'en  déduit  par  la  sub- 
stitution de  — |UL*  à  fc,  est  donc, 


ft'z'tanga  =  /i  -h  ^n^ —  \»}p^ .cos7.\u[t  -4-  7) 

quel  que  soit  le  signe  à  prendre  dans  le  second  membre. 
La  condition  d'avoir  z=-  z^  pour  f  =  o  donne 

u?z\  tanea  —  n 
COS2pi7  z=z  ~ — -^ . 

Cette  valeur  decosafxy  sera  entre  — i  et  +  i,  puisque 
le  mouvement  doit  avoir  lieu  \  c'est  ce  qu'on  verra  d'ail- 
leurs facilement  en  remplaçant  neip  par  ce  qu'ils  repré- 
sentent. Soit  7'  l'arc  compris  entre  o  et  — qui  satisfait: 
-T- 7' satisfait  aussi.  Le  mouvement  de  la  projection  du 
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mobile  sur  Oz  est  déterminé  par  une  des  intégrales  par* 
tîculières 


(4)  fx^«*Unga=«  -h  v//i'  —  p»/?' . cos 2fi  ( / ip 7'  ). 

Les  valeurs  de  z  sont  croissantes  ou  décroissantes  à  partir 
de  z^  selon  qu'on  prend  —  ou  -h  devant  7' 5  le  premier 
signe  répond  donc  au  signe  supérieur  dans  la  formule  (3), 
et  à  une  vitesse  initiale  dirigée  du  côté  de  AB  opposé  au 
sommet,  tandis  que  le  second  répond  au  signe  inférieur 
dans  la  même  foimule  et  à  une  vitesse  initiale  dirigée  du 
côté  du  sommet  ou  suivant  Aj\ 

Quel  que  soit  le  signe  qu'on  doive  prendre  dans  la  for- 
mule (4)  : 

1°  Le  mobile  ira  de  sa  position  initiale  jusqu  à  un  des 
plans  situés  du  côté  des  z  positifs^  représentés  par 

(5)  (ii*z*tan^a  =  /i±^/i*— fx>%  • 

puis  de  ce  plan  à  Vautre^  et  ainsi  de  suite.  S'il  va  d^ abord 
vers  le  plan  le  plus  éloigné  du  sommet  ^  il  y  aiTÎve  pour 
i  z=y''^  s'il  va  d"* abord  au  contraire  vers  le  plan  le  plus 

voisin  du  sommet^  il  y  arrii^e  pour  t= 7'  5  enfin  la 

durée  du  passage  (Vun  de  ces  plans  à  Vautre  est  tou- 
te 
jours  — . 

a°  z  reprend  périodiquement  les  mêmes  valeurs  pour 
des  valeurs  de  t  en  progression  par  différence  de  raison 

égale  à-j  à  partir  d'un  instant  quelconque. 

De  Téquation  (4)  et  de  p*dQ=:C^dt  qui    revient  à 

s' iansa.dO  =  -I—  dt^  on  tire 

"  sin  a 

» 


M  n  a  ,,  _|_  ^/,|2  —  ^ipi ,  (.Qjj  o  pL  (  /  qp  7  '  j 
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Posant 

cette  formule  se  ramène  à 

sina  I  H- û*tang'p(rqz7') 

dont  i^inlégrale,  prise  de  telle  sorte  que  6  =  orépoude  à 
f  =  o,  est 

(6)0  =  -: —  I  arc  tang[a  tangfii{  /ip  7')]  ±arc  tang(a  langfi7'){. 

D'après  cette  formule,  où  Ton  doit  adopter  les  signes 
supérieurs  ou  inférieurs,  respectivement  associés  à  ceux 
des  formules  (4)  et  (5),  selon  que  le  mobile  s'éloigne  ou 
se  rapproche  d'abord  du  sommet  : 

i**  Si  le  mobile  s'éloigne  d'abord  du  sommet^  on  a 

.       arcUngfa  tangu7')  .  » -,         •  .  •       »     • 

0  = 24 ^rf _/  iQpgqn  1/  arrwe  sur  le  premier  des 

sma  ^  '^ 

plans  [b)^  et  si  au  contraire  il  se  rapproche  d^ abord  du 
sommet  y  on  a  0  =  - —  1 arc  tang  (a  tangjixy  )  1  lors- 
qu'il arrive  sur  le  second  de  ces  plans.  Pendant  que  le 
mobile  passe  de  Van  à  V  autre  ^Q  augmente  constamment 

de      ' 


2Sina 

2^  0  croit  toujours  de  - —  rlans  des    intervalles   de 


sina 


temps  successifs  égaux  à -à  partir  d*un  instant  quel- 
conque, 

E11  rapprochant  cette  dernière  conclusion  de  son  ana- 
loi^uc  relative  à  r,  on  voit  que  : 


(  455  ) 
Le  moui^ement  considéré  à  partir  d'un  instant  quel^ 

conque  est  périodique.  La  durée  de  la  période  est  -  • 

A  la  (in  d'une  période  le  mobile  se  trouve  sur  le  même 
parallèle  qu'au  commencement,  mais  dans  une  position 
différente.  Ses  vitesses  au  commencement  et  à  la  fin  ont 
la  même  valeur,  et  leurs  directions  font  des  angles  égaux, 
dans  le  même  sens,  avec  le  parallèle. 

Si  - —  était  contenu  un  nombre  entier  de  fois  dans  un 
sma 

multiple  aNTT  de  aTr,  c'est-à-dire  si  aNsina  était  un 

N'tt 
nombre  entier  N',  après  une  durée  - —  écoulée  à  partir 

d'un  instant  quelconque,  z,  r,  --  et  ^  auraient  repris  les 

mêmes  valeurs,  tandis  que  6  aurait  augmenté  de  aMir; 
le  mobile  serait  donc  dans  la  même  position  et  aurait  la 
même  vitesse  en  grandeur  et  en  direction  qu'à  l'instant  à 
partir  duquel  on  le  considère.  Dans  ce  cas  seulement,  la 
trajectoire  est  une  courbe  finie. 

Quand  e  =  o,  c'est-à-dire  pour  une  vitesse  initiale 
dirigée  suivant    Aj\  l'équation  (5)   donne  z  =  z^,    et 

f'ocosa               "o     c  I  »  -^  ^ 

z  = ou  Zq. Selonquonai'^>/!jtroOui'o<pr^, 

le  mobile  s'éloigne  d'abord  du  sommet  ou  s'en  rapproche. 
Si  avec  £  =  o  on  a  vf^'=ixr^^  les  plans  (5)  se  confon- 
dent tous  deux  avec  celui  du  parallèle  AB,  et  cela  indique 
que  le  mobile  décrit  ce  parallèle.  Dans  ce  cas  particulier, 
en  effet,  la  valeur  (3)  de  dt  serait  imaginaire  si  l'on 
n'avait  toujours  z  =  z^,  car  la  quantité  sous  le  radical, 
(substitution  faîte  de  —  /m^  à  A),  se  réduit  à 
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L'équation  (i)  donne  u  =  i/^j  et  Tëquation  (2) 

-7- = -r  =  — >     doù     0  =  — r. 

«'       P.       P«  p« 

Répulsion.  —  Soit  i  =  |x*.  On  a 


2rfr  =  ±: 


\f(r^^fH^) 


Posant  fA*!!  -î-  w  =  Ç  sjn}-^  ^*p*^  il  vient 

2ttd!f=:±:  » 

dont  l'intégrale  est 


y  désignant  la  constante  arbitraire.  On  tire  de  Jà 

Par  suite,  J'intégrale  générale  de  l'équation  (3),  substitu- 
tion faîte  de  fx*  à  A,  est 

|x'««  tanga  z=  -  v//i* H- ,*»/?»(<? ^/* (y- O-f-  ff-aM(y=±=0)  __  „. 

Pour  avoir  l'intégrale  particulière  qui  convient  au  pro- 
blème, il  suffit  de  déterminer  7  par  les  deux  formules 

Quand  le  mobile  se  rapproche  d'abord  du  sommet  do 
cône,  il  faut  prendre  les  signes  inférieurs;  alors  z  décroit 
jusqu^à  la  valeur  positive  donnée  par 

fx's'tanga  =  )Jn}  -h  p'/?'  —  n, 
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puis  croit  ensuite  indéfiniment.  Quand  au  contraire  le 
mobile  s'éloigne  d*abord  du  sommet,  il  faut  prendre  les 
signes  supérieurs,  et  alors  z  croit  toujours  à  partir  de  sa 
valeur  initiale. 


NOTE 

sor  u  article  iiséré  dais  les  NoiTelles  Anales  de  Mathénatiqies 
et  relatif  à  la  piUication  iititilée  : 

Passitge  fût  Traité  de  la  Musique  d* Aristide  Quintilien,  etc.  (*) 


(Extrait  det  Atti  deW  Accademia  Pontificia  de*  Nttoui  JUncei, 
t.  XIX,  année  XIX,  séaDce  du  8  arrll  1866.) 


L'auteur  d'un  articleinséré  dans  \e^  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  (avril  1866,  p.  189,  1.  1-24)  s'étonne 
qu'un  homme  qui  s'occupe  de  l'histoire  de  TArilhmétique 
ait  pu  attacher  a  des  textes  grecs  où  certaines  propriétés 
des  nombres  reçoivent  une  application  superstitieuse, 
assez  d'importance  pour  prier  deux  hellénistes  de  tra- 
duire et  d'expliquer  un  de  ces  textes,  et  pour  être  curieux 
de  connaître  l'époque  de  l'auteur.  Le  critique  parait  avoir 
oublié  que,  lorsqu'il  s'agît  de  faire  l'histoire  d'une  con- 
naissance, il  faut  bien  la  saisir  dans  les  textes  les  plus 
anciens  où  on  la  rencontre,  lors  même  qu'elle  y  serait 
appliquée  à  un  usage  puéril.  C'est  ainsi  que  l'histoire  de 
l'Astronomie  et  celle  de  laChimie  trouvent  des  documents 
précieux  dans  le  fatras  des  astrologues  et  des  alchimistes. 
C'est  ainsi  que  des  notions  assez  avancées  sur  les  pro- 


(*)  Voir  ÀUi  dcll'  Accademia   Pontificia  de'  Nuovi  ÎÀncei,   l.    XVIII, 
anno  XVIII,  i865-66,  etc.,  sessione  VII  delT  11  {;iu(;no  j865,  p.3G5-376. 
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priétësdes  nombres  se  trouvent  impliquées  dans  certaine^ 
rêveries  antiques  sur  leurs  significations  mystérieuses  et 
sur  les  influences  chimériques  qu'on  leur  attribuai t«  ou 
bien  dans  certaines  formules  bizarrement  énigmatiques 
sous  lesquelles  on  se  faisait  un  jeu  de  cacher  des  notions 
mathématiques.  C'est  ainsi  que  le  nombre  nuptial  de 
Platon  et  les  remarques  subtiles  d'Aristide  Quintilien  sur 
les  nombres  qui  représentent  les  sons  musicaux  et  sur  les 
rapports  prétendus  de  ces  nombres  avec  certains  phéno- 
mènes physiologiques,  peuvent  jouer  un  rôle  sérieux  dans 
Thistoire  antique  de  diverses  propriétés  de  nombres, 
et  notamment  de  Tégaliié  3'-H  4'-+- 5*ï=6*.  En  cflet, 
cette  égalité  se  trouve  certainement  impliquée  dans  le  pas- 
sage de  Platon  sur  le  nombre  nuptial^  comme  on  en  peut 
voir  la  preuve  donnée  par  M.  Vincent  dans  le  tome  XVI 
des  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  Bibliotlièque 
fia  Roi  (*),  et  par  moi  dans  un  article  de  la  Ra^ue  ar^ 
citéologique  {**).  Cette  même  égalité  se  trouve  aussi 
dans  le  passage  d'Aristide  Quintilien  traduit  et  com- 
menté dans  la  publication  mentionnée  ci-dessus,  comme 
on  en  peut  voir  la  preuve  dans  cette  publication  même. 

Th.  Henri  Martih. 

Nott!  du  Rédacteur,  -—  La  réputation  de  M.  le  prince  Boocompaçni  et 
celles  de  MM.  H.  Martin  et  Vincent  sont  trop  solidement  établies  pour 
avoir  rien  à  redouter  d'une  phrase  maladroite  qui,  dans  son  extrême  con- 
cision, ne  rendait  point  notre  pensée.  Nous  n'avons  jamais  eu  rintcntion 
de  refuser  à  ces  messieurs  la  justice  qui  est  due  à  leurs  beaux  travaux. 
Nous  insérons  d'autant  plus  volontiers  la  réclamation  de  M.  H.  Martin, 
qu'elle  renferme  une  opinion  fort  judicieuse  et  qui  ne  s'applique  pas  seu- 
lement aux  travaux  d'érudition.  C'est  en  attaquant  les  plus  petits  détails, 
qu'on  vient  à  bout  des  plus  grandes  questions.  P. 


/}  l*aris,  1847;  in-4,  p-  i**î»  lifi.  9-3(),  p.  i85-i()3,  et  p.  ip'i,  li^.  2-1Q. 
[*')  Mil®  année,  ifi*  livraison,  i.'>  aoûl  iS5(>,  p.  ''37-JH7. 
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SOLUTION  DE  OOESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  613; 

Par   m.    Ah.    VIANT   (*), 
Au  PryUnée  Militaire. 

On  donne  une  conique  et  un  point  fixe  O  dans  son 
plan.  Du  point  O  on  mène  deux  droites  OA,  OB  per- 
pendiculaires entre  elles ^  gui  coupent  la  conique  en  A 
et  B.  On  joint  le  point  A  au  point  B,  et  Von  mène  en 
ces  points  les  tangentes  AT,  BT  à  la  conique  y  on  pro» 
jette  le  point  O  sur  les  trois  côtés  du  triangle  ABT;  par 
les  trois  points  ainsi  obtenus  on  fait  passer  une  circon- 
Jérence,  Pour  chacune  des  positions  de  V angle  droit, 
on  obtient  ainsi  une  circonférence ^  démontrer  que  toutes 
ces  circonférences  sont  tangentes  à  une  même  circon- 
Jérence, 

La  circonférence  des  projections  du  point  O  peut  être 
considérée  comme  la  podaire,  par  rapport  à  O,  d'une  co- 
nique tangente  aux  trois  côtés  du  iriangle  ABT  et  ayant 
un  foyer  au  point  O.  Cherchons  l'enveloppe  de  ces  co- 
niques. 

La  transformation  par  les  polaires  réciproques,  lorsque 
la  courbe  directrice  est  une  circonférence  admettant  le 


{*)  La  question  613  a  déjà  été  résolue  (numéro  de  juin,  p.  277).  La 
solution  de  M.  Viantn'a  pas  été  mentionnée.  Cestune  omission  qne  nous 
réparons  en  insérant  cette  solution  dans  le  présent  numéro.  Elle  difCéro 
d'ailleurs  en  plusieurs  points  de  relie  qui  a  oté  donnée  par  M.  Bau- 
q  lionne. 
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point  O  pour  centre,  remplace  les  coniques  focales,  in- 
scrites dans  le  triangle  variable  ABT,  par  des  cercles 
circonscrits   aux    triangles  polaires  conjugués  des  tri- 
angles ABT. 

Soit  abt  un  de  ces  nouveaux  triangles  (les  petites  let- 
tres désignant  les  pôles  des  côtés  opposés  aux  sommets 
de  même  nom).  Le  triangle  abt^  relativement  à  la  co- 
nique transformée  de  la  conique  donnée,  est  placé  comme 
le  triangle  ABT  relativement  à  celle-ci.  De  plus,  OA,  OB 
étant  rectangulaires,  les  tangentes  at,  bt  à  la  transfor- 
mée ab  le  sont  pareillement. 

Or,  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  aht  est 
évidemment  tangente  en  £  à  la  circonférence  fixe  d^où  Ton 
voit  la  conique  ab  sous  un  angle  droit  (*).  Par  suite,  la 
conique  transformée  de  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  abt^  c'est-à-dire  la  conique  mobile  du  foyer  O, 
reste  toujours  tangente  à.  une  conique  qui  a  le  point  0 
pour  foyer,  et  le  contact  a  lieu  sur  la  polaire  AB  de  t  (**). 

Revenant  à  la  question  proposée,  on  voit  que  la  cir- 
conférence des  projections  du  point  O  touche  constam- 
ment une  circonférence  fixe,  et  que  le  contact  a  lieu  au 


(*)  La  conique  ah^  transformée  de  U  conique  donnée  AB,  touche  les 
côtés  at,  bt  du  triangle  aht  aux  points  a  et  ft.  Le  centre  e  de  cette  conique 
ah  est  sur  la  droite  menée  du  point  t  au  milieu  m  de  la  cordo  des  con- 
tacts ah.  Le  point  m  est  le  centre  de  la  circonférence  circonscrite  sa 
triangle  ahi^  parce  que  Tangle  ath  est  droit.  Les  deux  circonférences  dool 
il  8*agit  passent  par  le  point  t,  leurs  centres  m  et  c  sont  sur  une  droite 
menée  par  ce  point;  donc  elles  sont  tangentes  Tune  à  l'autre  au  point  t. 

{**)  Cette  dernière  conique  est  Tenveloppe  des  cordes  AB  de  la  coniqae 
donnée,  qui  sont  vues  du  point  O  sous  un  angle  droit.  L'un  de  ses  foyers 
coïncide  a^ec  le  point  O,  la  directrice  correspondante  à  ce  foyer  est  la 
polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  conique  donnée.  Son  centre  esta 
l'intersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  polaire  ei 
de  la  droite  qui  unit  les  milieux  de  deux  cordes  rectangulaires  menées 
par  le  point  O  dans  la  conique  donnée.  G. 


(46.  ) 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  AB  (^),  ce 
qui  démontre  accidentellement  ce  théorème  connu  :  Le 
lieu  des  projections  d^un  point  sur  une  cprde  AB  "vue  de 
ce  point  sous  un  angle  droit  est  une  ciixonférence.       , 

Note.  —  M.  Viant  remarque  qu*au  moyen  de  la  transformation  par  po- 
laires réciproques,  en  prenant  pour  courbe  directrice  un  cercle  quel- 
conque dont  le  centre  soit  autre  que  le  point  O,  on  peut  déduire  du 
théorème  démontré  un  nombre  illimité  d*autres  théorèmes,  ce  qui  est  in- 
contestable. Mais,  comme  le  remarque  aussi  M.  Viant,  les  propriétés  des 
sections  coniques  qui  donnent  lieu  à  de  longs  énoncés  ne  présentent  que 
peu  dUntérèt. 


Question  675 

(Tolrrsérle.  t.  II,  p.  479); 

Par  m.    LAISANT, 

Lieutenant  du  Génie,  Licencié  es  sciences. 

Soient  ABC  un  triangle  isocèle  dont  chacun  des  angles 
A ,  B  a  pour  mesure  arc  tang *i^^'^et p,  q,  r  les  longueurs 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  A,  B,  C  sur 
une  ligne  droite  quelconque  située  dans  le  plan  du  tri- 
angle; mener  par  un  point  donné  une  droite  telle^  que 
la  somme  algébrique 

I  I  2 

(l)  -H h-=:0. 

p        q         r 

G.  J.  Oxford. 
Prenons  la  base  AB  du  triangle  pour  axe  des  x,  la  hau- 


(*)  EfTectiyement,  il  est  facile  de  voir  que  si  deux  coniques  ayant  pour 
foyer  commun  le  point  O  touchent  une  droite  AB  au  même  point,  leurs 
podaires  relatives  au  foyer  commun  O  sont  elles-mêmes  tangentes  au 
point  de  rencontre  de  AB  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  cette 
droite.  Or,  la  podaire  de  la  conique  enveloppe  des  cordes  AB  est  évidem- 
ment une  circonférence  fixe;  par  conséquent,  la  proposition  est  démon- 
trée. G. 
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leur  OC  pour  axe  des  jr-^  soit  h  cette  hauteur  OC  Soit 
a  =  OA  =  OB.  On  aura  A  =  aa  v^a  d'après  Thypothèse. 


A 


A 


Soit  maintenant  y  =  mx-h  n  Téquation  d*une  droite 
située  dans  le  plan  du  triangle.  Les  distances  p,  g,  r  de 
celte  droite  aux  trois  sommets  A,  B,  C  sont  respective- 
ment proportionnelles  &  -f-  ma  —  /i,  —  ma  —  n,  h —  n. 
On  peut  remplacer  p^  q^  r  par  des  quantités  proportion- 
nelles dans  l'équation  (1)9  à  cause  de  rhomogénéité  de 
cette  équation,  et  nous  exprimerons  que  la  droite  satis- 
fait à  la  condition  en  écrivant 

I  I  2 

^    '  ma  —  n        —  ma  —  n        h  —  n 

OU,  par  transformation, 

m'a»  -^  /i/*  —  a/f^  =  o, 

ou,  à  cause  de  A*  =  8a*, 
o 


.)/*': 


m^h^=:\6n'—8nh. 

16/Î*— 8/l/l-h/i'=:(A 

-4«)S 

/i  z=z±  — r  » 

h 

4        V'"'  -1-  ' 

•     (  463  ) 
Le  premier  membre  est  constant,  le  second  membre 
exprime  la  distance  de  la  droite  y  =  mx-H  n  au  point 

.r  =  o,  Y  ^=  j'  Donc,  toute  droite  satisfaisant  à  la  con- 
dition, est  tangente  à  un  cercle  ayant  son  centre  en  &>  au 
quart  de  la  hauteur,  et  un  rayon  égal  à  y  C'est  le  cercle 
inscrit  dans  le  triangle,  car 

6>D  =  (dC.COsCwD  =r:  -7/iX — =  7/1. 

Il  est  clair  que  cette  propriété  renferme  la  solution  de  la 
question,  solution  double  en  général,  mais  qui  pourra 
devenir  unique,  ou  même  disparaître,  suivant  la  position 
du  point  donné. 

Généralisation,  —  On  peut  se  proposer  de  généraliser 
le  problème  en  en  modifiant  un  peu  Ténoncé.  Supposons 
Tangle  à  la  base  quelconque;  de  plus,  mettons  un  nombre 
quelconque  ji  à  la  place  de  2  dans  Téquation  de  condi- 
tion, et  voyons  dans  quels  cas  la  solution  trouvée  ci-des- 
sus s'appliquera  ici.  L'équation  (2)  deviendra 


ma  —  n        —  ma  —  n        h  —  n 
ou 

^m^a^  -h  inh  —  (p  -^-  2)/?*  r-:  o. 

Soit  k  la  tangente  de  Tangle  à  la  base,  on  a 
h  =r  aky 
et,  par  suite, 

txm'  -j:^  -^  mi/i  —  (^  -h  îj/i^  —  o, 

2  /-a             X-» 
m^/i^  -+-  - —  n/i (fx  4-  2)  n^  ~  o , 
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Cherchons  la  conditioi^  pour  que  le  second  membre  soît 
un  carré  parfait.  Cest 

ou 

(3)  (t'-l-2(«  — /••  =  o. 

Si  cette  condition  est  satisfaite,  il  vient 

La  droite  y  =  mx  +  n  satisfaisant  a  la  condition 
— I h  -  =  o  est  alors  tangente  à  un  cercle  de  rayon 

^  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  x  =  o^y  =  ^  • 

Ce  cercle  est  le  cercle  inscrit  au  triangle,  si  on  prend 
pour  /x  la  racine  positive  fXi  de  Téquation  (  3).  Si  on  prend 
au  contraire  la  racine  négative  fXt,  on  a  le  cercle  tangent 
aux  trois  côtés  du  triangle,  mais  au-dessous  de  la  base. 
Des  calculs  très-simples  font  voir  tout  cela.  Voici  un  ta- 
bleau de  quelques  valeurs  correspondantes  de  k  et  de  fx, 
comprenant  des  valeurs  entières  de  cette  dernière  quan- 
tité : . 
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f*« 

p» 

It 

H-    I 

-  3 

n/3 

-h    2 

-4 

^/s 

-h  3 

-  5 

Vi5 

-^-4 

-  6 

\^ 

.... 

.... 

On  voit^  par  exemple,  que  dans  la  question  proposée 
on  aurait,  en  menant  une  tangente  au  cercle  exinscrît 
dont  il  vient  d^ètre  question,  la  solution  répondant  à  la 
condition 

I        I       4 

-H -=rO. 

p       ç        r 


Question  764; 

Par    m.    roque, 

Grenadier  au  /|g'  de  ligne. 

Les  axes  des  paraboles  qui  ont  pour  foyer  un  point 
donné  M,  et  qui  passent  par  deux  points  donnés  F,  F', 
sont  parallèles  aux  asymptotes  de  l 'hyperbole  quia  pour 
foyers  les  deux  derniers  points  donnés  F  et  P,  et  qui 
passe  par  le  premier  M. 

Si  des  points  F,  F'  comme  centres,  avec  FM,  F' M  pour 
rayons,  je  décris  des  cercles,  et  si  je  mène  les  deux  tan- 
gentes communes  à  ces  cercles,  j'aurai  les  directrices  de 
deux  paraboles  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé; 

.41111.  de  Maikemat.,  a«  série,  t.  V.  (Octobre  1866.)  3o 
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leurs  axes  seront  parallèles  aux  rayons  menés  aux  poinb 
de  contact. 

Soient  O  et  OA  le  centre  et  Tune  des  asymptotes  de 
l'hyperbole  dont  F,  F'  sont  les  foyers  et  qui  passe  par  le 
point  M*,  on  aura 

.r.r.        «         F'M— FM 
cosAOF=-  =  — ^^^5; 

D'autre  part,  soient  FK  le  rayon  mené  du  centre  F  au 
point  de  contact  K  de  la  tangente  commune  aux  deuï 
cercles,  et  (y  le  centre  de  similitude  de  ces  deux  courbes, 

on  aura 

^„^,      FK        F  M  — FM 
cosKFO'=-,  =  — j^p— ; 

donc  FK  est  parallèle   à  OA.  Ainsi,  les  axes  des  deux 
paraboles  sont  parallèles  aux  asymptotes  de  Thyperbole. 

c.    Q.    F.    D. 

Note,  —  Autres  soUitions  de  MM.  Laisant;  A.  Gille,  élève  de  l'École 
Sainte^yeneyiève ;  Camille  Massiag»  élève  de  l'École  Centrale;  C  B.,  de 
Gand;  J.  Graindorge,  élève  ingénieur  des  Mines  à  Liège;  lUny,  élève  ao 
lycée  de  Toulouse;  A.  Robin  et  F.  Gaston,  du  lycée  de  Grenoble;  J.  Ra- 
kouaki;  Camille  Laduron,  élète  à  l^École  des  Mines  de  tiége;  et  P.  H. 


Question  766; 

Par    m.    laisant, 

Lieutenant  du  Génie,  Licencié  es  sciences. 

Les  deux  ellipses  de  Cassini^  données  par  les  équations 

(-c'H-/»)»—  art^(x*  — 7>)  -4-  a<  =  b\ 

se  coupent  orthogonalement^  pourvu  que  l'on  ait 

(Strbbob..  ) 
Soient  Xy  y  les  coordonnées  d'un   point  M  comtBun 
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aux  deux  courbes,  ou  aura,  en  ajoutant  leurs  équations, 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  première 
ellipse  au  point  M  est 

^__     /r(^>jr) 

ou,  réduction  faite, 

De  même,  pour  la  seconde  courbe,  , 
En  multipliant,  on  a 

Remplaçant  (x^-\-J*Y  par  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (i),  il  vient 

Cette  expression  se  réduit  à  —  i  dans  Thypothèse 

de  sorte  qu'au  point  (x,  y)  considéré,  les  deux  courbes 
se  couperont  orthogonale  ment. 

Cette  démonstration  suppose,  il  est  vrai,  Texistence  du 
point  commun  M;  mais,  en  examinant  les  formes  respec- 
tives desdeux  courbes,  on  arrive  facilementà  voir  qu'elles 
se  coupent  effectivement  lorsque  (a* —  a!^Y  =  ^*~*~  *'*• 

Car,  de 

3o. 
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on  lire,  eu  supposant  a^al^ 

*>— ^'><fl»-.fl'»<6»-+-A'%     si     b>b\ 

OU  bien 

6'»— 6»<fl^— û'»<A'-hy%     si     b<ib\ 
Dans  le  premier  cas,  on  a 

a'^—b'^  <  û'  —  ô»<û"  -h  A'^<«»-*-  b\ 

Alors,  suivant  que  a* —  i*  sera  >  ou  <  o,  les  deux 
courbes  seront  chacune  formées  de  deux  ovales  séparés, 
ou  continues  toutes  deux.  Daus  la  première  hypothèse 
elles  se  coupent,  car  les  termes  des  inégalités  ci -dessus 
sont  les  carrés  des  abscisses  des  points  de  rencontre  avec 
l'axe  des  x. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  les  deux  courbes  se  cou- 
pent encore,  car 

^'— «*<*"— rt'% 

et  ces  termes  sont  les  carrés  des  ordonnées  des  points  de 
rencontre  avec  Taxe  des  j'. 
Lorsqu'on  a 

h<b\ 
il  vient 

A'»-<-fl"<fl*-f- As     et    â»  — *2<fl'»^-6'». 

En  outre, 

/î»— *'><!'»—  b'\ 

puisque 

a>a'     el     6<6'. 

Donc, 

comme  précédemment,  et  on  arrive  aux  mêmes  concla- 
sions. 

iVofc.  —  MM.  J.  Graindorge,  élève  incéni<**(r  ries  Mines  à  Liège;  C.   B., 
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de  Gand;  C.  Massing,  élève  deTÉcole  Centrale;  Camille  LadoroDy  éléTe 
de  l'École  des  Mines  de  Liège;  E.'Canel,  élève  du  lycée  de  Douai;  P.  Ca- 
pin,  du  lycée  de  Montpellier;  et  E.  Museau  ont  démontré  qu'en  un  point 
commun  aux  deux  courbes ,  leurs  tangentes  sont  rectangulaires. 

L'existence  des  points  communs  réels  résulte  de  la  résolution  des  deux 
équations  proposées,  en  ayant  égard  à  Thypothèse 

(  a»  __a'«  )«  =  &♦-»-*'*. 

En  coordonnées  polaires,  ces  équations  deviennent 

p*  —  la*  p* C08 a  w -h «*  —  &*  =  o, 

p*  —  a  a'*p*  cos  3  u  -f-  a'*—  b'*z=z  o  ; 

leur  addition  donne 

p*  —  (a«  -h «'»  ) p*  COS 3  fti-h  a* a'*  =  o, 
d'où 


Par  suite, 


(^) 


1        ^p   -t-ad     )^^„_  y,^ 

•^  a* -h  a'* 

=  a"  +  *"<■'• -^'")  =  «♦  _  *•('•  +  '") 


En  admettant,  ce  qui  est  permis,  qu'on  ait  a*>  a'*,  l'équation  (a)  dé- 
termine pour  p*  une  valeur  réelle  et  positive  comprise  entre  a**  et  a*,  et 
il  en  résulte  une  valeur  de  cosqm  réelle  et  moindre  que  Tunité.  Car  l'in- 
égalité 

(a«-4- «'•)/>*  ^ 
revient  à 

p4_(rt«-H«")f)'-i-fl'a'*<o, 

d'où 

(p«-a'«)(p»-fl')<o. 

Cette  dernière  condition  est  évidemment  remplie,  puisque  la  valeur  de  p' 
est  comprise  entre  a"  et  a*.  G. 


Question  proposée^ 

SoLonoN  DE  M.  L.  âMALRIC, 

Élève  de  l'institution  Sainte-Barbe  (cours  du  lycée  Louis-le-'Graod). 

Un  cercle  se  meut  en  restant  tangent  à  une  ellipse^ 
de  manière  à  a^oir  ayec  cette  courbe  un  système  de  tan- 
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génies  communes  parallèles -y    quel  est  le  lieu  de  son 
centre? 

Je  prends  pour  axe5  de  coordonnées  les  deux  axes  de 
l'ellipe;  Tongine  est  le  centre  O  de  cette  courbe.  Pap- 
pelle  X,  Y  les  coordonnées  du  centre  M  d'un  cercle  ayant 
en  commun  avec  Tellipse  deux  tangentes  parallèles  ;  la 
direction  de  ces  tangentes  est  celle  du  diamètre  OM;  et 
la  distance  du  centre  O  à  ces  mêmes  tangentes  est  le  rayon 
du  cercle.  Je  puis  donc  écrire  immédiatement  Féqua- 
tion  de  ce  cercle 

2a^  tib  étant  les  longueurs  des  axes  de  Tellipse. 

Comme  je  discuterai  plus  tard  l'équation  du  lieu  du 
centre  en  coordonnées  polaires,  j'écris 

X'-4-Y'  =  />%      X  =  pCOSM,      T=:psinai>, 

et  je  pose 

II*  sin»«  -h  ^  ces'»  =  M' ; 

de  U  l'équation  du  cercle  sous  cette  autre  forme 

(i)  x»-4-^>—  2Xjr  —  2Xr  -+-  p'—  M»=:  o. 

Tous  les  cercles  qu'elle  représente  doivent  être  lan^ 
gents  i  l'ellipse;  je  puis  donc  former Téquation  en  X  re- 
lative à  Téquation  (i)  et  a  l'équation  de  Fellipse 

et,  en  exprimant  que  cette  équation  en  X  a  une  racine 
double,  j'aurai  une  équation  ^(X,  Y)  =  o  qui  sera  celle 
du  lieu  demandé. 
J'ai  ainsi 
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et 

—  (X^»-4-i)Y»  — (>fl'-4-i)X»=o. 
J'ordonne  par  rapport  h  X,  il  vient 


La  relation  /^(X,  Y)  =  o,  qui  exprimerait  que  celle 
équation  a  deux  racines  égales^  serait  très-coinpliquée, 
puisqu'elle  est  ordinairement  considérée  cooune  le  réaul- 
lat  de  Télimination  de  X  entre  deux  équations  du  second 
degré,  obtenues  en  dérivant  l'équation  précédente  par 
rapport  à  X,  et  à  une  nouvelle  variable  introduite  de  ma- 
nière à  rendre  Féquation  homogène. 

Dans  ce  cas,  à  cause  de  la  forme  particulière  de  Téqua- 
tion  (2),  on  peut,  en  transformant  les  coefficients,  faire 
apparaître  une  de  ses  racines. 

Le  coefficient  de  X  peut  s'écrire 

{€i'-4-  6')M»-4-/i^^»-hfl>X^-f-6»Y>  — (fl'-f-A^)(X»-t-Y«)     ' 

—  (û«-4-ô»— p»)M»-4-rt'K 
Je  pose 

et  alors  Téquation  (a)  devient 

a*b*'k'-^a^b^^n'-h[a^b^'h{^'—W)W]\-hM'=zo, 
ou 
(3)         {a'bn-i-W)[a'bn'-i-(^'—W)'k-ht]  =  o. 

Cette  équation  peut  avoir  une  racine  double  de  deux 
manières  : 
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f  ^  Quand  Téquation  du  second  d^ré 

a  ses  racines  égales,  ce  qui  donne 

(N»—  M*-f-  2116) (N»—  M»—  2fl*)=  o  , 

ou,  parce  que 

N»  — M*  =  «»-♦-*»— ^», 

Delà 

p  =  (éH7^)    et'   p  =  (a — ^). 

Ainsi  les  deux  circonférences  C,  C,  concentriques  à 
Fellipse,  et  ayant  respectivement  pour  rayons  la  demi- 
somme  et  la  demi^différence  des  axes  de  cette  courbe, 
appartiennent  au  lieu  des  centres. 

M' 

2?  La  racine  —  -77-,  àe  Téquation  (3)  peut  aussi  être 
racine  de  Téquation  du  second  degré 

a'bn^-h  (N>—  M«)X  -f.  I  =  o 

et  alors  Téquation  en  X  aura  bien  encore  une  racine 
double.  D'où  la  condition 

ou 

M»[M»— (N»  — M»)]-^a^A»  =  o, 

et  l'équation  correspondante  est 

(a'sin'o»  -+-  **cos»»)[fl'sin>»  -h  ^'co»»«—  {«»  -f-  h^)  -+-  p*] 

-f-  a*b*  =  o 
ou 

(a'sin^ft)  -l-ft*cos"û))(p* — a*cos^^  —  ft'sm*w)-»-a'6*=  o, 

«r^sin'u.Gos'ôA 
•^        a'sin'» -4- 6'cos'e» 
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Cette  dernière  représente  une  courbe  S  facile  à  con- 
struire. 

A  priori  on  voit  bien  que  les  quatre  points  où  les  deux 
circonférences  C,  C  rencontrent  les  axes  de  Tellipse  ap« 
partiennent  au  lieu  cherché  ('*')  \  de  même,  on  voit  que 
le  centre  de  l'ellipse  est  un  point  multiple  qui  corres- 
pond aux  cercles  concentriques  à  Tellipse  et  tangents  à 
cette  courbe  en  ses  sommets.  II  resterait  à  voir  si  la  courbe 
trouvée  S  fait  bien  réellement  partie  du  lieu  des  centres, 
ou  si  elle  est  due  à  un  fait  purement  algébrique  {*^)* 

(")  Un  point  quelconque 

«  =  (aH-&)co8ei>,    ^  =  (a-+-A)8inûi 

de  la  circonférence  C  est  le  centre  d'un  cerde  qui  touche  TelUpse  au  point 

x  =  acoseii,    jr^ih9\n<a 

et  dont  le  rayon  est  ^a"  sin*  «  -+-  6*  cos"  w  ou  M.  Le  même  cercle  a,  en 
commun  avec  rellipse^  deux  tangentes  parallèles;  son  centre  appartient 
donc  au  lieu  cherché. 
De  même,  en  prenant  pour  centre  un  point  quelconque 

ap  =  (fl  —  A)cosw,    r=(«  — *)wn« 


de  la  circonférence  C,  et  pour  rayon  y/ a*  sin'  «a  -+-  *•  cos* w,  le  cercle  dé- 
crit touchera  Fellipse  au  point 

x=:acosoi),    jr=. —  &sinu; 

il  aura  de  plus«  avec  Tellipse,  deux  tangentes  parallèles.  Ainsi  le  centre 
de  ce  cercle  est  un  point  du  lieu. 

(**)  La  courbe  S,  représentée  par  Téquation 

,_      c^  sin*  M  cos*  g» 
^       a*  sin*  « -+- 6*  cos*  û»  ' 

est  le  lieu  géométrique  des  projections  du  centre  de  l'ellipse  snr  les  nor- 
males à  l'ellipse;  par  conséquent,  la  courbe  S  fait  partie  du  lieu  cherché. 

G. 
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CMPOSrriON  lATIfiVATIQIlB 
doiiée  n  1864  au  caididals  à  l'Ecole  Poljtedniqie  (2«  sijel)  -, 

Solution  db  M.  Ch.  CATLA, 

Répétiteur  au  collège  Eollin. 


On  donne  sur  un  plan  une  circonférence  (O),  un 
point  A  et  une  droite  (D).  Du  point  A  on  mène  une 
droite  qui  coupe  (D)  en  un  point  B  ;  sur  AB  comme  dia- 
mètre on  décrit  une  circonférence;  cette  circonférence 
et  la  circonférence  O  ont  pour  corde  commune  une  droite 
qui  rencontre  AB  en  un  point  M.  On  demande  le  lieu 
décrit  par  le  point  M,  lorsque  la  droite  AB  tourne  autour 
du  point  A. 

i^  Le  point  A  et  la  circonférence  O  étant  fixes,  exa- 
miner quelles  sont  les  différentes  formes  que  présetUe 
le  lieu  (M)  lorsque  Von  considère  des  droites  telles  que 
(D),  parallèles  entre  elles. 

2**  Faire  voir  que  les  différentes  courbes  ainsi  obtenues 
passent  par  quatre  points  fixes  et  ont  leurs  axes  paral- 
lèles. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  la  perpendiculaire 
et  la  parallèle  menées  par  le  point  A  a  la  droite  donnée  D. 

Soient  a  elb  les  coordonnées  du  centre  O,  TéquatioD 
de  la  circonférence  donnée  est 

(i)  JP'H-7* — 2ax — 7.bx '\- p^  =z  o, 

en  posant 

La  sécante  mobile  AB  a  pour  équation 

(  2  )  /  =  mx. 
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L'équation  du  second  cercle  dont  le  centre  est  aju  mi- 
lieu de  AB  est 

(3)  x^-f-j'* — a.x — moLy=:Oj 

a  étant  l'abscisse  de  la  droite  (D). 

La  corde  commune,  ou  Taxe  radical  des  deux  circon- 
férences, a  pour  équation 

(4)  (^a  —  a)  a:  -f-  (2^  —  ma)jr  —  p*=o. 

Éliminant  m  entre  les  équations  (  a)  et  (4))  on  a  Téqua- 
tion  du  lieu 

(5)  (afl  —  0L)x^-h2bxjr  —  ajr^  —  /?'j:  =  o 

Donc  le  lieu  du  point  est  une  conique. 

Discussion,  — La  quantité  dont  le  signe  caractérise  le 
genre  de  la  conique  est 

6»-f- a(2û  — a)     ou      —  [a  — (« -f-<i)]  [a -f- (</  —  «)], 

d  représenti^nt  la  distance  OA. 

En  considérant  a  comme  une  coordonnée  courante, 
chacun  des  facteiu^s,  égalé  à  zéro,  représente  une  paral- 
lèle à  Taxe  des  /,  et  qu'il  est  facile  de  construire.  On  a 
ainsi  deux  droites  D^  If  parallèles  à  D. 

Si  la  droite  D  est  située  entre  D'^  W^  le  lieu  est  une 
hyperbole  \  si  elle  est  extérieure  à  ces  deux  parallèles,  le 
lieu  est  une  ellipse.  Enfin,  si  elle  coïncide  avec  Tune  de 
ces  parallèles,  le  lieu  est  une  parabole. 

Quand  le  lieu  est  une  ellipse,  cette  ellipse  se  réduit  à 
un  point,  qui  est  l'origine,  pour  une  valeur  infiniment 
grande  de  a,  et  elle  devient  une  circonférence  lorsque 
£  =s  o  et  a  =  o.  Dans  ce  cas  le  point  A  est  le  centre  du 
cercle  donné. 

Si  la  droite  D  se  confond  avec  Taxe  des  y,  on  aura 
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a  =  o,  et  réquation  du  lieu  se  réduira  à 

lax^  -h  a  hxy  —  p'^x  =  o. 

Cette  dernière  équation  représente  ]e  système  des  deni 

droites  x  =  o,  ax  H-  fr^  =  — • 

Lorsque  a  =  a,  la  droite  D  passe  par  le  centre  du  cercle 
donné,  et  le  lieu  représenté  par  Téquation  (5)  est  une 
hyperbole  équilatère. 

Le  lieu  est  une  parabole  lorsqu'on  a 

a=:  a  -h  d     OU     a  =  a  —  d. 
L'équation  (5)  peut  s'écrire 

«  (x* -*-/')  —  ^(nax'htxbx  — />')  =0; 

sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  générale  des  co- 
niques passant  par  les  quatre  points  d'intersection  de  la 
conique  x*  +y*  =  o  avec  les  droites 

x  =  o,     ax  -h  bjr  —  —  =  o. 
2 

Donc,  les  différentes  coniques  obtenues  en  faisant  variera 

sont  tangentes  à  l'origine  à  l'axe  des  j^,  et  elles  passent, 

en  outre,  par  deux  points  imaginaires  conjugués  dont  il 

serait  facile  d'avoir  les  coordonnées. 

L'équation  qui  fait  connaître  les  coefficients  angulaires 

des  axes  est 

a 
a'  -h  2  -r  «  —  1=0. 
o 

On  voit  que  quand  la  droite  D  se  déplace  parallèlement  à 
elle-même,  les  directions  des  axes  des  coniques  ne  chan- 
gent pas.  Les  coefficients  angulaires  des  axes  ont  pour 

valeurs ~    *  L'équation  qui  fait  connaître  les  cœf- 
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ficieuts  angulaires  des  axes  montre  que  ces  coefficients  ne 

dépendent  que  du  rapport  j^  par  conséquent  les  axes  des 

coniques  conservent  toujours  les  mêmes  directions  quand 
le  centre  O  du  cercle  donné  se  déplace  sur  la  droite  AO. 
U  est  facile  d'avoir  le  lieu  des  centres  des  coniques  ob- 
tenues quand  a  varie.  On  reconnaît  que  c'est  une  hyper- 
bole tangente  au  point  Â  à  Taxe  des  abscisses. 


NOTE 

SBr  le  BOjei  de  rameier  iie  éqnatioi  qielcoaqve  da  qBalriène  degré 
à  aae  éqaatioa  réeiproqne  di  néme  degré; 

Par  m.  RoGsa  ALEXANDRE. 


Le  type  général  des  équations  du  quatrième  degré  est 
x^  -4-  pa?  H-  qx^  -h  /a:  -f-  j  =  o. 

Si  nous  y  remplaçons  x  par  y  -^h^y  étant  une  nouvelle 
inconnue  et  h  une  indéterminée,  nous  aurons  une  équa- 
tion de  la  même  forme  en  y^ 

y  -t-  pf  f  -I-  q'y  -♦-  r'y  -4-  /  =  o, 

dans  laquelle  p\  q\  r',  s^  sont  des  fonctions  de  h. 
Divisons  tous  les  termes  par  s' ^  nous  aurons 

Changeons  encore  d'inconnue, .  et  faisons  dans  cette 
équation 
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elle  deviendra 

P'  rf  r' 

/•       /»       /* 

Nous  avons  déjà  obtenu  rëgalité  des  coefficienu  ex- 
trêmes; si  maintenant  nous  pouvons  déterminer  h  de 
manière  à  rendre  égaux  entre  eux  les  coefficients  de  z  et 
de  z*,  Féquation  précédente  sera  réciproque. 

Posons  donc 

d*où  nous  tirons,  en  multipliant  les  deux  membres  par 
5'^  puis  les  élevant  au  carré, 

OU,  en  remplaçant  les  trois  coefficients  par  leurs  valeurs, 

s'=:h*'hph^'¥'  qh*  -f-  rA  -4-  j, 
(A*  -h  ;>A»  -h  ^A"  -h  rA  -f.  ^)  (4  A  -t-p)*  =  (4  A»  -f.  3/?A»  h-  2  çA  -+-  ^)^ 

Et  nous  obtiendrons  enfin,  en  développant  et  ordonnant 
par  rapport  i  A, 

A>  {;^  -f-  8r  —  4w)  ■+-  A*  (i»'y  -+-  */"•  -»-  '6j  —  4^') 

-4-  A  (/>»r  -f-  8/?J  —  ^qr)  -+-  /?»f  —  r»  =:  o, 

équation  du  troisième  degré  qui  nous  donnera  toujours 
au  moins  une  valeur  réelle  pour  A. 

La  question  proposée  peut  alors  être  considérée  comme 
résolue. 
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ODBSTIONS. 


778.  Sî  réquatîon  F  {x)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles, 
il  en  est  de  même  de  celle-ci  : 

aY  {x)  -f-  ftF'  (x)  -f-  cF"(t)  -h .  . .  =  o, 

les  constantes  a,  &,  c,  •  •  •  étant  telles,  que  Téquation 

a-^  bz-^  cz^-h.  .  .  =  0 

nah  pas  de  racines  imaginaires.  (Hermite.) 

779.  Supposant  toujours  que  Téquation 

Il  -f-  6z  -h  C«^  -f- .  .  .  =  o 

ait  toutes  ses  racines  réelles,  je  fais 

j- i— =  A  -f-  B«  -h  Cz»-f- ...  ; 

cela  admis,  je  dis  que  si  Téquation  F  (x)  =  o  a  toutes  ses 
racines  imaginaires,  il  en  est  de  même  de 

AF  (x)  H-  BF'  (x  )  -f.  CF"  ( X )  -^ . .  .  =  o. 

(Hbrkite.) 

780.  Soient  m  un  nombre  pair,  et  Téquation 

A«X"  —  A|X*"*  -i-  AjX"""*  —  .  .  • —  Aa,_iX-h  An=  o, 

où  A^,  Al,  A,, . . . ,  A«  sont  des  nombres  positifs. 
SoienX  H  le  plus  grand  des  rapports 

Aj        As       Afc  A,»..! 

A«         Aa         A4  A«_) 

et  h  le  plus  petit  des  rapports 

Aa         A4         A« 

Al        Aj       As 

l'équation  proposée  aura  toutes  ses   racines  comprises 


Aa         A4         A«  Aa, 

Al        Aj        As  Am-.i 
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entre  H  et  A  si  Ton  a  H  ]>  A,  et  toutes  ses  racines  imagi- 
naires si  l'on  a  H  =  A  ou  <;  A.  (P.  ) 

781 .  Les  mêmes  choses  étant  posées,  si  m  est  un  nom- 
bre impair,  Téquation  n'aura  aucune  racine  au-dessus 
de  H,  et  ne  pourra  avoir  qu'une  seule  racine  au-dessous 
de  A. 

Si  H  =  A  ou  <I  A,  Téquation  n'aura  qu'une  racine 
réelle.  (P.) 

782.  Si  une  figure  qui  reste  toujours  semblable  à  une 
figure  donnée  se  meut  de  manière  que  trois  points  décri- 
vent des  lignes  droites,  tout  autre  point  de  la  figure  dé- 
crira aussi  une  ligne  droite. 

783.  Lorsqu'une  figure,  qui  reste  toujours  semblable 
à  une  figure  donnée,  se  meut  de  manière  que  trois  de  ses 
lignes  passent  par  des  points  fixes,  toute  autre  ligne  de  la 
figure  passera  aussi  par  un  point  fixe. 

784.  Si  l'on  aie  k  un  quadrilatère  complet  successive- 
ment chacun  de  ses  côtés,  les  cercles  circonscrits  auiL 
quatre  triangles  qu'on  obtient  ainsi  passeront  par  un 
même  point,  et  les  triangles  qui  ont  pour  sommet  ce 
point,  et  pour  bases  les  deux  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère, seront  semblables. 

785.  Mener  a  deux  cercles  donnés  deux  tangentes  qui 
fassent  un  angle  donné,  et  de  façon  que  la  ligne  qui  joint 
les  points  de  contact  pas^e  par  un  point  donné. 

786.  Placer  sur  trois  circonférences  données  un  trian- 
gle donné  semblable  à  celui  qu'on  obtient  en  joignant 
deux  i  deux  les  trois  centres. 

Les  cinq  questions  précédentes  nous  ont  été  comnitini- 
quées  par  M.  Julius  Petersen,  de  Copenhague. 

787.  Déterminer  le  lieu  géométrique  du  centre  d'une 
sphère  qui  coupe  sous  des  angles  donnés,  a,  6,  /,  trois 
sphères  données  A,  B,  C. 
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NOUYELLB  MÉTH6DB  PODtt  DÉTEBMINER 
LES  GAR&GTÊRISTHHIES  MS  SYSTÈMES  DE  €0NI<|1IES 

(YOlr  poseiM); 

Par  m.  H.-G.  ZEUTHEN  (de  Copenhague). 


XI.  —  Détermination  des  caractéristiques  d\in  système 
de  coniques  qui  ont  deux  contacts  du  second  ordre 
avec  une  même  courbe, 

• 
53.  Nous  désignons  ce  syslènie  par  [2  (C;„,n)']- 
Les  théorèmes  du  n°  52  sont  encore  vrais  ici  où  la 
courbe  C,„„„,  coïncide  avec  la  courbe  C«,„',  mais  au  sys- 
tème [2(C^,„)*]  appartiennent  encore  d'antres  coniques 
singulières  que  celles  qui  sont  nommées  dans  ce  numéro. 
Aux  coniques  infiniment  aplaties  nous  devrons  ajouter  : 
1®  Celles  qui  sont  renfermées  dans  une  tangente  d'in- 
flexion et  dont  les  deux  sommets  coïncident  au  point  d'in- 
flexion \ 

a°  Celles  qui  sont  renfermées  dans  une  tangente  de 
rebroussement  et  dont  les  deux  sommets  coïncident  au 
point  de  rebroussement. 

Comme  les  sommets  de  ces  coniques  infiniment  apla- 
ties coïncident,  elles  sont  en  même  temps  des  coniques  à 
points  doubles.  Sous  ce  point  de  vue,  la  seconde  classe 
correspond;  selon  le  principe  de  dualité,  à  la  première 
considérée  comme  partie  de  X,  et  réciproquement.  Dési- 
gnons par  X  le  coefficient  de  la  première  classe  dans  l'ex- 
pression de  X  et  de  la  seconde  classe  dans  celle  de  t?,  et 
par  y  le  coefficient  de  la  seconde  classe  dans  X  et  de  la 

Ann.  de  lUathôm.'it.^l*^  'icrlc,  t .  V     (Novembre    18OG.)  3l 


•     (48«) 
première  dans  n\  nous  aurons 

€r  =  g.rf-»-3.r'{/w— 3)-f-  I ' ^^—  -hX.rf'4-jr.f'; 

d'où 

^  =  6f  -h  3</  -4-  g  r'  [6/w-f-  r'  —  (19  —  2^  —  4x)] 

v=:3f-f-6rf-h^^  [6m  4-  ^  —  (19  —  ar  —  *}J 

^- ^  rf/ [6;, -f- rf' ~  (19  -  2.r  -  4')]. 

54.  Pour  déterminer  les  coefficients  x  eijj  on  appli- 
que le  lemme  31  au  système  [(M)*,  M,  2]  de  coniques 
qui  ont  avec  la  courbe  M  (de  Tordre  m  et  douée  d'un 
point  multiple  de  Tordre  m  —  i)  un  contact  du  secoud  et 
un  contact  du  premier  ordre,  et  qui  touchent  une  droite 
/  (*).  Si  Ton  veut  trouver  par  le  lemme  le  nombre  des 
coniques  du  système  dont  un  point  d'intersection  avec  M 
coïncide  avec  le  point  de  contact  du  premier  ordre,  on 
doit  attribuer  à  r,  ^,  a  et  /3  les  valeurs  suivantes  : 

r  =  iy     qr=^^m  —  5, 

«  =  N  (M%  M9,  /),     p  =  N  [(M)»  —  /?  —  M,  /], 

ou  [formule  (II)  du  n**  48], 

p=:N[(M)%  M,  py  /]-  2N[(M)%  MO,  /]—  3N[(M)»0,  M,  l\. 


(*)  En  remplaçant  le  système  [(M)',  M,  2]  par  le  système  l(M)%lf,|>]. 
on  ne  trouverait  que  Téquation  ajr-hj'sSi  qui  admet  deux  solutions 
entières  et  positives. 
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Par  conséquent 

^a  +  p  =  (2/11  -  7)  N  [{M}\  MO,  /]  -f-  N  [(U)\  M,  />,  /] 
—  3N(M^e,M, /). 

Or,  d'après  les  formules  (i6),  (i3)  cl  (i8), 

N[(C«,„)S  C«.„e,  /]  =  3(/i  -  2)  +  rf', 

N  [(C«VA  C«,«, /7, /]  =  2  ( 3/1 -h  rf' )  (m -f. /i  —  1 2) -4- 24  (/» -4- /î), 

N[(C«.,)'e,(i.,„,  /]  =  /»  +  2/1  -  6. 

En  remplaçant  ici  la  courbe  C^^^  par  la  courbe  M  on  doit 
(n°  30)  substituer  /ï  =  2  (m  —  i),  £?'=  o.  Donc 

qoL-h  p  =  48w'  — 2i3/w  -f-234=('n--  2)(48/w— -117). 

Le  nombre  ^a  -f-  /3  comprend  : 

i^  2N[2(IVI)*, /],  c'est-à-dire  le^double  du  nombre 
des  coniques  qui  ont  deux  contacts  du  second  ordre  avec  M 
et  qui  touchent  /;  car  chacun  des  deux  contacts  du  second 
ordre  avec  M  peut  résulter  de  la  coïncidence  d'un  point 
d'intersection  avec  un  point  de  contact  du  premier  ordre; 

2^  z.at^oiiz  est  un  coefficient  inconnu  et  t  le  nombre 
des  tangentes  doubles  de  M,  car  une  conique  infiniment 
aplatie,  renfermée  dans  une  tangente  double  de  M  et  li- 
mitée à  l'un  des  points  de  contact  et  à  la  droite  /,  appar- 
tient au  système  [(M)*,  M,/]:  son  point  de  contact  du 
premier  ordre  coïncide  avec  deux  points  (*)  d'intersec- 
tion, et  le  nombre  de  ces  coniques  singulières  est  2£; 

3*^  u.t\  ou  u  est  un  coefficient  inconnu,  et  tf  le  nombre 
des  tangentes  d'inflexion  de  M,  car  une  conique  inûni- 
uient  aplatie  renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion 
de  M,  limitée  au  point  d'inflexion  et  à  la  droite  /,  ap- 
partient au  système  [(M)*,  M,  /],  et  dans  le  point  d'in- 


(")  On  se  tromperait  si  Von  en  concluait  que  e  est  divisible  par  3. 

3i. 
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flexion  coïncident  les  points  de  contact  du  premier  et 
du  second  ordre  et  un  point  d'intersection  avec  M. 
.  Par  conséquent 

Or»  selon  le  n**  30, 

f  =  a  (/If  —  2)  (iw  —  3),     r'  =  3  {m  —  2), 

et  N  [2  (M)*,  /]  se  trouve  par  la  substitution,  dans  Tex- 
pression  trouvée  pour  p  au  n°  53,  de  ces  valeurs  de  t  et 
de  l!j  et  des  valeurs  suivantes  : 

/            X       j      (m— i){/ii  — 2) 
«  =  2(iW  —  i),      rf= «      d'=o. 

On  trouve  alors 

é 

ya-f-p=(m  — 2)|(36-»-42)/w  — (9^-4-I2Z— 2(2jr-»-ar)— 3«]|. 

Les  deux  expressions  de  ^a  +/3  devant  être  identiques, 
on  aura 

48  =  36  -h  4^, 
ii7=92-hi2r  —  i[:xjr  -^x)  —  3«. 

55.  On  tire  de  ces  écpiations 

z  =  3, 
II  ==  a  (aj'-hx)  -»-3a.^ 

x,jret  n  devant  être  entiers  et  positifs  (^),  cette  équa- 
tion donne  seulement 

«=:  I,      JC:^  2,      J==  I. 


(*)  Si  Tun  des  nombres  xou  r  était  nul,  Tautre  le  serait  également  ; 
car  alors  les  coniques  singulières  dont  le  nombre  est  multiplié  par  x  dans 
Tex pression  de  Jl^  et  par  j"  dans  celle  de  u  (ou  réciproquement),  n'appar- 
tiendraient pas  au  système.  Or,  Téquation  trouvée  prouve  que  ces  coeffi- 
cients ne  peuvent  ètic  nuls  tous  les  deux. 
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En  substituant  les  valeurs  de  x  et  j^  dans  les  expres- 
sions caiculëes  au  n"  53,  on  trouve 

{20  a)  (*) 

{20  b)  [2(C.,0']^(P,»). 

On  trouve,  pour  une  courbe  générale  de  Tordre  m, 

p  =  âOT(/ll-2)(lW*—  7), 

{20  c)  i 

J  3 

[  *  =  -'»('^  — 2)(3'w»  — 19). 

Pour  m  =  a,  on  aura  pt  =  v  =  o  -, 

Pour  m  =  3,  on  aura  ft  =  27,     v  =  36  (**)• 

S6.  Si,  dans  certains  cas  particuliers,  les  formules  (20) 
ne  sont  pas  immédiatement  applicables  {voir  le  n^  22), 
on  pourra  mettre  à  profit  la  connaissance  acquise  des  ' 
valeurs  des  coefficients  x  ely.  On  a  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  deux  contacts  du 
second  ordre  as^ec  une  courbe  donnée,  on  doit  compter: 

Deux  fois  dans  le  nombre  X  et  une  fois  dans  xs,  toute 
conique  infiniment  aplatie  renfermée  dans  une  tangente 
d^ inflexion  de  la  courbe  et  limitée  par  deux  points  qui 
coïncident  au  point  d' inflexion  ^ 

{")  Les  formules  (10 a)  donnent  la  relation  suWante  : 

ym—  v=  d'—  i'=  3(m—  n). 

(  **)  Une  conique  ayant  deux  contacts  du  second  ordre  avec  une  courbe 
du  troisième  ordre,  la  corde  de  contact  passe  par  un  des  neufs  points 
d'inflexion.  Par  conséquent,  le  système  [(C,,,)']  se  divise  en  neuf  systèmes 
partiels  dont  les  caractéristiques  sont  /x  =  3  et  y  =  4- 
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Une  fois  dans  le  nombre  X  et  deux  fois  dans  le  nom- 
bre u,  toute  conique  ajrant  un  point  double  en  un  point 
de  rebroussement  de  la  courbe,  et  composée  de  deux 
droites  qui  coïncident  avec  la  tangente  de  rebrous- 
sement. 

XII.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
de  coniques  qui  ont  un  contact  du  troisième  ordre  et 
un  contact  du  premier  ordre  a\^ec  des  courbes  don- 
nées, 

57.  Le  système  [(€«,„)',  C«j,„J  contient  toute  conique 
infiniment  aplatie  : 

1^  Renfermée  dans  une  tangente  à  C»,»  en  Tun  de  ses 
points  d'intersection  avec  C„„n,  Gt  limitée  par  des  points 
qui  coïncident  avec  ce  point  ; 

'à^  Renfermée  dans  une  tangente  commune  aux  deux 
courbes  et  limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au 
point  de  contact  avec  C»^„  ; 

3®  Renfermée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  C,, 
et  limitée  au  point  d'inflexion,  et  à  €«.,„  ; 

4^  RenfermcQ  dans  une  tangente  de  rebroussement  de 
C„^„  et  limitée  au  point  de  rebroussement  et  à  €«,«. 

On  aura  donc 

\=z  X, mntx  -h  y . nn^  -+-  z . t*m^  -h  u*(Vm^ , 
t»t,  par  le  principe  de  dualité, 

cj  -r  x./î/î,  -{-y.ninix  -I-  z.d'ftx  -\-  ti.t'ny. 
Par  oonséqurnl 

u  zn  fil"  W,  -\    i^'/ti  y      V  .  --  v"/«,    f    v'/î,  , 


ou 


Or, 
d'où 
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fA"l=^[(aX-h^)/WH-2Z/'-f-  2tt<f'], 

p"=N[(C.,„)Sp,/]  =  v', 
(aa:  H-/)  (/»  —  n)  =  2(2  —  «)  (</'—  l'), 


et  comme 

(d'après  la  formule  IV  de  la  première  note  du  n^  11  ), 

2x  -+-  7  =  6  (a  —  a). 

58.  Pour  trouver  d'autres  moyens  propres  à  déter- 
miner les  coefficients,  appliquons  le  lemme  du  n^  31.  au 
système  [(M)',  pi,  p^].  Dans  ce  cas 

r=:  2,     q  =  2/w  —  3, 

a^N[(M)'G,.;.„/;,]» 
P==Nf(M)'~j.,^.,/,,]- 
ou  [d'après  Téqua lion  (II)  du  n^'  43] 

Par  ccmséquent 

^a4-p=:(2/ii-6)N[(M)'G,/..,/;,]-hN[(>I)%/;,/7.,/>,]. 
Or,  selon  les  formules  (17)  et  (ii), 
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OÙ  il  faat  substituer  pour  la  courbe  M  (n^  30) 

Ou  trouve  alors 

^a-h  p  =  8m  —  12. 

Comme  aucune  couique  du  système  dont  un  point  de 
contact  coïncide  avec  un  point  dMutersection  n'est  infi- 
niment aplatie^  on  aura  aussi  (n^  31) 

ga-+-p  =  N[(M)Sp.,/?,], 

dont  on  aura  une  expression  en  substituant  dans  la  va- 
leur de  /x  trouvée  au  n°  57, 

/i  =  2(/it  — i),     d'=o,     /'=r3(in  — a); 
ce  qui  donne 

qa-h  P  =  -s  [(2x-f-4j-4-3«)/«  — (2ar4-4j^-*-6ii)l. 

Les  deux  expressions  de  ^a  +  |3  devant  être  identiques, 
on  trouve 

2a  -+-  4/  -t-  3a  =  24, 


I    2a-f-4j  + 61*  =  36. 

59.  Les  équations  (I)  du  n°  57  et  (II)  du  n^  58  suffi- 
sent à  déterminer  les  trois  coefficients,  car  on  sait  qu'ils 
doivent  être  entiers  et  positifs  (*).  On  trouve 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  expressions  trouvées 
au  n®  57,  on  aura,  pour  résoudre  le  problème  actuel,  les 


(*  )  Quant  aux  signes  des  coefficients,  il  suffit  de  supposer  que  j-,  a  el  5 
ne  sont  pas  néj^atlfs  et  quer  est  positif.  Or,  ^  étant  nul,  -r  lo  serait  aussi 
d'après  la  signification  de  ces  coefficients  (n®  57  et  première  note  du 
n«  5ô),  ce  que  nos  équations  ne  permettent  pas. 
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formules  suivantes  : 

if*'  =  6/i  — 4/«-f-3rf'z=5/w  — 3/i-f-  3^, 
/'=  y=  2  (5/1  -  4/11  -♦-  3^')  =  2(5//i  -  4/1  -+-  30. 
v''=:6/it  -  4/1  -4-  3r'  =  5/1  — 3/w  -4-  3d'. 

i  [(G.,«)%C«..,,]  =  (p"/iî,H.ft'/i„  v"«.-hv'/i.). 

On  trouve,  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  m  : 

/  pi'  =  2/ii(3/n  —  5), 
(21  r)  J  pi"  =  v'=2/it  (5/w —  9), 

(    v":rz:/7|(5/»  — 8). 

Pour  /n  =  a  on  trouve  fi'  z=z  fi'^  =z  )/  z=z  v"  =  4  (**)• 
Pour  m  =  3  on  trouve  y!  =  24,  (i^^=  v'=  36,  v''=  21. 

60.  Des  valeurs  de  x^y^  z,  u  on  déduit  les  théorèmes 
suivants  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
troisième  ordre  et  un  contact  du  premier  ordre  respec^ 
tiifcment  a^ec  deux  courbes  données  C„^„  et  C„j,„^,  on 
doit  compter  : 

Deux  fois  dans  le  nombre  A  et  deux  fois  dans  le 
nombre  cr,  toute  conique  ayant  un  point  double  à  un 
point  d intersection  des  deux  courbes  et  composée  de 
deux  droites  qui  coïncident  dans  la  tangente  à  C,„,„  au 
même  point  ^ 

Deux  fois  dans  X  et  deux  fois  dans  xs,  toute  conique 


(  *  )  On  voit  que 

a  ;*'  —  v'  =  2  », 

^*')  Voi/ Chasles,  Traité  des  Sections  coniques,  n"  5i4- 
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infiniment  aplatie^  renfermée  dans  une  tangente  com- 
mune aux  deux  courbes,  et  limitée  par  deux  points  gui 
coïncident  au  point  de  contact  avec  C^m^ny 

Il  faut  encore  compter  dans  le  nombre  i  : 

Cinq  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie,  renfer^ 
mée  dans  une  tangente  d'inflexion  de  €«,1.9  ^^  limitée 
au  point  d*inflexion  et  à  la  courbe  C,,,,,»^; 

Quatre  fois,  toute  conique  infiniment  aplatie  renfermée 
dans  une  tangente  de  rebroussement  de  €„,„,  et  limitée 
au  point  de  rebroussement  et  à  C«,„„,  ; 

Et  dans  le  nombre  xs  : 

Cinq  fois,  toute  conique  atyant  un  point  double  en  Min 
point  de  rebroussement  de  C«,„  et  composée  de  la  tan^^ 
gente  de  rebroussement  et  dune  tangente  à  0»^^^%  5 

Quatre  fois,  toute  conique  ayant  un  point  double  en 
un  point  d* inflexion  de  Cm,»  et  composée  de  la  tangente 
d'inflexion  et  d'une  tangente  à  C„j,„, 

61 .  Les  théorèmes  du  n^  60  sont  encore  vrais  lorsqpe 
la  courbe  C„j,„^  coïncide  avec  la  courbe  C«,^.  Ils  sont 
donc  utiles  à  la  délçrmination  des  caractéristiques  du 
système  [(C«,„)*,  C^,„]  dont  les  coniques  ont  avec  C.^ 
deux  contacts  respectivement  du  troisième  et  du  premier 
ordre.  Le  système  ne  contient  pas  d'autres  coniques  sin- 
gulières que  celles  qui  sont  mentionnées  dans  ces  théo- 
rèmes (*).  On  trouve  donc 

>  =  a.2</-f-2.2f  -h5./'(OT—  3)-f-4.</'{iw— 3), 

cT  =  2.2r  -f-2.2</-t-5.<f'(/i  —  3)  -f-4-^'{«  —  3), 


(*]  On  pourrait  croire  que  les  deux  espèces  de  coniques  singulières 
qui  sont  nommées  dans  le  n®  56,  appartiennent  également  à  cesystéme-ci  ; 
mais  en  les  discutant  avec  soin,  on  trouve  qu'elles  ne  sont  d'aucnne 
façon  des  limites  de  coniques  qui  satisfont  ii  ses  conditions.  Du  reste,  on 
pourrait  les  introduire  dans  les  nombres  X  et  cr,  avec  des  coefficients  qui 
seraient  entiers  et  positifs  ou  nuls.  On  trouverait  par  les  méthodes  ordi- 
naires qu'ils  ont  la  valeur  zéro. 
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d'où 

pr=2( — ^m^  -h  Zmn  -f-  3/?'-+-  a8//i  —  Zin) 
-+-3(2/w -h«  — i3)rf', 

(22tf)    l 

V  1=  —  3/w'  —  3/w/i  +  lo/?'  -h  53/»  —  6i/f 
-i-3(//î-f-  2«  —  i3)^', 

(22^)  [(C«,„)S  €..„]  =  (fi,  v), 

et,  pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  m, 

ia  =  6/n(m  —  2)(iw'-f-  m  —  lo), 
'»  =  m(m  —  2)  (10/»'  —  3/w  —  57). 

62.  Si  les  deux  courbes  C,„^„  et  C«„„,  se  louchent,  on 
fera  usage  de  la  formule  suivante  : 

(I)  W[(C„.OSC,,,..,Z]=4N[(C«,„)»0,Z]  +  N[(C.,.)=~C«.,«^ 

où  (C«,„)'9  signifie  la  condition  d'un  contact  du  troi- 
sième ordre  en  un  point  donné^  et  (C«,„)*  —  C«,,n,  celles 
de  deux  contacts  séparés  respectivement  du  troisième  et 
du  premier  ordre  avec  deux  courbes  C,„,„  et  C„„„,  qui  se 
touchent  elles-mêmes. 
On  aura  en  particulier 

(II)  N[(C«,.)Sf^,Z]  =  4N[(C..,)^ô,Z]-hN[(C«,«)^-/.,Z], 

où  (Cn^n)  —  P  signifie  les  conditions  d'un  contact  du  troi- 
sième ordre  avec  Cm,„  et  d'une  intersection  avec  la  même 
courbe  en  un  point  donné,  et 

(lU)     N[(C«,«)S/,Z]=4N[{C«,n)»e,Z]-+-N[(C«.J*-/,2]. 

D'après  la  formule  (I)  le  système[(C^^„)*,  €„,„„,]  se  divise, 
dans  le  cas  où  C„,„  et  C^,,»,  se  touchent  à  un  point  6 
en  [(C^,„)*0]  et  [(C«,n}'  — C«„»J,  et  chacune  des  carac- 
téristiques du  grand  système  comprend  quatre  fois  la 
caractéristique  homologue  du  premier  système  partiel  et 


(  492  ) 
une  fois  celle  du  second  système  partiel.  Or,  on  trouve 
sans  difflculté 

Les  caractéristiques  du  système  [(C«,„)* — C«„n,]  sont  fa- 
ciles à  trouver. 

{La  fin  prochainement,') 


NOTB  SUR  LES  HOUVKIEIITS  RELATIFS; 

Par  m.  E.-C.  PAGE, 

Professeur  à  l'École  d'Artillerie  de  VincenDes. 


La  question  que  Ton  désigne  en  Mécanique  sous  le 
titre  de  mouvements  relatifs  se  réduit  au  problème  sui- 
vant : 

Etant  donnés  la  vitesse  et  V accélération  d'un  point 
par  rapport  à  un  système  mobile,  et  le  mouvement  de  ce 
système  'par  rapport  à  un  système  fixe,  trouver  la  vi- 
tesse et  V accélération  du  point  relativement  au  système 
fixe. 

Ou,  en  renversant  le  problème  : 

Étant  données  la  vitesse  et  r accélération  d^un  point 
relativement  à  un  système  fixe^  trouver  la  vitesse  et  Vac- 
célération  de  ce  point  relativement  à  un  système  mobile 
dont  on  connaît  le  mouvement  par  rapport  au  système 
fixe. 

Appelons  vitesse  et  accélération  absolues  la  vitesse  et 
l'accélération  du  point  par  rapport  au  système  fixe; 

Vitesse  et  accélération  relatives,  la  vitesse  et  Taccé- 
lération  par  rapport  au  système  mobile. 


I 


(  493  ) 
Enfin,  vitesse  d'entrainement  et  accélération  d*entrai- 
nement,  la  vitesse  et  Paccélération  dont  le  point  se  trou- 
verait animé  à  un  instant  donné,  si  a  cet  instant  il  de- 
venait fixe  par  rapport  au  système  mobile. 

Dans  le  cas  d'un  simple  mouvement  de  translation, 
l'accélération  absolue  est  la  résultante  de  Taccélération 
relative  et  de  l'accélération  d'entraînement. 

Dans  le  cas  d'un  mouvement  de  rotation,  l'accéléra- 
tion absolue  n'est  pas  la  résultante  de  l'accélération  rela- 
tive et  de  l'accélération  d'entraînement;  mais  il  faut 
joindre  à  ces  deux  composantes  une  troisième  composante 
qu'on  nomme  accélération  centripète  composée. 

Il  est  important  de  rechercher  l'origine  de  cette  troi- 
sième composante  et  de  faire  voir  comment  elle  est  la 
conséquence  de  ce  principe  fondamental  de  Mécanique  : 
Les  accélérations  se  composent  entre  elles  exactement 
de  la  méms  manière  que  les  vitesses. 

Cette  question  a  été  traitée  d'une  manière  explicite 
par  Coriolis  dans  un  Mémoire  inséré  au  Journal  de 
V École  Polytechnique  (XXIV®  cahier).  Il  a  tiré  des  for- 
mules générales  de  la  Mécanique  analytique  un  théorème 
remarquable  sur  la  force  centrifuge  composée. 

Depuis  le  Mémoire  de  Coriolis,  son  théorème  a  été 
démontré  géométriquement  de  plusieurs  manières  \  mais 
ces  démonstrations  paraissent  encore  assez  difficiles  pour 
qu'on  évite  de  les  exposer  dans  l'enseignement  tout  à  fait 
élémentaire;  on  les  renvoie  à  une  partie  plus  avancée 
de  la  Mécanique.  Cette  marche  a  l'inconvénient  grave 
de  jeter  une  certaine  obscurité  sur  le  principe  de  la  comr 
position  des  accélérations.  Les  élèves  peuvent  être  in- 
duits à  penser  que  ce  principe  n'est  pas  absolument  vrai, 
et  qu'il  ne  s'applique  au  mouvement  de  rotation  qu'avec 
certaines  réserves. 

Dans  la  Note  qui  suit,  on  a  essayé  de  présenter  la  com- 
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position  des  accélérations  fl*une  manière  assez  élémen- 
taire pour  qu'on  puisse  l'exposer  complètement  au  com- 
mencement même  de  la  Mécanique  et  que,  par  suite,  on 
puisse  aborder  immédiatement  la  question  du  mouve- 
ment apparent  des  corps  k  la  surface  de  la  terre,  en  te- 
nant compte  de  la  rotation. 

Accélération  dans  le  mouvement  rectiligne. 

Quand  un  point  se  meut  en  ligne  droite  et  que  sa  vi- 
tesse varie  en  fonction  du  temps^  la  rapidité  plus  ou 
moins  grande  avec  laquelle  cette  vitesse  augmente  ou 
diminue  se  nomme  accélération.  On  peut  donc  dire  que, 
dans  le  mouvement  rectiligne,  l'accélération  n'est  autre 
chose  que  la  vitesse  de  la  vitesse. 

La  vitesse  V  d'un  point  A  peut  être  représentée  en 
grandeur  et  en  direction  au  moyen  d'une  droite  AV.  La 

FiG.     I. 
A  V  V 


vitesse  V  étant  variable,  la  longueur  de  la  droite  AV 
varie,  et  la  vitesse  V,  avec  laquelle  l'extrémité  de  la 
droite  AV  s'éloigne  ou  se  rapproche  du  point  A,  est  jus- 
tement l'accélération.  Cette  vitesse  V  peut  être  repré- 
sentée elle-même  au  moyen  d  une  droite  VV.  Le  sens 
dans  lequel  la  droite  VV  est  portée  indique  si  l'accéléra- 
tion est  positive  ou  négative,  c'est-à-dire  si  la  vitesse  est 
croissante  ou  décroissante. 

Composition  des  accélérations  quand  la  ^vitesse  est 
décomposée  smvant  des  directions  fixes. 

Lorsqu'un  point  A  est  animé  de  deux  vitesses  u  et  A 
suivant  des  directions  fixes  Au  et  A/,  la  vitesse  résul- 
tante V  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par 
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la  diagonale  AV  du  parallélogramme  conslruii  sur  les 
deux  vitesses  composantes  Au  et  Ai. 

Si  les  deux  composantes  reçoivent  des  accroissements 
uu'  et  ii\  la  nouvelle  résultante  V  est  représentée  par  la 
diagonale  AV^  du  parallélogramme  construit  sur  \u+uu' 
et  A/-4-u'. 

Le  déplacement  V  V  de  l'extrémité  de  la  diagonale  est 

Fie.  2. 


représenté  par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  accroissements  uu'  et  ££''. 

Si,  au  lieu  de  recevoir  des  accroissements  brusques, 
les  vitesses  composantes  u  et  i  varient  d'une  manière 
continue  sans  changer  de  direction,  les  droites  i^u',  ii' 
représentent  les  accélérations  composantes,  c'est-à-dire 
les  vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  des  côtés  Au 
et  Al  s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A. 

La  diagonale  VV^  représente  Taccélération  résultante. 
C'est  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut  par  rapport  au 
point  A  l'extrémité  de  la  droite  AV  qui  représente  eu 
grandeur  et  en  direction  la  vitesse  du  point  A. 

Pour  faire  bien  comprendre  cette  manière  de  repré- 
senter l'accélération,  imaginons  par  le  point  mobile  un 
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système  géométrique  mobile  avec  ce  point,  mais  n'ayant 
qu'un  simple  mouvement  de  translation;  par  exemple, 
trois  axes  rectangulaires  passant  toujours  par  le  point  Â, 
et  restant  constamment  parallèles  à  eux-mêmes. 

Tant  que  la  droite  A  V,  qui  représente  en  grandeur  et 
en  direction  la  vitesse  du  point  Â,  reste  fixe  et  invariable 
par  rapport  au  système  mobile,  le  mouvement  du  point 
est  rectiligne  et  uniforme-,  mais  aussitôt  que  le  mouve- 
ment du  point  cesse  d'être  uniforme  et  rectiligne,  la 
droite  AV  varie  en  grandeur  et  en  direction,  et  la  vitesse 
avec  laquelle  l'extrémité  de  cette  droite  se  meut  par  rap- 
port au  système  mobile  représente  en  grandeur  et  en 
direction  raccclération  du  point.  ' 

On  en  conclut  immédiatement  ce  principe  fonda- 
mental : 

Les  accélérations  se  composent  et  se  décomposent 
entre  elles  exactement  de  la  même  manière  que  les  vi- 
tesses. 

Si  les  accélérations  composantes  u'  et  z'  sont  entre  elles 
dans  le  même  rapport  que  les  vitesses  u  et  i,  l'accélération 
résultante  W  est  dirigée  dans  le  même  sens  que  la  vi- 
tesse V,  et  cette  dernière  ne  fait  que  changer  de  grandeur 
sans  changer  de  direction.  Mais  si  les  accélérations  com- 
posantes ne  sont  pas  proportionnelles  aux  vitesses  com- 
posantes, Taccélération  résultante  n'est  pas  dirigée  dans 
le  sens  de  la  vitesse  résultante,  et  cette  dernière  varie  à 
la  fois  en  grandeur  et  en  direction;  dans  ce  cas,  le 
point  A  décrit  une  ligne  courbe. 

La  composition  des  accélérations  u'  ei  /'  est  tout  à  fait 
indépendante  de  la  valeur  des  vitesses  u  et  1.  Elle  reste 
encore  la  même  lorsque  l'une  de  ces  vitesses  est  nulle. 

Ainsi,  quand  le  point  mobile  décrit  une  ligne  courbe, 
la  composante  de  la  vitesse  suivant  la  normale  est  nulle; 
mais  Taccélération  suivant  cette  normale,  ou  plus  exac- 
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tement,  Taccâération  suivant  la  direction  fixe  avec  la- 
quelle la  normale  vient  coïncider  à  Tinstant  que  Ton  con- 
sidère, n'est  pas  nulle,  et,  ponr  avoir  l'accélération  to- 
tale, il  faut  composer  l'accélération  suivant  la  direction 
normale  avec  Faccélération  tangenlielle. 

Composition    des  accélérations   quand  la  vitesse  est 
décomposée  suivant  des  directions  variables. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons^  supposé  la  vitesse 
décomposée  suivant  des  droites  ayant  des  directions  fines; 
mais  on  peut  concevoir  la  vitesse  décomposée  suivant  des 
droites  dont  les  directions  varient  d'une  manière  con- 
tinue. 

En  effet»  supposons  la  vitesse  décomposée  suivant 
quatre  directions  fixes  A  m,  An,  A^,  A^;  soient  m,  tz, 
p^  q  les  quatre  composantes. 

Pour  obtenir  la  résultante  V,  nous  pouvons  commen- 
cer par  prendre  la  résultante  i  des  deux  vitesses  m  et  /i, 
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puis  la  résultante  u  des  deux  vites^s  p  et  q.  La  vitesse  V 
est  alors  décomposée  suivant  les  deux  composantes  u  et  x. 
Or,  si  les  vitesses  m  et  n  ne  restent  pas  constamment 
dans  le  même  rapport  entre  elles,  leur  résultante  ï  varie 
en  grandçur  et  en  direction.  De  même,  la  résultante  u 
des  vitesses  p  etq  peut  varier  en  grandeur  et  en  direc- 
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tîon  ;  nous  pouvons  donc  conceToir  U  vitesse  \  décom- 
posée suivant  des  droites  A<  et  Au  dont  les  directions 
varient  d'une  manière  continue. 

Dans  ce  cas,  on  commettrait  une  erreur  grave  en  re* 
présentant  Vaccélération  du  point  A  par  la  résultante  des 
vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  des  composantes  i 
et  u  s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A.  U  faut 
prendre  la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles  se  meu- 
vent les  extrémités  des  composantes;  or,  ces  vitesses  ne 
sont  généralement  pas  dirigées  suivant  les  composantes 
elles-mêmes. 

En  eflet,  les  composantes  m,  n,  p,  q  ayant  des  direc- 
tions fixes,  r accélération  du  point  A  est  la  résultante  des 
vitesses  avec  lesquelles  les  extrémités  de  ces  composantes 
s'éloignent  ou  se  rapprochent  du  point  A. 

Si  nous  commençons  par  prendre  la  résultante  des 
deux  accélérations  composantes  dirigées  suivant  *Am  et 
A/},  cette  résultante  sera  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut 
Fextrémité  de  la  diagonale  A<,  et  cette  vitesse  ne  sera  gé- 
néralement pas  dirigée  suivant  Ai.  De  même,  la  résultante 
des  deux  accélérations  dirigées  suivant  Ap  et  Aq  sera  la 
vitesse  avec  laquelle  se  meut  l'extrémité  de  la  diago- 
nale Au. 

En  prenant  la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles 
se  meuvent  les  extrémités  des  diagonales  Ai  et  Au,  nous 
aurons  Taccélératiori  totale,  c'est-à-dire  la  résultante  de 
toutes  les  accélérations  dirigées  suivant  les  droites  fixes. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Quand  la  vitesse  d'un  point  est  décomposée  suivant 
des  asces  ayant  des  directions  fixes  ou  vanablesj  Vac- 
célération  de  ce  point  est  toujours  représentée^  en  gran-^ 
deur  et  en  direction,  par  la  résultante  des  vitesses  ai^ec 
lesquelles  se  meuvent  les  extrémités  des  droites  qui  re* 
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présmitent  en  grandeur  et  en  direction  les  vitesses  com- 
posantes. 

Accélération  centripète. 

Une  droite  d'une  longueur  constante 

OA  =  r 

tourne  dans  un  plan  autour  d'un  point  fixe  O  avec  une 
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vitesse  angulaire  constante  a>.  La  vitesse  du  point  A  est 
représentée  par  une  droite 

Al  =:r.» 

dirigée  perpendiculairement  au  rayon  OA  dans  le  sens 
du  mouvement.  L'accélération  du  point  A  est  représentée 
par  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut  l'extrémité  de  la 
di'oite  Ai,  par  rapport  à  un  système  géométrique  passant 
par  le  point  A,  et  animé  d'un  simple  mouvement  de  trans- 
lation. 

Or,  puisque  la  droite  Ai  est  toujours  perpendiculaire 
au  rayon  OA,  et  que  ce  dernier  tourne  avec  la  vitesse  an- 
gulaire co,  il  est  clair  que  la  droite  A;  tourne  autour  du 
point  A  avec  la  même  vitesse  angulaire  co  par  rapport  au 
système  géométrique  3  donc  l'extrémité  de  Ai  est  animée 
par  rapport  à  ce  système  d'une  vitesse  parallèle  à  AQ^ . 
dirigée  du  point  A  vers  le  point  O,  et  égale  à 

Af.«)  =  r.w*. 

32. 
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L*accélération  da  point  A  est  donc  dirigée  vers  le  cejitre 
et  égale  au  produit  du  rayon  par  le  carré  de  la  vitesse 
angulaire.  C'est  Taccélération  centripète. 

Accélération  centripète  composée. 

Supposons  que  tandis  que  la  droite  OA  tourne  autour 
du  point  fixe  O  avec  la  vitesse  angulaire  consUnte  oi,  le 
rayon  OA  =  r  ne  reste  pas  invariable,  mais  que  le  point  A 
glisse  sur  la  droite  mobile  avec  une  vitesse  constante  u. 

J^a  vitesse  V  est  la  résultante  de  deux  vitesses,  Tune, 
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An^=:Uy  dirigée  suivant  le  rayon  •,  Tautre,  At  =  r. w,  di- 
rigée perpendiculairement  au  rayon  dans  le  sens  du 
mouvement. 

L'accélération  du  point  A  est  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  par  la  résultante  des  vitesses  avec  les- 
quelles se  meuvent  les  extrémités  des  deux  compoeantes 
Au  et  Ai. 

Cherchons  d'abord  la  vitesse  avec  laquelle  se  meut 
Textrémité  de  la  composante  Ai, 

En  vertu  de  la  rotation,  l'extrémité  de  Ai  est  animée 
d'une  vitesse  parallèle  à  AO,  égale  à 

A/.w  =  r.w'. 

Puisque  r  varie,  Ai  =  r.(ù  varie  en  même  temps.  La  vi- 
tesse avec  laquelle  r  varie  étant  égale  à  u,  la  vitesse  avec 
laquelle  l'extrémité  de  Ai  s'éloigne  du  point  A  est  ii.o>. 
*   L'extrémité  de  la  composante  Ai  est  donc  animée  de 
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deux  vitesses  :   l^une  ru^  perpendiculaire  à  la  compo- 
sante Ai\  Tautre  uu)  perpendiculaire  a  la  composante  A  u. 

Maintenant,  cherchons  la  vitesse  avec  laquelle  se  ment 
Textrémité  de  la  composante  A  u. 

La  vitesse  u  étant  constante,  la  distance  A  u  reste  in- 
variable. Mais,  en  vertu  de  la  vitesse  angulaire  co,  Tex- 
trémité  de  Au  est  animée  d'une  vitesse  a.ci>  perpendicu- 
laire à  Au. 

L'accélération  du  point  A  est  donc  la  résultante  de 
deux  accélérations  composantes,  la  première, 


dirigée  dans  le  sens  du  rayon  OA  ^  la  seconde, 

perpendiculaire  à  la  vitesse  u  du  point  A  relativement  à 
la  droite  mobile. 

Cette  composante  a  1/ .  co  se  retrouve  constamment  dans 
tous  les  problèmes  de  mouvements  relatifs,  quand  le  sys- 
tème mobile  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 
Dans  tous  les  cas,  son  origine  est  la  même  que  dans  le 
cas  simple  que  nous  venons  d'examiner.  Elle  est  toujours 
perpendiculaire  à  la  vitesse  relative  u  et  dirigée  dans  le 
sens  indiqué  par  la  vitesse  angulaire  »• 

Bien  que  Taccélération  aii.oj  ne  soit  pas  dirigée  vers 
le  centre,  on  la  nomme  accélération  centripète  corn-- 
posée.  Cela  vient  de  l'analogie  de  forme  qu'elle  présente 
avec  l'accélération  centripète. 

En  effet,  l'accélération  centripète,  ki.Kù^  est  toujours 
perpendiculaire  a  la  composante  Ai,  et  égale  au  produit 
de  cette  composante  par  la  vitesse  angulaire  o). 

L'accélération  centripète  composée,  lu.tùy  est  toujours 
perpendiculaire  à  la  composante  Au,  et  égale  au  double 
produit  de  celle  composante  par  la  vitesse  angulaire  &>• 
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Il  peut  arriver  que  le  point  O,  autour  duquel  tourne 
la  droite  OA,  ne  reste  pas  immobile,  mais  soit  animé 
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d'un  mouvement  quelconque^  dans  ce  cas,  pour  avoir 
raccélération  du  point  A^  il  suffit  de  joindre  Taccëléra- 
tion  du  point  O  aux  accélérations  trouvées  précédem- 
ment. 

Soit  0^  la  droite  qui  représente  en  grandeur  et  en  di* 
rection  la  vitesse  du  point  O. 

La  vitesse  du  point  A  sera  la  résultante  de  trois  vitesses: 
i^  Kif'  égale  et  parallèle  à  O^;  a^  Au=s  u;  et,  etifin, 
At'szr.co. 

L'accélération  du  point  A  sera  représentée  par  la  ré- 
sultante des  vitesses  avec  lesquelles  se  meuvent  les  ex- 
trémités de  ces  trois  composantes. 

Or,  la  composante  Kq'  restant  toujours  égale  et  paral- 
lèle à  la  vitesse  O9  du  point  O^  l'extrémité  delà  droite  A^ 
possède  exactement  la  même  vitesse  que  Textrémité  de  la 
droite  O^;  donc  il  suffit  de  joindre  l'accélération  du 
point  O  aux  autres  accélérations  trouvées  précédem- 
ment. 

Le  centre  de  rotation,  au  lieu  d'être  situé  sur  la  droite 
mobile,  peut  être  pris  hors  de  cette  droite  en  un  point 
quelconque  du  plan  dans  lequel  elle  se  meut. 

Ainsi  le  point  A  se  meut  en  ligne  droite  avec  une 
vitesse  constante  u^  tandis  que  le  plan  déterminé  par  la 
direction  de  la  vitesse  u  et  par  un  point  quelconque  O 


(  5o3  ) 
ioume  autour  de  ce  point  O  avec  la  vitesse  angulaire  toi 
Du  point  O,  abaissons  sur  la  direction  de  la  vitesse  u 
la  perpendiculaire  00^ 


La  droite  O'A  tourne  autour  du  point  O'  avec  la  vi- 
tesse angulaire  &>9  tandis  que  le  point  O'  décrit  la  circon- 
férence dont  00'  est  le  rayon.  Comme  le  rayon  OO' 
tourne  autour  du  point  O  avec  la  vitesse  angulaire  o),  on 
voit  que  le  point  O'  est  animé  d'une  accélération  centri- 
pète égale  à  OO'.  O)*. 

Donc  le  point  A  est  animé  : 

1^  D'une  accélération  centripète  composée  2.11.0)  per- 
pendiculaire à  Ali  ; 

a^  D'une  accélération  centripète  dirigée  suivant  AO' 
et  ^ale  à  A0^  <d*  ^ 

S""  D'une  accélération  parallèle  à  OO' et  égale  k  O^O.w*. 

Les  deux  composantes  AO'.  ot>*  et  O'O.  eo*  ont  une  ré- 
sultante dirigée  suivant  AO  et  égale  à  AO .  a>*. 

Par  conséquent,  les  deux  composantes  de  raocéiéra- 
tion  du  point  A  sont  l'accélération  centripète  composée 
2  II .  (k)  et  l'accélération  centripète  AO .  (ù*. 

On  démontrerait  comme  précédemment  que  si  le 
point  O  est  animé  d'un  mouvement  quelconque,  il  faut 
joindre  l'accélération  de  ce  point  aux  autres  composantes 
de  Taccélëratiou  du  point  A . 

Enfin,  au  lieu  d'avoir  un  simple  mouvement  rectiligne 
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et  uniforme,  le  point  A  pent  avoir  un  mouvement  quel- 
conque dans  le  plan  mobile. 

Dans  ce  cas,  Textrémité  de  la  composante  Au,  qui  re- 
présente la  vitesse  du  point  A  relativement  au  plan  mo- 
bile, est  animée  de  deux  vitesses  :  i^  celle  due  à  la  roU- 
tion  qui  est  perpendiculaire  à  la  composante  A  u  et  ^ale 
&  u.co;  a^  celle  qui  représente  l'accélération  du  point  A 
relativement  au  plan  mobile.  H  faut  donc  joindre  cette 
dernière  accélération  aux  autres  composantes  de  l'accé- 
lération du  point  A. 

En  résumé,  si  un  point  A  se  meut  d'une  manière 
quelconque  dans  un  plan  mobile,  tandis  que  ce  plan 
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tourne  autour  d'un  de  ses  points,  O,  avec  la  vitesse  angu- 
laire 0»,  et  que  le  point  O  se  meut  d'une  manière  quel- 
conque avec  la  vitesse  O^; 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  : 
Premièrement,  la  vitesse  relative,  c'est-à-dire  la  vi- 
tesse Au  du  point  A  par  rapport  au  plan  mobile; 

Deuxièmement,  la  vitesse  d'entraînement  :  cette  vi- 
tesse est  elle-même  la  résultante  i^  d'une  vitesse  ^ale  et 
parallèle  à  la  vitesse  Oq  du  point  O,  2°  d'une  vitesse  Ai 
perpendiculaire  au  rayon  OA  et  égale  à  OA.co. 

L'accélération  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  : 
Premièrement,  l'accélération  relative,  c'est-à-dire  l'ac- 
célération du  point  A  par  rapport  au  plan  mobile; 
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'  Deuxièmement,  raccéléraiion  d'entraînement  :  cette 
accélération  est  cUe-raème  la  résultante  de  deux  compo- 
santes :  i^  une  composante  égale  et  parallèle  à  Taccéléra- 
tion  du  point  O,  a^  l'accélération  centripète  du^point  A, 
dirigée  suivant  ÂO  et  égale  à  AO.od*; 

Troisièmement,  Taccélération  centripète  composée  : 
cette  accélération  est  égale  au  double  produit  au.ci)  de 
la  vitesse  relative  u  par  la  vitesse  angulaire  co;  elle  est 
dirigée  perpendiculairement  à  la  vitesse  relative  u,  et 
dans  le  sens  du  mouvement  de  rotation  de  la  compo- 
sante Âii. 

Jusqu'ici  nous  nous  sommes  bornés  à  considérer  le 
mouvement  dans  un  plan  ;  il  est  facile  d'étendre  les  dé- 
monstrations au  mouvement  dans  Fespace. 

Supposons  que  le  point  A  se  meuve  en  ligne  droite, 
suivant  une  direction  quelconque  Ai^  et  avec  une  vi- 
tesse constante  t^,  par  rapport  à  un  système  mobile 
tournant  autour  de  l'axe  fixe  OZ,  avec  la  vitesse  angu- 
laire constante  u). 
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Du  point  A,  abaissons  sur  l'axe  OZ  la  perpendicu- 
laire AO  =  r. 
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En  vertu  de  la  rotation,  le  point  A  est  animé  d^une 
vitesse 

perpendiculaire  à  la  fois  k  l'axe  OZ  et  au  rayon  OA. 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  rémltanle  des 
deux  vitesses  A  i^  et  Ai. 

L'accélération  absolue  du  point  A  est  représentée  par 
la  résultante  des  vitesses  avec  lesquelles  se  meuvent  les 
extrémités  des  deux  composantes  A  t' et  A  i. 

Décomposons  la  vitesse  f^  suivant  deux  composantes. 
Tune  Au',  parallèle  à  Taxe  OZ,  l'autre  Au,  perpendicu- 
laire à  cet  axe. 

La  composante  Au',  étant  parallèle  à  l'axe  de  rotation, 
reste  fixe  et  invariable  par  rapport  au  système  mené 
par  le  point  A  ;  donc  la  vitesse  de  l'extrémité  de  Au'  est 
nulle. 

Il  ne  reste  donc  que  les  vitesses  des  extrémités  des 
deux  composantes  Au  et  Ai.  Nous  avons  vu  que  ces 
deux  vitesses  donnent  : 

1^  L'accélération  centripète, 

r.o.% 

dirigée  suivant  le  rayon  ; 

1°  L'accélération  centripète  composée, 

perpendiculaire  à  la  composante  Au  et  située  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation  OZ. 

En  appelant  a  l'angle  que  la  direction  de  la  vitesse 
relative  u  fait  avec  l'axe  OZ,  nous  aurons 

u=  csina. 

Donc,  l'accélération  centripète  composée  est  égale  à 

a.u.i'.nna: 


(  5o7  ) 
elle  est  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  vitesse  relative  et  à 
Vaxe  de  rotation  ;  enfin,  elle  est  dirigée  dans  le  sens  dé- 
terminé par  la  rotation  de  la  composante  Au. 

On  démontrerait,  comme  on  l'a  fait  pour  le  mouve- 
ment dans  un  plan^  que,  si  le  point  A  se  meut  d'une 
manière  quelconque  par  rapport  au  système  mobile,  il 
suffit  de  joindre  aux  composantes  précédentes  l'accéléra- 
tion du  point  relativement  au  système  mobile. 

Si  Taxe  OZ  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
à  lui-même,  tous  les  points  de  cet  axe  ayant  à  chaque 
instant  des  accélérations  égales  et  parallèles,  il  suffit  de 
joindre  l'accélération  d'un  des  points  de  l'axe  de  rota- 
tion. 

En  résumé,  si  un  point  A  se  meut  d'une  manière 
quelconque  par  rapport  à  un  système  mobile,  tandis  que 
ce  système  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  (ù  autour 
d'un  axe  qui  se  meut  en  restant  constamment  parallèle 
a  lui-même, 

La  vitesse  absolue  du  point  A  est  la  résultante  de  la 
vitesse  relative  et  de  la  vitesse  d'entraînement; 

L'accélération  absolue^du  point  A  est  la  résultante  de  : 

Premièrement,  l'accélération  relative; 

Deuxièmement,  l'accélération  d'entraînement; 

Troisièmement,  l'accélération  centripète  composée 

a.tt.p.sina, 

perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  et  à  la  vitesse  rela- 
tive, 

Dirigée  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  droite  Au 
qui  représente  la  composante  de  la  vitesse  relative  es- 
timée perpendiculairement  à  l'axe  de  rotation. 

Il  ne  reste  plus  à  examiner  que  le  cas  où  le  système 
mobile  tourne  autour  d'un  point;  mais,  pour  cela,  il 
faut  commencer  par  rappeler  les  lois  du  mouvement  de 


(  5o8  ) 
rotation  et  la  composition  des  vitesses  angulaires.  Le  cas 
où  l'axe  de  rotation  reste  constamment  parallèle  à  loi- 
même  suffit  pour  se  rendre  compte  du  mouvement  appa^ 
rentdes  corps  à  la  surface  de  la  terre. 

Accélération  centrifuge  composée. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  déterminé  l'accéléra- 
tion absolue  en  supposant  Taccélé^ation  relative  connue. 
Il  est  facile  d'en  déduire  la  solution  du  problème  in- 
verse, c'est-à-dire  de  déterminer  l'accélération  relative 
au  moyen  de  l'accélération  absolue. 

Nous  avons  vu  que  lorsque  le  système  mobile  tourne 
autour  d'un  axe  fixe,  l'accélération  absolue  est  la  résul- 
tante : 

I**  De  l'accélération  relative; 

a®  De  l'accélération  centripète; 

3^  De  l'accélération  centripète  composée. 

Par  conséquent,  Taccélération  relative  est  la  résultante 
de  l'accélération  absolue,  de  l'accélération  centripète 
prise  en  signe  contraire,  et  enfin  de  l'accélération  cen- 
tripète composée  prise  en  signe  contraire.  Or,  l'accéléra- 
tion centripète  prise  en  signe  contraire  n'est  autre  chose 
que  l'accélération  centrifuge;  de  même,  l'accélération 
centripète  composée  prise  en  signe  contraire  est  l'accé- 
lération centrifuge  composée.  Nous  pouvons  donc  con- 
clure que  l'accélération  relative  est  la  résultante  : 

i^  De  l'accélération  absolue; 

2^  Dq  l'accélération  centrifuge; 

3^  De  l'accélération  centrifuge  composée. 


(  5o9  ) 

NOTE 

snr  rerrev  eoraise  dass  le  cilcil  de  tt  par  la  néthede  des  isopérinèires , 
Pae  m.  a.  hermann. 

Ancien  élève  de  l'École  Normale  sopérieare. 
Professeur  au  lycée  de  Tournon. 


On  sait  que  lorsqu'on  passe  d'un  polygone  au  suivant, 
la  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème  du  second  est 
moindre  que  le  quart  de  cette  différence  pour  le  premier. 

Cette  remarque  conduit  facilement  à  une  limite  de 
Terreur  commise  dans  le  calcul  de  tt  par  la  méthode  des 
isopérimëtres. 

Désignons  par  ri  et  a^  le  rayon  et  Tapolhème  du  poly- 
gone dont  le  nombre  des  côtés  est  a^  ;  r^  et  a^  seront  le 

rayon  et  l'apothème  du  carré,  de  sorte  que  rf  =  -^2 

I 
et  a,  =  -• 

Pour  obtenir  tt  à  l'approximation  — -^  il  sufGt  qu'on  ait 

7.  2  1 

ou 


2.10'" 


Or,  ri  et  ai  étant,  tous  deux,  plus  grands  que  l'apo- 
thème -  du  carré,  l'inégalité  précédente  sera  vérifiée  dès 


2 
qu'on  aura 

(  2  )  rjt  —  cti<f  r; 


(  5.0  ) 
Maïs  on  a,  d'après  le  théorème  rappelé, 

^4  — «4<T;(r,  — £»,)> 


O  — tfA<7r:5-(r,  — 11,). 
Il  suiBra  donc,  pour  que  Finégalité  (a)  existe,  qu'on  ait 

ou,  en  remplaçant  r,  et  a^  par  leurs  valeurs  -  ^  et  -> 

2  2 

ce  qui  donne 

(3)  4*-'>io-(v^-i); 

et ,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres, 

(X~3).Iog4>m-hlog(V^  — i), 
m  log(\/5  — i) 


X>3-!- 


Iog4  log4 


L'inégalité  précédente  est  Térifiée,  àfortion\  lorsqu  on 
donne  à  Ar  la  valeur  3  +  am,  ou  une  valeur  plus 
grande  (*).  Et  il  est  facile  d'en  conclure  que  si  Ton  qua- 
druple le  nombre  des  côtés  d'un  polygone,  on  obtient  une 
décimale  de  plus  dans  la  valeur  approchée  du  nombre  ir. 

(*)  Quand  le  nombre  entier  m  est  plus  grand  qae  Vunité,  il  suffit  de 
prendre  k  égal  à  a -ham  pour  que  TinégaUlé  4*"*>  10" (^/a—  i)ait  liev. 
Et  si  m  est  égal  à  7,  ou  plus  grand  que  7,  on  satisfait  à  cette  inégalité  en 
posant  A- =  2 m.  G. 


(5i.  ) 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  590 

(tolr  i'*  téri*,  tome  XX,  pag»  !«>); 

Pae  m.  NEUBERG, 

Professeur  à  rAthénée  royal  d'Arlon  (Belgique). 

Si  l'on  prend  les  polaires  des  points  milieux  des  côtés 
d*un  triangle  relativement  à  une  conique  quelconque 
inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante. 

On  peut  considérer  cette  proposition  comme  une  con- 
séquence immédiate  de  la  question  591  [*)  appliquée 
aux  coniques,  et  d'une  autre  proposition  qui  trouverait 
sa  place  naturelle  dans  les  propriétés  très-intéressantes 
des  coniques,  énoncées  par  M.  Faure  dans  le  tome  XX  des 
Nouvelles  Annales,  p.  55,  56  et  216. 

En  effet,  soit 

l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  principaux. 
Désignons  par  (0:1,^1),  (a:,,  y,),  (x%^  j^)  les  coordon- 
nées des  sommets  d'un  triangle  circonscrit  ABC;  par 
(X„  YO,  {X„  T.),  (X,,  Y,)  ceUes  des  milieux  A',  B',  C 


(*)  La  question  591  a  été  résolue  dans  l'année  i865.  La  démonstration 
que  nous  en  donnons  plus  loin  est  analogue  à  celle  de  M.  Paînvin,  t.  XIX, 
p.  aqS  et  297. 


(5.a) 
des  côtés  BC,CA,  AB5  et  par  (X;,  Y',),  (X'^r,),  (X'„r,) 
celles  des  sommets  du  triangle  A"  B'C  conjugué  avec 
A'B'C.  Représentons  aussi  par  S,  T,  T' les  surfaces  de 
ces  trois  triangles,  et  posons 

X.X'.      Y.  Y. 


fm 

'-'"     ««      ^ 

*» 

On  peut  écrire 

a       b 

X',    r, 
«     b 

4TT' 

X.     Y, 

a       b 

x;   Y-, 

X,     Y.      ^ 

a       b 

x;   V, 

a         6 

L,  en  effectuant  la  multiplication  par  li 

) 

4TT'_ 

1,1        fl.3 
3.1        ?S,» 

—  I 


—  I 


-7^         —l 


(^) 


Mais  les  triangles  T,  T'  étant  polaires  réciproques,  on  a 

?m,n  =  o  pour  OT^fi,  et  des  valeurs  de  Çi,,,  ç,,,,  ç,,,  on 

X'     Y* 
lire,  par  Télimination  de  -^1  —i 


X,     Y,     —  1  —  ç,,, 
X,    Y,     ~i 
X3    Y3     -I 


=  o. 


En  appelant  Ti,  T^,  Ts  les  moitiés  des  déterminants 


X.     Y, 

X.     Y, 

X.     Y, 

X,     Y, 

» 

X.     Y. 

> 

X.    Y, 

c'est-à-dîre  les  surfaces  des  triangles  OB'C,   OC  A', 


f  5i3  ) 
OA'B'  (O  est  le  centre  de  Tellipse),  la  dernière  équation 


donne 


^»,,,T,  H-T  =  o;   d'où   y,,,r=~— . 


On  trouve  semblablement 

T  T 

7,..=--     et     y,.,=:--. 

En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (i),  il  viendra 

4rr  T» 


2^b^ 


'  fi.i  fï.t  fa.»  —  — 


T,T,T3 


ou 

(2) 


,.^.^4T,J.T.^^ 


ce  qui  est  la  question  591  appliquée  aux  coniques. 
On  peut  aussi  écrire 


Effectuons  par  lignes  la  multiplication  des  deux  déter- 
minants et,  dans  le  produit,  retranchons  des  trois  der- 
nières lignes  et  colonnes  les  premières  ligne  et  colonne 

multipliées  respectivement  par  ^  ^  J  4- :^  j ,  ^  ^  J  ^-  ^  j , 
i($-i!)-   En  posant 


0 

o 

o 

I 

o 

0 

I 

o 

a 

ri 
b 

I 

o 

X, 

a 

T 

o 

] 

a 

r» 
b 

I 

o 

a 

r» 
T 

o 

• 

a 

b 

I 

o 

fi 
a 

r. 

T 

o 

1 

Am.  de  HalHémat.,  i*  série,  t.  V.  (Norcmbre  1866O 
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(5i4) 


il  viendra 


o 

1              I              1 

I 
I 

0       -lll    -ll\ 

2     '             2     ' 

-i/|      o     -i/; 

2     *                                2     • 

•■ 

I 

2     *             2 

eren  développant, 

=  - 

-2^'+^2'''î- 

Mais  les  équations  qui  expriment  que  les  droites  BC,  CA, 
AB  sont  tangentes  à  l'ellipse  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 


/>' 


fl»6» 


ou 


2S,  aSî  2Sj 

110     '  a6  ab 


en  ^pelant  Si,  St,  Ss  les  moitiés  des  déterminants 


«1  Jl 


ou  les  surfaces  des  tri  angles  OBC,  DCA,  OAB. 
La  relation  (3)  revient  par  conséquent  à 

aH^=  1  (S.-hS,-^S,)  (-S.-!-S,-!-S3)  (S.-S,-f-SO  (S.+S,-S,)- 

On  constate  facilement  que 

S,  -h  S,  H-  S3  =z  S,'    —  s,  -h  s,  -+-  s,  =  4T„ 


« 

i 

5i5  4 

4 

s. 

-s, 

+  s, 

=  4T„ 

S,  H-  S,  - 

-S,. 

=  4T, 

(*). 

d*où 

(4) 

• 

a«*'  = 

64T.T,T, 

S 

En  comparant  les  relations  (a)  et  (4)9  on  trouve 

ce  qui  démontre  le  théorème  390  pour  les  ellipses  in» 
scrites. 

On  le  conclut  immédiatement  pour  les  hyperboles  tan- 
gentes aux  trois  côtés  du  triangle,  puisqu'il  suffit  de  rem- 
placer dans  les  équations  précédentes  b  par  b  V — i. 

Représentons  par  diy  J3,  dt  les  côtés  du  triangle  ABC, 
ou  les  doubles  des  côtés  du  triangle  Â'B'C;  par  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  et  par  ^i,  dt,  $%  les  distances 
du  centre  delà  conique  aux droi tes  B'C,  C'A\Â'B^  Nous 
pourrons  remplacer  dans  la  formule  (4)  Ti,  T3,  T%  par 

7  ^ ^1,  y  dtiij  7  dtiij  et    '  J*  '  par  4R?  ce  qui  donnera 

a»fc»  =  4RJ,^,^„ 

d'où  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle^  tç 
produit  des  carrés  de  ses  demi'-axes  principaux  est  égal 


(*)  On  a,  par  eiemple, 

q(  — S,-hS,h-S,)  ^     jc,  r,      I 

«t,  en  ajoutant  la  première  ligne  aux  deux  autres,  il  vient 

33. 


(5*8) 
T  et  T'  avec  S,  ce  qai  donnera 

\9)  ^P  — s » 

et  iesjrelations  (9)  et  (6)  combinées  conduisent  k  l'équa- 
tion 

2  ^ 

Les  formules  (7),  (8)  et  (9)  sont  ordinairement  mises 

sous  la  forme 

/>  r=  4R  sin  0  sin  G'  sin  0^, 

p  =    R  sin  0  si»  0'  sin  0^, 

/?  =  2E  sin  9  sin  0'  sin  G*, 

fi,  0'^  V  étant  les  angles  que  fait  l'axe  focal  de  la  para- 
bole avec  les  côtés  du  triangle. 

JVbfff  du  Bédéictetu:  —  Pour  déterminer  une  conique  iiiscrîle  dans  un 
trian|le  ABC,  on  peut  donoer  «rbitrairemeot  deux  des  points  M,  N  aux- 

Fie.  I. 

A 


A. 


quels  la  courbe  doit  toucher  deux  des  cdtés  CB,  dà.  Lorsque  le  pioduit 
AN  X BM  est  moindre  que  GA  x CB,  la  conique  inscrite  est  une  ellipse; 
et  suivant  qu'on  a 

ANXBM  =  CAXCB    ou    ANxBM>CAxCB, 

oette  conique  est  une  parabole  ou  une  hyperbole. 


(")  C^  résultat  aaMt  aussi  pu  s'obtenir  eu  remarquant  que  le  triangle 
A'B'  C,  qui  a  ses  sommete  aux  milieux  des  côtés  d'un  triangle  conjugoe 
à  la  parabole,  est  circonscrit  à  la  courbe  (voir  Nouvelles  Annales,  an- 
née i8C5,  p.  3io),  et  que  son  Conjuf^uc  A^B'C^cn  vaut  le  double. 


(5i9) 

l^ar,  CD  prenant  pour^axes  de  coordonnées  les  côtés  GB,  CA  et  dési- 
gnant par  ay  5,  m,  n  les  droites  GB,  CA,  CM,  CN,  l'équation  de  la  conique . 
inscrite  est 

/  X  ,  V       #        (m  —  a)(n  —  h) 

(i)  (inr-f-tJP  — mn)*— -4"»"  ^ T ^ay  =  o. 

'     il  est  évident  que  Im  surface  du  triangle  déterminé  par  les  polaires  des 
milieux  des  côtés  CA,  CB,  AB,  relativement  à  cette  courbe»  est  nne  fonc- 
tion des  paramètres  de  Téquation  (i)  et  deTangle  des  axes.  Or,  si  cotte 
fonction  conserve  constamment  la  même  valeur,  quelles  qua  soioBtles  va-f  * 
leurs  de  m  et  de  n  satisfaisant  à  l'inégalité 

(m-fl)(ii-*)<aft, 

il  faut  en  conclure  qu'elle  est  indépendante  de  m  et  de  n  :  c'est  dire  que 
si  la  proposition  590  existe  pour  tontes  les  ellipses  InscriteSi  elle  a  de 
même  lien  pour  les  paraboles  et  les  hyperboles. 

Mais,  quelle  que  soit  Tellipse  inscrite,  on  peut  la  projeter  suivant  un 
cercle^  donc,  tout  se  réduit  à  faire  voir  que  :  Si  Von  prend  les  polairt$  dfs 
milieux  a',  h'j  c'  des  côtés  d'un  triangle  ABC  par  rapport  à  iDi  ceixlâ  tan- 


gent aux  trois  eôtéSy  ces  polaires  détemÙMent  un  triangle  A'B'C  équivalent 
au  triangle  donné  ABC. 

Cette  proposition  résulte  d'un  oaloul  bien  simple.  En  effet,  sofent  s  el 
3;?  la  surface  et  le  périmètre  du  triangle  ABC  ;  h  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  sommet  A  sur  le  eôté  BC ;  o  et  r  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  in- 
scrit dans  le  triangle. 

Puisque  le  point  A'  est  le  pôle  de  Vc*  par  rapport  au  cercle,  la  droite  o  K' 
est  perpendiculaire  sur  h'  c'  en  un  point  d  tel  qu'on  a 

orfXoA'  =  rV 
De  plus, 


(  5ao  ) 

donc 

~;r— a* 
et  d«  même  : 

aB's= r,     «C'= • 

D*aalre  part,  les  angles  k'oW,  AGB  étant  supplémentaires,  les  sa  r- 
faces  des  triangles  A'oB',  ACK  sont  antre  elles  dans  le  rapport  des  pro- 
duits ohf  XoV  eiah;  d'où 

Pareillement 

VoC  =  f^^-^^     et    B'oC'  =  'i£lliL>. 
|l  s'ensuit 

A'oB*-f.A^oC^^B^oC=r*(^^~^-*""^^  =  i. 

Par  con8cl|uent, 

A'^'C'  =  ABC. 

Ondémbntre,  d'une  manière  semblable,  que  le  triangle  déterminé  par 
les  polaires  des  pointa  a\  h\  c'y  relatives  à  Tun  quelconque  des  trois 
cercles  ex-inscrits  au  triangle  donné  ABC,  «st  équivalent  à  ce  dernier 
triangle.  G. 


Question  775,  776,  777; 

Taa  m.   Joseps   GRAINDORGE, 

Élève  ingénieur  des  Mines  à  Lié;ge. 


118,  L'équation 


(,)       F(*)  =  ,+^  +  -f-  + 


I       i.a  i.a.3...A 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles^  (Stlvbstbr^ 

Pour  résoudre  cette  question,  ainsi  que  les  deux  sui- 
vantes, nous  rappellerons  la  propriété  connue,  que  deux 
racines  consécutives  d'une  équation  comprennent  un 
nombre  impair  de  racines  de  Téquation  dérivée  première. 


{  5»!  ) 
L¥quation  (i),  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  n^ad* 
met  aucane  racine  positive.  On  peut  l'écrire  sous  cette 
forme  : 

d'où 

(a)  F'{x)  =  -         "^ 


1  .2.3.  .  ./I 


Si  n  est  un  nombre  pair,  F'(x)  est  négatif  pouj:  toute 

valeur  réelle  de  x  autre  que  zéro;  et  si  n  est  impair, 

F' (a:)  est  positif  pour  toute  valeur  négative  de  x.  Donc, 

d'après  le  principe  rappelé,  l'équation  F  (a:)  =:  o  ne  peut 

«   avoir  deux  racines  réelles. 


776.  L'équation 

IF(x)  zx  I  +  7«  -h  lhj±l^  X»  ■ 
1 .2. . »n 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles  quand  y  est^o^  ou 
<^  —  n.  (Sylvester.) 

On  trouve  facilement  que  Téquation   proposée  peut 


7(y-^i)>»-(7-^-^-')^_^j 


(4) 


F(x)^i(i-.T)F'(x) 


1.2. .  .(/I  —  i)         \n       ) 


.  Premier  cas.  y  }>  o. 

L'équation  (3)  ne  peut  avoir  que  des  racines  négatives, 
puisque  tous  ses  termes  sout  positifs. 

Soient  a  et  c  deux  racines  consécutives  de  celte  équa- 


(  52a.  ) 
lioB  ;  si  n  est  ud  nombre  pair,  en  substituant  silcces- 
sivement  a  et  6  à  a:  dans  l'équation  (4)9  les  facteurs 
I  -^  or,  1  —  6  seront  tous  les  deux  positifs,  ainsi  qne  a* 
n\  6".  Il  en  résultera  que  F' (a)  et  F' (6)  seront  na- 
tifs. Donc,  a  et  6  ne  peuvent  être  racines  de  l'équation 
F(a:)  =  o. 

Si  n  est  impair,  a"  et  ë"  seront  négatifs,  et  F' (a), 
F' (6^  positifs.  Par  conséquent,  si  a  est  la  racine  qne 
l'équation  admet  (puisqu'elle  est  de  degré  impair),  6  ne 
pourra  être  racine  de  cette  équation. 

Deuxième  cas.  y<^  —  n. 

En  renjplaçant,  dans  l'équation  (4)9  y  par  —  7',  il 
viendra 

"     1.2. 3. ..(/,-,)  y       n)'^' 

où  y'  sera  >  n. 

L'équation  proposée  devenant 

F(x)  =  i--yxH-^'^^'~'^  j^~... 

I  .a 

■^y(y-')-.-(/->'-n)^^„ 

1 .2. .  ./z 

ne  pourra  avoir  que  des  racines  positives,  puisque  ses 
termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs. 
1^  Si  n  est  un  nombre  pair,  il  vient 

*■(*)  = -7('-*)P'(^) 

,    (7'-i)--(7'-«  +  »)/7' 


i.2...{/»-i)      V/7     ; 


(5a3) 
d'où 

j,(.-x)F(x)=<^-')--y'-'',-^')(2:-.\^.  . 

7'  i        \     I  I.2...(/I  — l)  \h  I 

Comme  7'  est  plus  grand  que  /i,  le  second  membre  de  cette 
dernière  équation  est  positif  pour  toute  valeur  réelle  de  x. 
Ainsi,  le  signe  de  F '(or)  est  le  mémç  que  celui  de  (i  -^  or). 
II  s'ensuit^que,  si  a  et  6  sont  deux  racines  consécutives  de 
Téquation  F  (a:)  =  o,  l'une  d'elles  doit  être  moindre  que 
l'unité,  el  l'autre  plus  grande.  Ce  qui  rerient  i  dire 
que  l'équation  F(j:)  =  o  doit  avoir  une  racine  compris» 
entre  o  et  i ,  et  une  seule.  Or^  c^est  ce  qui  n'a  pas  lieu, 
car  en  remplaçant  x  par  o  et  i  dans  F(x),  les  résultats 
de  ces  substitutions  sont  positifs.  En  efiet, 

F(o)  =  ., 

'  1.2. . ,n 

^(7'-i)...(/-/,)^ 

I .2. . .« 

parce  que  n  est  pair. 

On  voit  donc  que  l'équation  ¥[x)  =  o  ne  peut  avoir 
deux  racines  réelles,  et  par  conséquent  toutes  ses  racines 
sont  imaginaires. 

2^  Si  n  est  impair,  il  vient 


1.2. ..(/i  —  i)  .    L'^      J 

T   ,  *»//    >  (7'— i)...(7'— /î -h  ijfv'  1      • 

7     '  .  '-'  l.2...(«~   1)  {n  J 


d'où 


(5^4) 
Dati9  ce  ca9|  F*{x)  a  va  signe  contraire  à  oelai  ie 
(i  —  jr);  donc,  si  a  et  6  sont  deux  racines  consécutives 
.de  F(jr)  =  o,  il  faut  encore  que  Tune  d'elles  soit  plus 
petite  et  Tautre  plus  grande  que  l^vDité.  Mais,  Téquation 
étant  de  degré  impair,  si  elle  a  deux  racines  #^elles  a,  6, 
elle  en  admet  nécessairement  une  troisième;  donc  deux 
racines  consécutives  seraient  plus  petites  que  Tunité,  on 
plus  grandes  que  l'unité,  ce  qui  est  impossible,  comme  on 
vient  de  le  voir.  D'où  il  faut  conclure  que  l'équation 
n'admet  qu'une  seule  racine  réelle. 

T77.  Si  Véquation  f(x)  =  o,  du  degré  /n,  na  que 
jlcs  racines  imaginaires.  Inéquation 

m'aura,  elle  aussi,  que  des  racines  imaginaires. 

(Hb&mite.) 
L'équation 

P(.r)  ^f{x)  ^af{x)-^...'^  a'-Aix)  =  o 

est  de  degré  pair,  comme ^'(a:)  =s=  o.  Donc,  si  elle  a  une 
racine  réelle,  elle  en  aura  au  moins  deux  que  nous 
pouvons  considérer  coq^me  consécutives* 

Or,  on  a 

.  F(x)=/(x)-^a.r{x)i 

et  si  a,  S  sont  les  deux  racines  conséeutives  de  F(j:)  =  o, 
il  faut  qiie  F'(a)  et  1^(6)  aient  des  signés  contraires. 
Mais  Pégalité 

V(x)=/{x)-^a.¥'{x) 
donne 

réqualion/(j:)  =  o  n'ayant  pas  de  racigie  réelle, /(et)  et 
/(ê)  ont  le  mcme  signe;  il  en  est  donc  d^mêmede  F'(oc) 


i  f  Sa5  ) 

etF'(6),  ce  qui  prouve  que  âc  et  6  ne  peuvent  èife  ra- 
cines de  F  (x)  =  o  ;  et,  par  conséquent,  cette  équation  n'a 
que  des  racines  imaginaires. 

Note,  —  Môme  solution  des  questions  775,  776,  777  par  M.  Laisant,  et 
de  It  question  775  par  M.  Laduron,  élève  à  l'École  des  Mines  de  Liège. 


CMRBSPONDABICE. 


1 .  Noos  recevons  de  M.  le  comte  Léopold  Hugo,  neveu 
du  célèbre  poëte,  la  lettre  suivante  que  nous  insérons 
intégralement. 

a  Monsieur  le  Rédacteur, 

»  Permettez-moi  de  résumer  ici,  en  quelques  lignes, 
un  travail  que  j'ai  fait  paraître  sous  une  forme  provisoire,- 
et  dont  je  prépare  actuellement  une  édition  typogra^^ 
phique. 

»  Ce  Mémoire  a  pour  litre  :  Tliéone  des  CristaUoïdes. 
Les  cristalloïdes  sont  des  solides  géométriques  formés 
par  Fassemblage  d*ongletâ  à  suîrface  cylindrique  variable, 
exactement  comme  les  pyramides  eu  général  sont  com- 
posées de  pyramides  à  base  triangulaire.  Ces  onglets  oui 
pour  «ection  un  triangle  rectangle,  et  leur  réunion  donne 
dea  corps  ronds  (àx\^:  pi uro- cylindriques)  ayant,  dans  les 
cas  réguliers,  l'apparence  soit  de  dômes  polygonaux,  soit 
de  trémies;  dans  d'autres  cas^  le  forme  est  celle  de  cornes 
à  section  également  polygonale,  correspondant  aux  pyra- 
mides obliques. 

))  La  théorie  précitée  peut  être  envisagée,  à  mon  sens, 
comme  remplaçant,  en  Télargissant,  le  chapitre  des  so- 
lides (le  révolution  des  cours  d^Aualyse:  ces  dernier»  so- 
lides entrant  dans  Tensemble  comme  cas  particuliers. . 


»  J^appelle  coefficient  i^expression  qui,  multipliant  le 
produit  de  la  b&uteur,  ou  axe,  parla  base  triangulaire  de 
ToDgle^  donne  le  volume  d^  celui-ci.  Malgré  la  Yariété 
kx  la  nature  des  courbes  servant  de  directrices  aux  sur- 
faces cylindriques,  souvent  le  coefficient  se  montre  pu* 
rement  algébrique.  C'est  ce  qui  a  Hem  quand  Téquation 
fournit  une  valeur  de  x',  pe  renfermant  que  des  puis- 
sances entières  ou  fractionnaires  de  y^  laquelle  donnera 
une  intégrale  algébrique. 

»  Je  m'attache  à  cette  condition^  comme  se  rappro- 
chant des  séries  ooAnues  du  prisme  et  de  la  pyramide»   . 

»  Ou  trouve  aussi  des  ré^sultats  offrant  de  grandes 
analogies  avec  les  propriétés  de  la  sphère.  Certaines 
formes  de'  Téquation   directrice,   de  degré  n,   donnent 

pour  coefficient \  ceci  comprend  la  directrice  ellip 

tique,  pour  laqu^le  n  =:=  a,  et  le  coefficient  alors  se  ré- 

duit  à  ^9  comme  dans  le  problème  d'Archimède. 

Les  courbes  y*  =  aaf^  sont  très-remarquables  comme 
directrices;  elles  donnent  pour  le  coefficient  de  l'onglet 

pris  sur  un  axe  (*),  et  sur  l'autre  axe r»  Pour 

*^  /f  H-  I  ^  ''  /f -+-4 

n  =  a,  on  retrouve  <ie  part  et  d'autre  le  coefficient  -z  de 

la  pyramide;  pour  la  parabole,  n  =  i,  et  on  a  des  solides 

à  coefficients  respectifs  -  et  g*  On  voit  que  le  premier  de 

ces  cristalloïdes  trouve  sa  place,  comme  intermédiaire, 
entre  les  deux  séries  de  la  Géométrie  élémentaire.  J*a- 
joute  ici  que  d' antres  positions  de  Tonglet  donnent  une 


(*)  Si  l'on  rap^rvche  ce  coflfioient  de  la  fraction  de  quadrature  «Ibi 
iresy  la  rel«ti»n  ei 
résultats  curieux. 


airesy  la  rel«ti»n  est >  Les  troncs  Qn  sennents  donnent  aussi  de» 

2n-H  2  ^ 


{  5.^  ) 

formule  ^ — ; — - — 7-r^ ^-^  qui,  pour  la  pafabole^  se 

(«-h2)(/î  -+-.1)  T     '  r  r  » 

réduit  i  ^'^  Une  dernière  cotabinaison,  pour  la  même 

8 
courbe,  donne  -^' 

»  Ces  divers  coefficients,  multipliés  par  la  base  ^uat- 
conque  et  par  la  hauteur,  expriment  le  volume  dé  tout  as-, 
semblage  (ou  de  tonte  différence)  d'onglets  de  même 

o  I 

formule.  Les  deux  belles  séries  ^  et  -  pourront  être  obte- 

nues  par  la  méthode  des  limites,  en  partant  du  volume 
de  la  sphère.  Je  crois  pouvoir  énoncer,  en  finissant,  que 
les  cristalloïdes  viennent,  à  juste  titre,  se  placer  à  côlé 
des  €orps  étudiés  par  Tantiquité,  dont  ils  complètent  et- 
pour  ainsi  dire  expliquent  le  système. 

»  Veuillez  agréer,  Monsieur  et  cher  Maître,  l'expres- 
sion de  mes  sentiments  respectueux  et  dévoués,  , 

»  Ç}^  Léopold  HtGo.  )) 

2J  Extrait  d'une  lettre  de  M.  R.  Alexandre.  — 
«  La  méthode  pour  résoudre  les  équations  du  troisième 
degré,  que  j*ai  donnée  dans  le  numéro  d'août  (p.  358), 
peut  recevoir  une  simplification  que  je  me  contenterai 
d'indiquer  en  quelques  mots. 

»  Remplacer  simplement  y  par  -i  diviser  par  r'  et. 

multiplier  par  z^  tous  les  termes  de  Féquation,,  Vu  la 
relation  (a),  le  premier  membre  contient  les  trois  d«r-r 

niers  termes  du  développement  de  1  ^  4-  -^  j  •  Cela  per- 
met d'obtenir  la  valeur  de  z.  d'où  l'on  déduit  celle  de  x^ 
au  moyen  de  la  relation  a:  =  — \-h.  » 

3.  La  solution  de  la  question  766,  par  M.  Rakowski, 
nous  est  parvenue  trop  tard  pour  qu'il  ait  été  possible  de 
la  mentionner  dans  le  numéro  d'octobre. 


(  5a8  ) 


«mnoNs. 


788.  ri ,  or, ,  Xs ,  X4 ,  x^  désignant  le«  racines^  prises 
dans  un  orcire  quelconque,  de  Féquation  • 

a*  -f-  px^  H-  qx^  -f-  rx  -f-  *  =  a, 
on  a 

^î  (•»^4  A  -h  X»  jr,  -♦-  x,a?3)  -h  *5  (jTj*,  -JfX.x^-ir  -^3*4) 
-H  J?J  (*i  Jta -h  J^a  JF4  +*4  *»)■+■  *4  (^a-*^»-*-  J?s  «f»  "t- X^  JT,  ) 
-h  xj  (Xa  X4  4-  Xi  ^1  H-  -îCi x^)^=  —  a/*. 

(Su  Realis.) 

789.  On  donne  une  parabole  et  un  cercle  ayant  pour 
centre  le  sommet  de  cette  parabole.  Chaque  point  de  la 
circonférence  de  ce  cercle  étant  pris  comme  pôle,  en 
fface  la  polaire  correspondante.  Déterminer  renwiloppe 
de  toutes  ces  droites.  (Laisàitt.) 

79(X.  Démontrer: 

1°  Que  le  mouvement  de  Tangle  droit,  donné  par 
ffewton,  pour  traœr  la  cissoïde,  est  produit  par  le  roule- 
ment d'une  parabole  sur  une  autre  parabole  égale  à  la 
première. 

a^  Que  les  lignes  décrites 'par  les  diiTérents  points  du 
ylan  de  la  parabole  mobile  sont  des  courbes  du  troisième 
degré  (sept  espèces  différentes  d'après  la  classiGcation  de 
Kewton)  ;  de  là,  pour  toutes  ces  courbes^  une  génération 
mécanique  semblable  à  celle  de  la  cî^soïde. 

3^  Que  les  roulettes  ainsi  obtenues  ont  une  génération 
géométrique  simple  (par  points);  faire  voir  en.  outre 
comment  on  peut  passer  de  cette  génération  géométrique 
à  la  génération  mécanique  (mouvement  continu). 

(E.  Habicii.) 


{  5^9) 


NOUVELLE  MÉTHODE  POUR  DÊTEIUHNER 
LES  CARAGTÉRISTIOGES  DES  SYSTÈMES  DE  CONIOUES 

(suite  et  fln;  Toir  page  492); 

Pae  m.  H.-G.  ZEUTHEN  (de  Copenhague). 


XIII. — Détermination  des  caractéiistiques  d'an  système 
de  coniques  gui  ont  un  contact  du  quatrième  ordre 
auec  une  courbe  donnée. 

63.  A  ce  système,  doDt  la  notation  est  [(C^^n)*]?  ap- 
partient toute  conique  infiniment  aplatie  : 

1°  renfermée  dans  une  taugente  d'inflexion  de  C«,„  et 
limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au  point  d'in- 
flexion ; 

Q,^  renfermée  dans  uue  tangente  de  rebroussement  de 
G^^A  et  limitée  par  deux  points  qui  coïncident  au  point  de 
rebroussement. 

On  trouve  donc 

oiiX  eiy  sont  des  coefficients  inconnus.  Puis  le  principe 
de  dualité  donne 

Les  coniques  irrégulières  qui  entrent  dans  le  nombre  u 
sont  les  mêmes  que  celles  qui  entrent  dans  1]  mais  les 
coefficients  sont  permutés.  On  voit  donc  que  x  =  o  amè- 
nerait j^=o,  et  réciproquement  (voir  la  note  première 
du  n°  55).  Du  reste  ils  sont  des  nombres  entiers  et  ne 
peuvent  être  négatifs. 

Ann,  de  Mathémai.y  a«  série,  t.  V.  (Décembre  i8C6.)         34 


{  53»  ) 
Ou  trouve  maiiUcnaiit 

64.  Pour  déterminer  x  et  ^  nous  appliquerons  le 
lemmc  du  n"  31  au  système  [(M)',  C«„«,]  où  nous  rem- 
placerons successivement  la  courbe  C„,  „  par  un  point 
ou  par  une  droite.  On  aura  (notations  du  n^  31) 

r  =r  3,     y  =  2/w  —  4» 

P=^N[(Mr~/;,C..,.], 
OU,  par  la  formule  (II)  du  u"  02^ 

p.r:.^[(M)%/.,C«....]~4N[(M)*ô,C...^], 

Par  conséquent 

^« -h  p=:(2m-8)N[(M)>e,C...,.]  4- N[{M)% /.,€;....,]. 

Supposons  d'abord  que  Cm,n  soit  un  point  pi  par  lequel 
les  coniques  doivent  passer. 

Alors  on  sait  [n**  62  et  formules  (ai)]  que 

N[{c.,,)»e,,,.]=:i, 

Pour  la  courbe  M  on  doit  substituer  w=2(w  —  i), 
d*  =  o,  et  l'on  trouve 

7a'  -h  p'  —  io(/??  —  2), 

où  a'  et  |5'  représentent  ce  que  deviennent  a  et  (3  dans  ce 
cas-ci.  Or,  pour  aucune  conique  infinimeni  aplatie  du 
système  [(M)',  pi  ]  le  point  de  contact  ne  coïncide  avec 


(53.  ) 
un  point  d'intersection.  Par  conséquent  (n°  31) 

On  trouve  la  valeur  de  N  [(M)*,  pt]  en  substituant  dans 
^expression  trouvée  pour  p  (n°  63) 

,'  — 3(;„  — a),     fi'  —  o. 

Par  conséquent 

çra'  H-p'=r(2J:  -h^)  (/w —■  2). 

Les  deux  expressions  de  <7a'  +  ^'  devront  être  identiques, 

on  a 

2x  -{-y  m  10. 

Soit  ensuite  C,„,,„,  une  droite  /.  Alors  [n°  62,  for- 
mules (si)] 

N[(C«,„)»0,/)  =  i 

N  [(Cm,n)S  /?,/)=  2(5/1-4/» -f-  3t^'). 

Pour  la  courbe  M  on  doit  substituer  ra=:2  {m  —  i), 
é/'=  o.  En  désignant  par  a"  et  /s''  ce  que  deviennent  dans 
ce  cas  particulier  a  et  ^,  on  trouve 

lya'^-hp'^— i4(/W— 2). 

qa."-h  ^"  comprend  : 

1°  Le  nombre  N[(M)*,  /]  des  coniques  qui  ont  un 
contact  du  quatrième  d'ordre  avec  M  et  qui  touchent  /. 

a®  z.t\  ou  le  nombre  des  coniques  infiniment  apla- 
ties renfermées  dans  les  tangentes  d'inflexion  de  M, 
limitées  aux  points  d'inflexion,  et  à  la  droite  /,  multi- 
plié par  un  coefficient  z\  car  ces  coniques  singulières 
appartiennent  au  système,  et,  dans  les  points  d'inflexion 
coïncident,  outre  les  quatre  points  communs  qui  forment 
le  contact  du  troisième  ordre,  encore  deux  points  d'inter- 
section, sans  que  le  contact  s'élève  à  un  ordre  supérieur. 

34. 


(  532) 
On  voit  que  le  coefficient  z  qui  est  entier  est  égal  ou  su- 
périeur à  a.  Si  M  avait  des  points  de  rebroussement,  ou 
devrait  encore  avoir  égard  à  d^autres  coniques  singulières. 
Maintenant  on  trouve 

ça''-f-p"=N[(M)S/)H-s.f', 

oùN[(M)^, /)  s'obtient  par  la  substitution  de 

r'=:3(/n  — 2),     d*=o. 

dans  l'expression  irpuvée  pour  v  (n°  63),  et  où  ('  qui 
appartient  à  la  courbe  M  est  aussi  égal  à  3  (m  —  a).  Par 
conséquent 

^a"  4-  p"=  (j:  -f-  2^  H-  3«)  [m  —  2). 

Les  deux  expressions  de  qa!'-^  p"  devant  être  identiques, 
on  a 

JT  4-  2J  -f-  3z=  l4- 

65.  Les  équations  (I)  et  (II)  du  n**  64  n'admeilem, 
à  cause  des  limites  posées  dans  les  n^'  63  et  64,  que  la  so- 
lution suivante  : 

Zi=2,      ^3=4»      r  =  2. 

On  trouve  en  substituant  ces  valeurs, 

H  =  5(5r'4.40,   v=|(4^'-4-5i/'), 

ou  si  l'on  préfère  des  expressions  entières, 

^   (  p  —  2[5(/i  —  ot)h-  3^']  =  2  [4  (/w  ~  /I)-^ 3/'i, 

(^3^)  '  [(C«,„)M  =  (p>-v)- 

(*)  On  voit  que  /u— v  =  2(w  —  w). 


(  533  ) 
Pour  une  courbe  générale  de  l'ordre  m,  on  trouve 

(23.)  jf.  =  iom(,«-.). 

(  V  =8//i(/iî  —  2). 

66.  Les  valeurs  x  =  4^  /  =  2»  donnent  le  théorème 
suivant  : 

Pour  un  système  de  coniques  qui  ont  un  contact  du 
quatnème  ordre  avec  une  courbe  donnée^  on  doit  cotnp^ 
ter: 

Quatre  fois  dans  l-^t  deux  fois  dans  cr,  toute  conique 
infiniment  aplatie  renfermée  dans  une  tangente  d^in-- 
flexion  de  la  courbe^  et  limitée  à  deux  points  qui  coïnci- 
dent au  point  d^ inflexion; 

Deux  fois  dans  X  et  quatre  fois  dans  cr,  toute  conique 
ayant  un  point  double  en  un  point  de  rebroussement  de 
la  courbe  et  composée  de  deux  droites  qui  coïncident 
avec  la  tangente  de  rebroussement  {*). 

(**)  La  méthode  dont  nous  avons  fait  usage  ne  servant  qu'à  déterminer 
des  caractéristiques,  elle  n'est  pas  applicable  si  Ton  veut  trouver  le  nom- 
bre de  coniques  qui  satisfont  à  cinq  conditions  dont  aucune  n'est  indé- 
pendante des  autres.  Cette  lacune  a  été  remplie  par  M.  Cayley»  qui  m'a 
lait  rbonneur  de  me  communiquer  les  résultats  qui  suivent  ici  avee  la 
permission  de  leur  auteur.  Le  savant  distin^é  d'Angleterre  désigne  par 
(5),  (4,0,  (3,3),  (3, 1,1),  (2,3,1),  (2,1,1,1)  et  (1,1,1,1,1)  les  nombres 
respectifs  des  coniquSs  qui  ont  avec  une  courbe  donnée  un  contact  de 
l'ordre  5  ou  deux  contacts  des  ordres  4  et  i,...,  ou  enfin  cinq  contacts 
de  l'ordre  i,  et  par  «  le  nombre  3  n  h-  ^'  (=  3ir  -+>  <')  qu'il  introduit  pour 
faire  ses  formules  symétriques.  Alors 

(5)  =  — i5m  —  iSn-HQa, 
(4,  i)=— 8m'  — 2omra  —  8ii'  +  io4m-Hio4n-f-a(6m  +  6ii --66} 
(  3,  a  )  s=  1  aom  -+- 1  ao  n  -f-  «  (—  4  "»  —  4  "  —  7^  )  -t-  3  a*, 

(  3, 1,  i)  sa  —  -  m*  —  iom*n  —  lomn* n'  H S  ni'  -h  i  i6'im 

V  '   »  /  j  a  a 

-f-i^n»  — 434m-434n 

-f-  a  (  - »i'  H-  Gmn  -H  -  n» ^  «i ?  h  -h  joi  |  —  3  y.\ 
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XIV.  —  jÉppUcations. 

67.   Développée  d^une  courbe  géométn'que,  —  Les 
formules  données  sont  utiles  pour  déterminer  les  nombres 

(a,  2,  i)  =  a4m«  -h  54»m  -4-  24  n«  —  468«  —  46811 

-|-a(— 8m  — 811-+-  327  ) -H  a*  l-m-H-«  —  lajt 

(1, 1 , 1 , 1)  s=  6ni* -h  3o m*n  H- 3o mil*  +  611*  — 174 m*  —  348ml»  >- 17^ 0' 
-»-  i32om-ei3'JO/i 

■      '    •       '^     •        *  '^   t 

n'n-Hwn'-»--»* m*  —  a6mii «* 

62  a 


358  358  ^\ 

-H-y-m-+--^»-96oj 

/      3  "  \ 

-Ha*  (   —  -  m  —  -  H  -f-  28  J  ï 

(1, 1,1, 1,  1)  = fM»-h  -^TO*/i-|---m*n»-j--i/i'/i"H mii*H n» 

'120  12  3  3  12  lao 

'      4      ^     •  •   •      5       •         '     * 

m*  —  -m'fi  — am'ii' :mii"—  —  »* 

12  b  6  12 

ii3    _      20Q     -  ao()       ,       ii3    , 

y  m* --^  m*n ^  mn* r-  n* 

24  12  13  24 


1267     ,       593  iafi7    , 

12  3  12 


3269  325o 

5  5 

('      ,       3     -         3       ,        I     ,       2Q     ,         - 
—  •-  m' m*n m/i'  —  -  n"  -h  -p  m»  h-  «3 
42              2  4  4 

20   ,      337  33 


20  ,     337        337         it»î\ 

-2  II' -i-  m r^  n  -^  -:-  j 


D(^k,  en  1864»  M.  Cayley  a  donDéle  nombre  (5)  poar  l€  cas  d'une  courbe 
générale  de  Tordre  m  {Vhilotophical  Transactions^  t.  CLV,  p.  543  ;  i8<3j. 
Quant  à  Tintroduction  d'une  seule  notation  pour  3«  +  ^',  je  regrette  àt 
ne  l'aToir  pas  employée  dans  mes  formules,  où  elle  permettrait  de  garder 
la  symétrie  en  même  temps  qui:  les  expressions  contiendraient  toujours 
les  mêmes  trois  nombres  donnés,  m,  11  et  «. 
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m,,  «1,  f/j ,  d\  y  r, ,  t\   correspondant  à  la  développée 
d'une  courbe  donnée  C,„^„.  On  y  emploie  les  propriétés 
suivantes  de  la  développée  : 

1**  D'être  Tenveloppc»  des  normales  de  la  courbe 
donnée ] 

a**  D'être  le  lieu  des  centres  des  cercles  <jui  ont  avec 
.  C„^„  un  contact  du  second  ordre  5 

3^  De  n'avoir  pour  tangentes  d'inflexion  que  les  nor- 
males aux  points  de  rebroussement  du  second  ordre 
de  C«,„.  Excepté  le  cas  très-singulier  où  C,„,„  est  doué  de 
ces  points,  on  a  tout  de  suite  t\  =0. 

68.  Le  nombre  des  normales  à  C^  »  qui  passent  par  un 
point  donné,  est  égal  à  celui  des  cercles  dont  le  centre 
est  en  ce  point  et  qui  touchent  C„.„.  Or  la  condition  d'être 
un  cercle  à  centre  donné  peut  être  remplacée  par  celle 
de  toucher  deux  droites  (imaginaires)  en  des  points 
donnés.  Donc 

OU,   selon  la  formule  (II)  du  n^  23  (aucune  conique  ne 
pouvant  toucher  et  couper  la  même  droite), 

ou  d'après  la  formule  (3), 

ni=  m  -\-  n. 

69.  La  développée  étant  le  lieu  des  centres  d'un  sys- 
tème de  cercles,  ou  le  lieu  des  pôles  de  la  droite  à  i'iuiini 
par  rapport  à  un  système  de  coniques  qui  passent  par 
deux  points  de  cette  droite,  son  ordre  ///j  s'exprime  par 

-»  où  V  est  la  seconde  caractéristique  de  ce  système  (1). 


.'*)  Voir  Comptes  rendus  du  i5  févrinr  T86'|,  le  thé(»rèmc  II. 
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Ce  système  est  de  la  forme  [(C,«,„)*,  pi,  p^).  Par  consé- 
quent, formules  (ii)]) 

w,  =  3/w  -f-  /'  =  3«  -+-  ei\ 

70.  Puis  les  formules  de  M.*  Plûcker  donnent  : 

(16)      d\  =  3(2//ï  —  /f  -h  /')=  3(2/1  —  /w  -h  d'), 

(      /,  =  l(/M-f./2)»—  I(4|||  -t-/l-hf') 
^^^^      i  ^  I 

[      =:  -  (w  -h  ny (//I  -h  4«  -4-  «/'), 


(..8) 


(  rf.  =zr  1  (3m  -h  /')»-  5  (  3w  -t-  f ')  -h  4(//j  -h  n) 
I       -  i  (3/ï  -f-  </')«—  5  (3/1  -h  £/')-f.  4(f/i  -h  n). 


Un  point  de  rebrousseroent  de  la  développée  est  en  géné- 
ral le  centre  d'un  cercle  qui  a  a^ec  €«,11  un  contact  du 
troisième  ordre.  Le  nombre  de  ces  cercles  est 

N  [(C«,„)%y^.,  /?,]=  5//I  —  3/1  -f-  3r'  =  cT,  —  m; 

selon  les  formules  (21).  Les  m  autres  points  de  rebrous- 
sement  sont  à  Tinfinî  et  correspondent  aux  m  j>oini* 
deC,,^„  à  rindni.  La  tangente  à  la  développée  en  l'un  de 
CCS  points  est  la  droite  à  Tinfini  elle-même.  Donc  il  v  a 

aussi  — ~ ^tangentes  doubles  à  Tinfini.  Il  y  en  aur.' 

encore 

m  {m  —  \)         r  ,        , 

r, : .  ~  -  i'y.mn  -h  //'—  an—  d'). 

Ccl/es-ci  seront  deux  J'ois  normnfes  à  C,„  „. 
//,  est  la  nombre  des  points  qui  sont  dus  cea tries   '/. 
courbure  correspondant  à  deux  points  de  C„^„. 

Du  reste  ces  résultats  sont  bien  connus,  mais  trx»a\t^ 
par  d'autres  considérations. 
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71.  Nous  y  ajouterons  quelques  ihéorèmes  qui  appar- 
tiennent à  la  même  théorie  : 

Le  lieu  des  points  d*ou  on  peut  mener  deux  normales 
égales  à  une  courbe  C«,„,  est  de  l* ordre 

m{m  -h  un  — 5)-f-r; 

car  cet  ordre  sera  la  moitié  de  la  caractéristique  v  d*un 
système  (aC^^^,  P\t  Pt)  O"?  selon  les  formules  (4),  de 
am(f7ïH-2w  —  5)-f-2<. 

Il  y  a  y  dans  le  plan  y 
-  (2w'-*-6/ii*/i  —  /i»—  3o/w*—  i8m/î  -i-  i3/i'-t-84'w  —  4^") 

-f-^(6y7î-4- 3/î  — 26)r 

points  d^oà  Von  peut  mener  à  une  courbe  €„.,„  trois 
normales  égales ^  car  ce  nombre  est  celui  que  nous  avons 
désigné  par  N  (3C«,«,  ^i,  p^^  et  qui  a,  selon  les  for- 
mules (6),  la  valeur  que  nous  venons  d'indiquer. 

Il  Y  a  sur  la  développée  de  C,„^„ 

3  (2/W/2  -f-  /ï*  -I-  I^m  —  von)  4-  [im  -\-  n  —  i4)  d' 

points  d^où  l'on  peut  mener  à  C^^n  M/*e  notynale  égale 
au  rayon  de  courbure  de  C,»,„  qui  y  touche  la  dévelop^ 
péei  car  ce  nombre  est  celui  que  nous  avons  désigné 
par  N  [(Q„,„)S  C„,,,  /?,,  pt]  dans  les  formules  (i3). 

72.  Courbe  caustique  par  réjlexion,  —  Nous  donne- 
rons encore  un  exemple  de  Tapplication  de  la  théorie  des 
caractéristiques  en  discutant  la  courbe  enveloppe  des 
rayons  émanés  d'un  point  dans  le  plan  d'uile  courbe  Q„^„ 
et  réiléchis  par  celle-ci.  Nous  désignerons  par  m^^  tz,,  d^^ 
^^\j  Ui  l\  les  nombres  m,  /i,  rf,  d\  f,  t'  qui  y  correspon- 
dent et  que  nous  aurons  â  chercher.  Â  cette  rechercha 
les  propositions  suivantes  seront  ulilcs  : 
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i*'  Une  conique  ayant  pour  foyer  le  pointy  d'où  partent 
les  rayons  et  tangente  à  C„,^„  au  point  6,  le  rayon  réfléchi 
par  C„^„  au  point  9  passera  par  Tautre  foyer  de  la  co- 
nique; 

2°  Un  système  de  coniques  ayant  un  foyer  commun  au 
point y^d^où  partent  les  rayons  et  un  contact  du  second 
ordre  avec  C„^^,  la  courbe  cherchée  sera  le  lieu  de  l'autre 
foyer-, 

3°  Si  le  contact  s'élève  au  troisième  ordre,  le  second 
foyer  sera  un  point  de  rebroussement  de  la  courbe  cher- 
chée. 

Il  faut  encore  se  rapj>eler  que  la  condition  d'avoir  un 
point  donné  pour  foyor  équivaut  à  deux  tangentes  don- 
nées. 

73.  Selon  la  première  proposition  du  n^  72,  la  classe  ii 
de  la  courbe  cherchée  s'exprime  par  le  nombre  des  coni- 
ques qui  ont  pour  foyers  le  point  fei  un  point  quelcon- 
que donné,  et  qui  touchent  C«,„',  par  conséquent  \^voir 
les  formules  (3)] 

/î,=:N(C«.„  /„  i,y  /s,  lA)  —  m  -+■  2/1. 

D'après  la  deuxième  proposition  du  n^  72,  la  courbe 
cherchée  est  le  lieu  du  foyer  non  donné  d'un  système 
dont  ou  connaît  Tautre  foyer.  Ce  lieu  est  semblable  à 
celui  du  centre  :  son  ordre  s^exprime  donc  par  la  carac- 
téristique V  de  ce  système  (^),  qui  sera  de  la  forme 
[(Qrt,„)*,  /,,  /,].  Par  conséquent  [voir  les  formules  (ii)] 

m,  =  3m  -H  r' =  3 ff  -f- </' . 

Enfin,  par  la  troisième  proposition  du  n°  72, 

(*)  Comptes  rendus  du  i5  février  ib64,  théorème  I. 
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OU,  selon  les  formules  (21), 

d\  i=r  6/w  —  4/1  -f-  Sf'  =:=  5/1  -  3/w  -f-  Zd'. 

74.  Puis  les  formules  de  M.  Plûeker  donnent 


z=r-(3/l  -|-r/')»-*-4/ll—  lO/ï— 5rf', 

/,  r=r  -  [[m  -\-  7.nY—  [m  -H  \\n-\-  d')] 

=  i  [(//î  -h  2/1)*  —  (4/«  -+-  8/ï  -h  r')]. 

En  général,  notre  courbe  caustique  n'a  pas  d'inflexions 
réelles.  Les  *xn  tangentes  d'inflexion  sont  donc  imagi- 
naires, et  Ton  peut  prouver  qu'elles  sont  les  tangentes 
menées  à  C^^^  par  les  deux  points  à  Finfîni  sur  un  cercle, 
et  que  les  points  d'inflexion  sont  aux  points  de  contact 
avecC,„,„. 

t^  représente  le  nombre  de  chemins  par  lesquels  un 
rayon  deux  fois  réfléchi  par  C^^„  peut  retourner  au  point 
d'où  il  part,  si  Ton  n'a  pas  égard  au  sens  dans  lequel  il 
parcourt  ce  chemin.  En  y  ayant  égard  on  doit  remplacer 
le  nombre  t^  par  2/f 

Note. 

Les  méthodes  que  nous  avons  employées  pour  la  re- 
cherche des  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques 
planes  s'appliquent  ayec  peu  de  modifications  aux  ca- 
ractéristiques des  systèmes  de  surfaces  du  second  ordre 
assujetties  à  huit  conditions  (*).  On  y  fait  usage  des  théo- 

(*)  Voir  sur  ces  systèmes  les  publications  de  MM.  Cbasles  et  de  Jon- 
quiéres,  dans  les  Comptes  rendus  (t,  LXI,  p.  396,  et  t.  LVIII,  p.  667;,  et  la 
dernière  de  M.  Chaslesdu  26  février  1866. 


(54o) 
rèmes  saivants  dont  les  deox  premiers  aa  moins  sont 
connus  (Comptes  rendm^  4  se^l*  1864)9  el  dont  le  der- 
nier se  prouve  sans  difliculié. 

Dans  un  système  (jui,  v^p)  de  surfaces  du  second  ordre 
iljr  a: 

1©  ap  —  V  cônes; 

Q?  Qfx  —  V  coniques  planes; 

3°  2  V  —  p  ^  f>  surfaces  singulières  composées  de  deux 
plans  dont  la  ligne  d^ intersection  est  limitée  à  deux 
points  (sommets). 

Un  tableau  contenant  la  déduction  par  ces  moyens  de  la 
XVIIP  classe  de  résultats  publiés  par  M.  Chasles  dans 
les  Comptes  rendus  du  26  février,  est  sous  presse  pour 
être  inséré  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des 
Sciences  de  Copenhague  y  et  il  donne  un  eitemple  de  l'ap- 
plication de  ces  théorèmes  [*). 


NOTE  SUR  LES  FRAGTIWS  €0NT1IHKS; 

Pae  m.  Heemahit  LA.URENT, 

Docteur  es  Sciences. 


Introduction. 
Si  nous  désignons  par  cp  (x)  la  valeur  de  la  fraction 

(*)  La  date  de  ce  tableau  montre  que  la  méthode  n'est  pas  accommodée 
h  des  résultats  connus  d'avance.  Je  l'avais  envoyé  à  l'académie  des 
Sciences  de  Copenha(;uc  sons  pli  cacheté ,  pour  attendre  la  publication 
promise  par  M.  Chasles,  par  déférence  pour  ce  (jéomèlre  et  aussi  parce 
que  j'avais  profité  de  sa  publication  du  4  septembre.  Cette  discrétion  est 
devenue  superflue  par  lu  publication  de  M.  Chasles  du  36  février,  et  1^ 
billet  étant  décacheté,  la  Société  savante  a  bien  voulu  iairo  imprimer 
mou  petit  tableau. 
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continue  périodique 


i-h 


IH -- 


nous  aurons,  en  supposant  cette  fraction  convergente, 

x:(i-h(p)  =  ip 
ou 

(2)  ç»-Hç  — X=0, 

d'on  I*on  tire,  en  ne  prenant  que  la  racine  de  cette  équa- 
tion qui  s'évanouit  avee  x, 


(3)  ,^^:l1±P±l. 

Nous  avons  défini  la  fonction  9  par  la  fraction  (i), 
mais  comme  cette  fraction  peut  perdre  sa  convergence 
pour  certaines  valeurs  de  x^  c'est  désormais  à  Taide  de 
Téquation  (3)  que  nous  définirons  la  fonction  f .  Ce  sera, 
si  Ton  veut,  la  racine  de  l'équation  (a)  non  développable 
par  la  série  de  Lagrange^  si  nous  désignons  par  —  ^  (^) 
l'autre  racine,  la  formule  de  Lagrange  donnera 


[^  (,)].= [i±il±lfj 


.,.  I  I  1.2  1.2.3 

1.2.3.4 

(^-6)(^-7)(X-8)(^-9) 
'^''  I .a. 3.4. 5  *  "*■••*' 
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et  Ton  aura  entre  les  fonctions  f  et  ^  les  relations 


(5) 

I   ^Kx)  =  I-f-y(:r). 

Les  formules  que  nous  venons  d^établir  nous  seront 
très-utiles  dans  la  suite,  mais  il  faut  en  préciser  le  sens. 
A  cet  effet,  il  suffit  de  rappeler  que  le  radical  yi-K4x 
doit  toujours  être  pris  positivement  lorsquMl  est  réel, 
et  en  général  il  ne  s^agira  jamais  que  de  la  valeur  de  ce 
radical  dont  la  partie  réelle  est  positive. 

Définition  de  la  fonction  u». 

Ceci  posé,  formons  les  réduites  de  la  fraction  (i);  si 
nous  désignons  par  u„  le  dénominateur  de  la  /i  +  x  ré- 
duite, nous  aurons 

«0  =  1, 

«1  =  i-f-  X,  a,  z=  I  -f-  2x, 

«,  =  I  H-  3x  -f-  x%  «4  =  I  -+-  4**^  H-  3af% 

a»  =  1  -h  5x  -f-  6jr*  -*-  ;p»,      a,  =  i  -h  Sx  -+-  lox*  -h  4**> 


La  loi  de  formation  est  donnée,  comme  on  sait,  par  la 
formule 

(6)  a„+,  =:/!«-+  ir,^,  or, 

en  sorte  que  les  fonctions  u^  sont  liées  entre  elles  par 

l'équation  aux  différences  (6),  ou,  ce  qui   revient  au 

même, 

ls}u  4-  Aa  —  ux  =2  o. 

Expression  générale  de  a^. 

Diaprés  la  formule  (6),  pour  trouver  le  coefficient  de 
x'  dans  u„^i,  il  faut  ajouter  au  coefficient  de  x*  dans  u.  le 
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coeAicieiit  de  x'~^  dans  u„_t  ;  les  coefficients  de  x^  sonl 
alors  égaux  à  i  dans  toutes  les  fonctions  w^  les  coefficients 
de  X*  sont  o,  i,  2,  3,  4vî  ceux  de  x*  sont  d'abord  i, 
puis  I  augmenté  du  second  nombre  naturel,  c'est-à-dire 
lé  second  nombre  figuré  du  second  ordre,  puis  le  second 
nombre  figuré  du  second  ordre  augmenté  du  troisième 
nombre  naturel,  c*est-à<-dire  le  troisième  nombre  figuré 
du  second  ordre,  etc.  On  verrait  de  même  que  les  coeffi- 
cients de  x"  sont  les  nombres  figurés  de  l'ordre  <•  On  a 
donc 

(n  —  i)(n  —  1)     ^ 
1.2 

^'^       »  "*"  1.2.3 

I .2«3.4 


J"*  -h . . . , 


le  développement  devant  être  arrèlé  dès  que  Ton  trouve 
un  terme  nul. 

De  r équation  w„  =  o. 

L'équation  u„  =  o  jouit  de  propriétés  remarquables 
que  nous  allons  d'abord  étudier. 

Si  nous  considérons  la  suite  des  fonctions  u^,  Ui, 
u,,...,  Ury  l'équation  (6)  nous  montre  que  deux  fonctions 
consécutives  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois  ]  en  effet,  si 
Ton  avait  «„  =  ii^t  =  o,  on  en  conclurait  M„_t  =  o  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  Uo  =  o,  ce  qui  est  absurde,  puisque 
I/o  est  constant  et  égal  à  i .  On  voit  de  plus  qu'en  suppo- 
sant X  <^  o,  si  l'une  des  fonctions  i/„  passe  par  zéro,  celle 
qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit  immédiatement  sont  de 
signes  contraires-,  on  peut  donc  appliquer  aux  fonctions 
Uj^  la  règle  de  Sturm.  Or  pour  x=:  —  00  les  signes  de  u^^ 


(  544  ) 

fiiy  Uf,.-*?  f'r  sont  respectivement 


pour  X  voisin  de  zéro^  les  signes  des  fonctions  a  sont  +; 
de  — 00  à  o  la  suite  i/^,  u, ,  «t,...,  «^  a  donc  perdn 
toutes  ses  variations.  Or,  si  r=4«4-i  ou  4«-+-2^  'a 
suite  en  question  avait  ai  + 1  variations  pour  x  = —  oo  , 
son  degré  était  a<;  donc  elle  a  21,  c'est-à-dire  toutes  ses 
racines  réelles  et  négatives.  Le  cas  où  r  =  4'  -I-  3  et  4« 
se  discute  de  la  même  façon.  Ainsi  on  peut  énoncer  ce 
théorème  remarquable  : 

V équation  u^  =  o^  obtenue  en  égalant  à  zéro  les  dé- 
nominateurs iles  réduites  de  lajraction  (i)^  a  toutes  ses 
racines  réelles  et  négcuiues. 

Ajoutons  a  cela  que  la  fonction  u^i  joue  par  rapport 
k  Un  le  même  rôle  que  ■  par  rapport  à  F  (x)  dans  le 

théorème  de  RoUe.  Ainsi  les  racines  des  équations 

«■— I  =  0,     a,  =  o 
se  séparent  mutuellement. 

Fonction  plus  générale  que  u^. 
Considérons  actuellement  la  série  indéfinie 

•^  ^     '  1.2 

dans  laquelle  n  est  tm  nombre  quelconque;  les  premiers 
termes  de  cette  série  représentent  u„  lorsque  n  est  positif 
et  entier. 

La  série  (8)  est  évidemment  conveiçente  pour  toutes 
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les  valeurs  du  module  de  x  inférieures  à  y;  eu  eflel,  le 

4 
rapporl  d'un  terme  au  précédent  a  pour  expression  gé- 


néral 


le 


(/y  — /)..,(/i~2/  — i)  ..^^  ^  (/»  — /-f-.O-'. -fff —  ai-fi) 

.   .   .  /   -H    I  I  .  7.  .  3  .   .  .  / 

f)U  •        - 

{n  —  ?.f  —  i)(/i  —  o.i) 
~  (//  — /-|-i){/4-i)     '^* 

c'est-à-dire  ^x  pour  i  =  oo.  Nous  supposerons  donc 
moA.xK^jy  et -alors,  pour  trouver  la  yaleur  de  la  sé- 
rie (8),  nous  la  comparerons  avec  la  formule  (4)>  Si 
Ton  difTérentie  cette  formule  et  si  l'on  divise  le»  deux 
membres  par  A,  il  vient 

Bu  faisant  * 

/•  —  3=/i     ou     ^  = /i  H- 3, 

onr  iroave  pour  second  membre  la  série  (8),  et  par  con- 
séquent on.  a 

('°>  /(')  =  , 7^^  *"*'(')• 

Expression  de  u^  à  Vaide  de  la  fonction  i^  ou  f^, 

Si/lans  la  formule  (8)  on  suppose  n  entier,  on  peut  la 
meture  sous  la  forme  suivante 

AMm,  de  Uathémat,^  2«  série,  t.  V.  (Décembre   i866.)         35 
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c'esl-à-dîre 

i/(x)=i«,-h(-xr' 

Or,  si  dans  la  formule  (9)  01*  fiiît 
^  =  —  «—  I, 


on  trouve 


L-  4-  r^-^o  (*)=!  +  ^^^  (  -  *) 

(/»-f-5)(/iH-6) 
-h ^-^ (     ^)-^..., 

et  la  formule  (1 1)  devient  alors 

ou,  remplaçant /(x)  par  sa  valeur  tirée  de  (ro). 

Tirons  de  cette  équation  la  valeur  de  «,  et  rempla- 
çons ^  par  sa  valeur  (4)^  îl  vient 

(— g)"-^»  ^  /        a    ■    Y*" 
/y-f-i    c/x  y^,  ^  v[n-4^y 

,     ""  "^  /i  -4-  3   </jt  \  2  / 


ou  bien  encore 


-H^-^ 


(547) 
Si  Ton  efTectue  lesTlifTérantiations  indiquées^  on  trouve, 
réductions  faites, 

Cejte  équation  montre  que  fi„  s'exprime  rationnellement 
à^  Taide  de  la  valeur  de  fa-  fraction  (i);  de  plus,  on  voit 
que  ^„  est  une  fone^ion*  rationnelle  des  racines  de  Téqua- 
tion(2).         *  *  •  • 

Résolution  de  u„  =  o. 
La  formule  (i^)  a  été  établie  dans  Thypothèse 
mod.  -r  <C  4' 

mais  elle  esi  générale,  Car  ses  deux  membres  sont  deux 
polynômes  égaux  pour  des  valeurs  de  x  en  nombre  supé- 
rieur à  leur  degré. 

Cette  formule  (i  a)  peut  servir  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion 

«„  =  o. 

En  effet,  diaprés  la  formule  en  question,  Téquation  pré- 
cédqnte  peut  s'écrire 

mais  comme  nous  avons  multiplié  par  ^i  -4-  4x,  la  racine 
i  =*:  —  .j  devra  être  rejetée,  et  Ton  aura 

35. 
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a  dé^^ignant  uiie'raciiie  de  r^quation  bmôine 


diflëreute  de  ruiiité*.  On  en  déduit 


4\a-f-i   .      /  \a-f-i.       / 


OU 

—  a  —  I 


a 


c'est-à-dire,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur^ 

/f  -h   2  il.  -h   2 


4X'7r 
cos' ^ 

M      _1_      é 


Discussion  des  racines  de  V équation  ii„=  o. 

L^équation  f/„  =  o  est  donc  du  nombre  de  celle»  qno 
l'on  peut  résoudre  par  radicaux,  et  en  effet  les  racines 
sont  exprimables  rationnellement  les  unes  à  Taide  des 
autres. 

I.a  formule 

—  I 

X-- , 

4  COS' ; 


A  laquelle  nous  venons  d'arriver,  est  beaucoup  trop  géné- 
rale^ ainsi,  p<>urrz=o,  elle  nous  fournit  deux  yaleqrs 
pour  X,  tandis  que  r/o  =  o  n'admet  pas  de  racines  :  cela 
tient  à  Tévanoiiissement  du  radical  ^i  +  4^9  'cependant 


(  '»4y  ) 

celle  fuMiiule  nous  aonuera  loules  les  solulions  de  !/„=:  o, 
et  seulement  celles-là   si  Ton  assujettit  Targument  du 

cosinus  à  rester  cofppris  entre  o  et  —    On  peut  donc 

écrire,  en  observant  que  le  terme  indépendant  de  x  dans 
ii„  est  I , 

//«  :zz  j:*  1   -  -h  4  ces*  — ^    I    (  -  -^  4  COS' —  ] 

X  (-H-4cos' — ^)  ..  ., 
k  désignant  le  degré  de  la  fonction  i/„. 

Relations  entre  les  coefficients  et  les  racines. 

Les.  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines  de 
Téquation  u^^  =  o  conduisent  à  des  formules  diverses 
parmi  lesquelles  on  distingue  les  suivantes  : 

/l  =:  4  (  ces* h  COS'  '- h  ...   I  î 

^\  fi  -h  2.  /H-2  / 

cos* X  4  cos'  — : —  X  .  . .  =  I  ou  un  nombre  nsure. 

On  peut  écrire  ces  deux  relations  ainsi  quHl  suit  : 


COS' 


TT  2  cos =  1  ou  un  nombre  figuré» 


/i  -H  2 


abstraction  faite  dans  la  seconde  formule  des  valeurs  dé  k 
qui  pourraient  annuler  le  produit  11. 
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Réduction  du  la  fraction  (i)  en  série. 

En  général,  quand  on  veut  trai^ormer  en  série  une 
fraction  continue  de  la  forme 


^-h 


*.H- 


on  a  recours  a  la  formule  d'Euler, 

^  g|fl|  Ot  <>1  g»  .     tfitfi.  ■  .<!„ 

*""Q.     Q.Q."^  Q.Q.  "" Q-.Q-   ^"' 

On  sait  en  outre  que  la  série  précédente  converge  on 
diverge  en  même  temps  que  la  fraction  dont  elle  est  le 
développement,  et  que  Q„  est  le  dénominateur  de  la  n'^"* 
réduite  (ainsi  Q,  =  &,). 

Si  nous  supposons 

a,  =  If,  =  «,=:,.  .  =  jp,     bi  =  biZ=, .  .=  iy 
il  vient  ['t;oir  les  équations  (i),  (a)  et  (3)} 

(,3)   7(x)=: -h ...± If:..,. 

Cette  série  sera  convergente  si 


mod.  i  / <  a  <;  " 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 

(i4)  lim.  mod. x  ^ <^  i . 

Or,  le  produit  ii,4_i  //»  se  compose  de  /»  ou  /i  —  i  facteurs 
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binôpies  de  ta  forme 

I  -h  AJrCOS*   — ; 

eo  désignant  alors  par  i-^/ixco&^tù  celui  de  ces  fac- 
teurs qui  a  le  plus  petit  module,  le  premier  membre  de 
la  formule  (i4)  aura  un  module  inférieur  i 

mod.  lim. 


I  -f-  4'^cos'ga 

La  limite  de  cette  expression  est  x  pour  les  valeurs 
positives  de  cette  variable,  en  sorte  que  Ton  peut  en 
conclure  la  convergence  de  la  série  (i3)  pour  x<^i. 
Mettons  l'expression 


\/\ 


^IH-I 


sous  la  forme 


(.5) 


U  dans  cette  formule  désignera  le  produit  de  n  facteurs 

de  hi  forme 

I  -f-  4*^cos'0y 

6  étant  moindre  que  -j  \  V  contiendra  les  autres  facteurs. 

La  limite  de  l'expression  (i5)  prend  alors  une  valeui 
dont  le  module  est  inférieur  à 


mod.  i/ ^ i/ j^ 

t  désignant  un  arc  cônipris  entre  o  et  7  et  o)  un  arc  com- 

pns  entre  -r  et  —    ♦ 

La  discussion  de  cette  formule  permettra  de  recon- 
naître dans  les  différents  cas  la  convergence  de  la  se- 
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rie  (i3)  et  par  suile  de  la  fraction  conliiiuelorsquexiie 
sera  pas  positif. 

Noos  pouvons  ainsi  écrire,  au  lieu  de  (i3). 


—  I  +  V'  -*-4-^  _  -^       •'' 


formule  dans  laquelle  on  peut  aussi  remplacer 

par 

r 

Si  Ton  pose  alors  * 


I 

X 


il  vient 


=  1 h. . . 


(2-|-4c0S* I  (z-f-4cos'  I  ••• 

et  cette  formule  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives 
de  2,  et  eu  général  pour  toutes  les  valeurs  de  z  pour  les- 
quelles le  second  membre  sera  convergent. 
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SUR  ON  CfBTAIN  LIEU  GÉOnÉTRIQVE  ; 
Pak  m.  PAINVm. 


1 .  Dans  r avant-dernier  numéro  des  Nouvelles  Annales 
(année  i866,  p.  444)i  ^^»  Le  Besgue  a  repris,  parr  une 
autre  métliûde,  la  question  que  j'avais  traitée  p.  4^1) 
année  i864,  savoir  :  la  détermination  du  lieu  des  foyers 
des  sections  centrales,  dans  une  surface  du  second  ordre. 
M.  Le  Besgue  arrive  à  une  éqtiatidu  qui  diflere  de  celle 
que  j'ai  trouvée  par  le  double  signe  du  second  membre, 
et  il  termine  (p.  449)  i866)  en  se  demandant  s'il  faut 
toujours  prendre  le  signe  supérieur. 

Le  principe  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  mon  ana- 
lyse (p.  48 1,  année  1864)  détermiuant  tous  les  foyers,  le 
calcul  se  développant  naturellement  sans  introduire  ni 
supprimer  de  solution,  je  dois  en  conclure  à  priori  que 
Téquation  du  lieu  cherché  ne  peut. pas  renfermer  de  dou- 
ble signe*  Mais  il  'est  bon  de  rechercher  la  cause  de  la  di- 
vergence signalée. 

Si  nous  nous  arrêtons  au  premier  alinéa  de  la  page  446 
(année  1866),  nous  conclurons  avec  M.  Le  Besgue  que 
les  foyers  de  la  section  faite  par  le  plan 

mx  ■-\-  ny  -{-  pz=:o 

sont  déterminés  par  les  trois  équations 

(I)  «lo:  H- /ly -+- /?z  ==  O, 

(  II )  marz-h  n^zx  -4-  p-^xy  r=:  o, 


(III)  x^-^y     , ^ 


,.^j,v/M-~4LN^ 


(  5S4) 

Rcgardyaiit  pour  un  instant  m,  n^  p  «omme  des  quan- 
tités connues,  nous  voyons  d'abord  que  le  plan  (I)  coupe 
le  cône  (U)  suivant  deux  droites  rectangulaires  qui  sout 
les  axes  de  la  section  ;  chacune  de  ceadroites  rencontre  en 
doux  points  chacune  des  deux  sphères  représentées  par 
Téquation  (III).  Ainsi,  en  déterminant  les  foyers  à  Taide 
des  équations  précédentes,  on  arriycf  à  cette  conclusion 
inadmissible  que  la  section  fafte  par  le  plan  considéré 
possède  huit  foyers.  Recherchons  donc  d'une  manière 
plus  précise  la  véritable  signification  de  ce  groupe  d'é- 
quations.. 

Rappelons-nous  que  le  carré  de  Ja  distance  d'uaioyer 
au  centre  est  égal  au  carré  du  demi-axe  sur  lequel  se 
trouve  ce  fqyer,  moins  le  carré  de  l'autre  demi-axe  (il 
s'agit  toujours  de  la  valeur  algébrique  des  carrés  des 
axes)^  cette  différence,  prise  en  sens  contraire,  donne 
le  carré  de  la  distance  du  foyer  situé  sur  l'autre  axe. 
Or,  si  nous  considérons  une  des  droites  définies  par  les 
équations  (I)  et  (II),  cette  droite  rencontre  les  sphè- 
res (in)  eu  quatre  points;  deux  de  ceis  points  sont  les 
foyers  situés  sur  Taxe  considéré;  les  deux  autres  points 
d'intersection  ne  sont  pas  des  foyers,  mais  leur  distance 
(réelle  ou  imaginaire)  au  centre  est  égale  i  la  distance  à 
ce  même  centre  des  foyers  situés  sur  Vautre  axe  de  la 
section.  Cette  ambiguïté  que  présentent  les  équations  (l), 
(II),  (Ul)  persiste  jusqu^â  la  fin  da  calcul,  p.  44^9  447f 
448  ;  et  l'équation  (a),  p.  44^9  ^  laquelle  M.  Le  Besgue  se 
trouve  conduit,  résout  cette  double  question  : 

1°  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  sections  centrales. 

là?  Sur  un  des  axes  de  la  section  on  prend  un  point  à 
une  distance  du  centre  égale  à  celle  du  foyer  qui  se 
trouve  sur  Vautre  axe  :  trouver  le  lieu  de  ces  points. 

La  méthode  indiquée  a  la  page  444  présente  donc  le 
grave  inconvénient  de  mêler  ces  deux  questions.  Peut-on 
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faire  disparaître  cette  ambiguïté  sans  délruilre  l'élégante 
analyse  de  M.  Le  Besgie?  C'est  un  point  que  je  n'ai  pas 
examiné*  D'ailleurs,  on  vérifie  très-aisément  que  les 
coordonnées  des  foyers  de»  sections  passant  par  les  axes 
de  la  surfape  ne  8atisf<»nt  pas  à  l'équation  (a)^  p.  '448^ 
lorsqu'on  prend  le  signe  -^  dsms  le  second  membte. 

2.  JeTeyai  des  mêmes  remarques  sur  la  question  de  la 
page..  1 6 1,  affinée  i865.  M.  Le  Besgue  termine  cet  article 
en  disant  :  a  II  serait  bqu  d'examiner  si  la  définition  du 

foyer  (un  cercle  de  rayon  nul )  peut  doi>nkr  les' deux 

signes.  » 

Je  répondrai  .à  cela  que,  dans  la' question,  posée,  le 
double  signe  ne  doit  pas  exister. 

Reprenons^  en  effet,  les  deux  relations 

(I)  2(GcosÔ  — Bjr  — (A  — C)=it\/(A— C)'sin»Ô-i-[(A.-f-C)ces&  — 2B]', 

(II)  r»  =  A  -h C  --•  aBcosO±^V(  A^O'sin'Q  -h  [(A  -h  C)  cosQ'*-  !^B]» 

• 
qui  se  trouvent,  k  première  au  haut  de  la  page  162, 
année  i865,  l§i  deuxième  au  haut  de  la  page  i63. 

Je  remarque  d'abord  que  les  signes  -H  et  —  doivent  se 
correspondre  danfs  ces  deux  égalités;  ou  le  constate  en 
cherchant  la  longueur  de  l'axe  correspondant  à  une  des 
valeurs  de  /.  Or,  le  carré  de  la  distance  d'un  foyer  au 
cealre  est  égal  au  carré  du  demi -axe  sur  lequel  se  trouve 
ce  foyer,  moins  le  carré  de  l'autre  demi-axe.  Donc,  si  le 
foyer  considéré  se  trouve  sur  Taxe  dont  la  direction  t 
correspond  au  signe  +  du  radical,  le  carré  de  sa  distance 
au  centre  contiendra  également  ce  radical  avec  le 
signe  +  )  Ift  même  conclusion  a  lieu  pour  le  signe  — . 
il' résulte  delà  que  l'équation  (7),  p.  16'i,  obtenue  par 
M.  Le  Besguci,  ne  doit  pas  présenter  un  double  signe. 
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CONCOURS  GfiKKRAL  (ISCS). 

BiATHÉMATtQtJES    Ri^ÉMENTAlRES. 

Solution  pas  M*  DE  GROSSOUVBES,  . 

Élève  du  collège  Sjanislas  (daue  de  M.  Prouhet). 


Étant  donné  un  losange  ABCD  dans  lequel  la  din" 
gonale  BD  est  égale  à  chaque  côté,  on  mène  par  k 
sommet  C  une  droite  PQ  qui  rencontra  en  P  et  Q  res- 
pectivement les  côtés  AB  et  AD;  on  mène  enfin  les 
droites  PD  et  QB  qui  se  cQupent  au  pointai.  Cela  posé, 
on  demande  de  trottiner  le  heu  du  point  M.  quand  la 

droite  PQ  tourne  autour^  du  sommet  C; 
. .      •        •  * 

Je  prends  le  point  G  symétrique  clu'^oint  Q  par  rap- 
port à  AC^  les  deux  droites  PQ;  CG,  symétriques  par 


V 

^^^^^ 

G                • 

Q 

rapport  à  Taxe  AC,  sont  également  inclinées  sur  cet  axe  ; 
par  conséquent  la  droite  CE  perpendiculaire  sur  Taxe 
est  bissectrice  de  l'angle  PCG  formé  par  ces  deux 
droites,  et  puisque  CA  est  perpendiculaire  sur  CE,  le 
point  A  est  le  conjugué  harmonique  du  point  E,   par 
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rapport  au  segment  PG;  doUc  le  faisceavi  qui  a  poar>oin- 
met  le  point  D  et  dont  les  rayons  passent  par  les 
poin.ts  A,  P,  E,  G  est  ^n  faisceau  harmonique.  Or  DE,  dia- 
gonale du  losange  BDCE,  est  perpendiculaire  sur  Tautre 
diagonale  BC,  .et  par  suite  sur  la  droite  AÏ)  qui  lui  est 
parifiilèle.  Les  deux  rayons  DA,  DE,  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aUx  rayons  DP,  DG,  ét^nt  perpendi- 
culaires l'un  sur  l'autre,  il  résulte  d'un  théorème  connu 
que  la  droite  DE  est  bissectrice  de  4'angle  PDG,  ci 
comme  en  outre  cette  droite  DE  est  la  bissectrice  de 
Fapgle  BDC,  il  «'ensuit  que  les  angles  BDP,  CDG  sont 
égaux.  Les  deux  droites  CD,  DG  ét^nt  respectivement 
symétriques  des  droites  CB,  BQ  par  rapport'^  l'axe  AC, 
les  angles  CDG,  CBQ  formés  par  ces  droites  sont  égi^ix, 
et  comme  les  angles  CDG,  BDP  sont  égaux»  il  eti  ^sulte 
que  les  angles  CBQ^  BDP  sont  égaux;'donc,  dans  le  trian- 
gle MDB,  la  somme  des  angles  MBD,  MDB  est  égale 
k  la  somme  des  angles  MBD,  MBC,  c'est-à-dire  à  l'an- 
gle CBD^  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  l'angle  BAD, 
puisque  les  triangles  ADB,  CBD  sont  équilaléraux  ^  donc 
l'angle  BMD,  qui  est  le  supplément  de  la  somme  des  an- 
gles MBD^,  MDB,  est  le  supplément  de  F  angle  BAD;  par 
conséquent  le  quadrilatère  ABMD  est  inscriptible. 

Donc  le  lieu  géométrique  du  point  M  est  le  cercle  cir-*- 
conscrit  au  triangle  K^iy. 

N.M.  —  On  nous  dit,  mais  nousNivons  p«ine  h  le  croire,  que  cette 
CQjpie  a  été  écartée  par  une  fin  de  noD-reœToir,  comme  ne  s*appuyant  pas  . 
sur  une  méthode  olassique.  Gela  nous  surprend  d'autant  pluf  qu'il  ^  a 
nombre  d'jnnées  que  totts  les  proCesseurê'éAsei^nent  les  propriétés  de  lit 
division  harmonique  et  des  faisceaur  harmoniques,  en  sorte  qu'il  y  a  bien 
peu  d'éUves  qui  no  le§  connaissent.  Écartârail-on  une  copie  où  Ton  a'a||- 
puieriût  sur  la  théorie  des  transversales P  Cependant  il  n*y  a  rien  de  plus 
rlasslque,  quoique  lés  programme*  n'en  parlent  pas*. 

En  i8S«,  une  Commission  où  entraient  plusieurs  Membres  de  l'Institut, 
pt  entre  aiftres  Tillustre  Cauchy,  avait  à  jugir  les  compositions  an  con-   * 
cours  général  en  Mathématiques  spéciales.   L'ane  de  ces  coniposilions, 


•  • 
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celle  de  M.  Camille  de  PoligMc,  B'afl|>U7al»  sur  des  méthodes  qui  n'é- 
Uitat  certaineai^iit  pas  clatfiqiies,  puisqu'elles  H^aTaiènt  eoeoreété  «po- 
sées dans  aucao  ouvrage  ex  professa,  ^es  juges  du  cencours  aTouèreot 
d'une  eommnne  Toix  qu'ils  n'y  comprenaient  i4eii,  mais  ils  ne  voulurent 
pas  que  leur  ignorance  nublf  k  «n  candidat  qui  paraissait  sérî«ox.  Us 
firent  venir  parmi  eux  l'antenr  de  ces  méthodes  et,  sur  son  rapport,  M.  de 
Polignac  eut  le  second  prix.  Je  rapporte  le  fait  parce  qu'il  est  carieax, 
sans  vouloir  d'aUlQurs  établir  de  comparaison  eMre  la  Commission  de  i8Sf 
et  celle  de  1 866»  dont  tons  les  membtet,  j«  le  sappoee,  oonnaifiaent  les  pro- 
priétés des  faisceaux  harmoniques.  .  P. 


ROTB  SGR  UNE  PROPRlfiTfi  DIS  SECTIOIS  CONQUES; 

Par    m.    Ar.    VrANT, 

Au  Prytanée  miliUdre. 


Trois  droites  A  A',  BB',  CC,  issues  ries  trois  sofnmets 
d'un  triangle  ABC,  se  coupent  en  un  même  point  (y\ 
une  cmnique  passant  par  les  pieds  A',  B',  C  de  ces  dnntes 
coupe  les  côtés  ^n  trois  autres  points  A"j  B^,  C\  qui^ 
joints  aux  sommets  opposés^  donnent  un  nouveau  fais- 
ceau de  droites  concourantes.en  un  même  point  Cy. 

La  proposition  est  facile  a  Àablir  dans  le  cas  da  cercle. 
Par  une  projecûoo  coBique  on  Fétendensuite  au  cas  d'une 
conique  quelconque. 

Par  hypothèse, 

AB\CV.BC^_ 
CB'.AC'.BC"^'' 

Par  construction,  on  a 

AB'  _  AC^       CÀ'  _  CB"       Bg  _  BA" 
JC^AE'''      CB'"^CF'     BA'^^BÇ"' 
donc 

acvcb^ba;;^ 

■    '  AB".CA".BC"'~'''    . 
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par  conséquent,  le^  drçites  AA^'j^  BB'',  CC^  se  coupent  ah 
même  point  (*). 

'  En  transformant  par  les  polaires  réciproques,  on  obtient 
l'énoncé  suivant  :  • 

Trou  droites  issues  des  sorqmets  d^un  triangle  vont 
couper  le^  èôtés  opposés  en  trois  points  en  ligne  dinite ; 
on  leur  inscrit  une  conique  à  laquelle  on  mène  des  som- 
mets du  triangle  trois  nouvelles  tangentes.  On  fofme 
ainsi  un  nouveau  faisceau  de  lignes  coupant  les  côtés 
opposés  duiriangle  en  ligne  droite. 


*  THfiaRÈHI  SUR  m  GMHIIIIS) 
"  P4A  mm:?  aux  GORNU  xt  l^  MOilANGE. 


^  pn  sait  que  lorsque  ttoî«  conic^ues  S/S',  S^'^  ont  deux 
points  comq^uns  A  et  B,  les  trois  droites  qui  joignent  les  . 
autres  points  d'intersection  de  ces  courbes  deux  à  d«ux 
l^oncourent  en  un  même  point  P.  Je  dis  qu'il  existe  une 
conique  passant  par  les  deux  points  A  et  B,  tangente  en 
chacun  de  ces  points  aux  deux  droites  PA  et  PB,  et  cou- 
pant une  quelconque  S  des  coniques  en.  ses  points  d'inter- 
sectioQ^  avec  la  polaire^de  P  par  rapport  a  Sl 

Je  prends  le  tHanglé  PAB  pour  trianglelle  réftfioitce. 


(*)  La  proposition  énoncée  se  déduit  ftnfl»édiatemtiit  4u  ihûQl^Jne  de 
Canot,  «luelle  que  soit  la  conique  eonsidérée^.  Car,  d'après  ce  ttiéorème, 
on  a^  pour  tonte  courbe  du  Mcond  degré, 
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iics  cqpations  des  trois  coniques  Seront  de  la  forme 

jS)  YZ-f-X(/X-4- /»  Y-f- /iZ)===o,  *"* 

Vf  •     .  TZ-f-X(/X-^/w'Y-K/'.'Z)=:o, 

(S")  YZ*-ht(a-4-m''t-f^/i'Z)~o. 

L'équation  d'une  conique  tangente  à  PA  en  A,  à  PB  en  B^ 

■est-      ,  '         -  \    ^      '    • 

YZ  +  Xrf^  =  o. 

Cherchons  la  seconde  corde  commune  à  cf  tle  courbe  ei  à 
la  conique  S  :  elle  aura  pour  équation 

(/  — )L)X-f-/fcYH-«Z  =  o. 

L'équation  delà  polaire  de  jP  par  rapport* à  la  conique  S 
'est   '  •■  • 

.     2/X^/llY-+7l2  =  0. 

On  voit  qu^on  peut  ohot^ir  X  de^manière  à  identifier  lés 
équations  de  ces  deux  droites  ;  il  suffit  de  prendre  X  v=  — /. 
Le  théorème  se  trouve  dona  établi. 
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M.^esalê'esè  proposé,  Bans  cet  Ouvrage,  de  présenter  les 
principes  de  TAstroiioinie  mathématique  sous  nne  forme  aâiei 
aiidple  poar  les  fai|e  entrer  dans  le  cadre  de  renseignement 
supérieur,  |1  a  écrit  ainsi  une  élc^fante  introducHon  è  I4  Mé- 


(  56.  ) 
canique  céleste,  et  il  a  rendu  nn  véritable  service  aux  jeunes 
gens  qui  sortent  chaque  année  de  TÉcole  Polytechnique  ou  de 
nos  Facultés  avec  une  forte  instruction  et  avec  le  goût  du  tra- 
vail. 

Trois  problèmes  fondamentaux  forment ,  comme  on  sait, 
l'objet  de  la  Mécanique  céleste  :  ce  sont  les  perturbations  pla- 
nétaires, la  figure  des  corps  célestes  et  les  oscillations  des 
fluides  qui  les  recouvrent,  la  rotation  de  ces  corps  autour  de 
leurs  centres  de  gravité.  De  ces  ^rois  problèmes,  le  second  est 
celui  que  M.  Resal  a  traité  avec  le  pins  de  développements,  et, 
à  notre  avis,  avec  le  plus  de  succès.  La  convergence  des  séries 
de  fonctions  sphériques  qui  expriment  Tattraction  d'un  sphé- 
roïde sur  un  point,  et  la  détermination  de  la  forme  de  ces  fonc- 
tions; l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  de  Jacobi,  et  la  discus- 
sion relative  aux  conditions  de  possibilité  de  cet  ellipsoïde;  le 
théorème  de  M.  Liouville  sur  la  stabilité  de  Téquilibre  d'une 
masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  et  l'applica- 
tion de  ce  théorème  à  la  stabilité  de  l'équilibre  des  mers;  enfin 
les  propriétés  des  lignes  géodésiques  tracées  sur  la  surface  d'un 
sphéroïde  :  tels  sont  les  points  qui  ont  principalement  attiré 
notre  attention.  Il  nous  est  impossible  d'indiquer  ici  les  mé- 
thodes souvent  originales  et  toujours  bien  choisies  que  l'Auteur 
a  employées  pour  traiter  ces  différentes  questions.  Nous  nous 
bornerons  à  le  féliciter  de  l'excellente  liabitude  quUl  a  prise 
d'illustrer  en  quelque  sorte  les  résultats  de  l'analyse  par  des 
considérations  empruntées  à  la  Géométrie  et  à  la  Cinématique. 
L'Auteur  a  complété  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre  par  deux 
Chapitres  intéressants,  Tun  sur  la  chaleur  centrale  de  notre 
globe,  l'autre  sur  l'équilibre  d'élasticité  d'une  croûte  planétaire. 
Ces  deux  Chapitres  constituent  la  partie  mathématique  de  la 
Géologie,  et  c'est  une  heureuse  idée  que  de  les  avoir  introduits 
dans  un  Cours  de  Mécanique  céleste. 

P<ous  féliciterons  encore  M.  Resal  d'avoir'  analysé  et  coor* 
donné  les  beaux  travaux  de  M.  Roche  sur  les  atmosphères  des 
corps  célestes  en  général  et  sur  celles  des  comètes  en  particu- 
lier. C'est  une  question  que  les  recherches  entreprises   par 

Ann.  df  Mathémat.,  q*  série,  t.  V.  (Dcccmbre  |866.)         36 


(  5fo  ) 
M.  Faye,  à  propos  de  k  comète  de  Donad,  ont  mise  à  Tordre 
du  jour.  LVxrstence  d*ane  force  répulsive  émanée  dn  S6h\}  et 
agissant  sur  la  matière  extrêmement  divisée  en  raison  inverse 
de  sa  densité  paraît  aujourd'hui  hors  de  contestation,  et 
M.  Roche  a  fait  voir  qu'en  joignant  cette  Ibrce  hypocbétîqoe  h 
la  gravitation,  Too  rend  parfaitement  compte  des  queues  et 
des  aigrettes.  Les  figures  géométriques  résultant  de  la  théorie 
peuvent  être  considérées  comme  les  esquisses  des  formes  obser- 
vées. A  la  vérité,  M.  Roche  n'a  considéré  les  atmosphères  qn*en 
équilibre,  tandis  qu'elles  sont  continueMement  en  mouvement; 
il  a  supposé  (à  peu  près  comme  Tavait  fait  Ifevrton  dans  s» 
théorie  des  marées)  que  l'atmosphère  d'une  comète  prend  h 
chaque  instant  la  figure  qu'elle  aurait  si  le  noyau  était  Immo- 
bile, tandis  qu'en  réalité  cette  atmosphère  tend  continuellement 
vers  une  figure  d'équilibre  qui  varie  sans  cesse  et  qoe  par  cofi- 
séquent  elle  n'atteint  jamais;  il  n'a  donné  que  la  théorie  stt- 
tique  des  phénomènes.  Mais  une  théorie  dvnamtqne  soulèverait 
peut-être  des  difficultés  d'analyse  insurmontables,  et,  en  tons 
cas,  n'aurait  d'intérêt  qu'autant  que  les  observations  acquer- 
raient assez  de  précision  ponr  qu'on  pût  le»  comparer  tmx  ré* 
sultats  du  calcul,  non  pas  en  gros,  nrais  en  détail  :  noos  n'en 
sommes  pas  là. 

On  voit  que  le  livre  de  M.  Resal  n'est  pas  sealement  Hn«f  In- 
troduction au  grand  ouvrage  de  Iiaplace,  mais  qnll  en  est  sur 
plusieurs  points  l'utile  complément.  Toutefois,  nous  ne  pouvons 
nous  dispenser  de  faire  observer  à  l'Auteur  'que  les  «Hfferentes 
parties  de  son  livre  manquent  un  peu  de  proportion,  eC  que  le 
Chapitre  consacré  aux  perturbations  planétaires  n'est  peut-être 
pas  suffisant,  même  pour  un  Cours  élémentaire.  Sans  doute  l.i 
inéihod«  de  la  variation  des  constantes  arbitrain^s,  la  réductioti 
en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  la  théorie  des  variations 
séculaires  des  éléments  elliptiques  des  planètes  sont  présentées 
avec  autant  d'élégance  que  de  simplicité,  et  TAoteur  a  complété 
heureusement  ce  Chapitre  par  une  Note  intéressante  sur  le  beau 
théorème  d'Hamilton  et  de  Jaeobi.  Mais  il  ne  nous  parait  pas 
permis,  même  dans  un  Cours  élémentaire, de  passer  entièrement 
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SOUS  silence  les  inégalités  séculaires  et  les  principales  inégalité» 
périodiques  de  la  Lune,  la  libration  des  trois  premiers  satellites 
de  Jupiter,  la  grande  ijaégalité  de  Vénus,  la  découverte  de  Nep-* 
tune  par  les  perturbations  d'Uranas,  les  travaux  de  M.  Le 
Verrier  sur  Mars  et  sur  Mercure.  Ce  sont  des  lacunes  que 
M.  Kesal,  nous  l'espérons,  feva  disparaître  dans  une  seconde 
édition.  S'il  craignait  de  trop  grossir  son  volume,  nous  renga- 
gerions plutôt  à  sacrifier  tout  ce  qui  concerne  le  mouvement 
elliptique  et  l'attraction  des  ellipsoïdes:  Le  lecteur  qui  aborde 
un  livre  comme  celui-ci  doit  être  familiarisé  d'avance  avec 
toutes  les  théories  qui  s'enseignent  dans  les  Cours  ordinaires  de 
Mécanique  rationnelle.  Cu.  Simon. 


RBCTinCATIONS. 


M.  Ferdinand  Roux,  élève  du  lycée  de  Nîmes  (classe 
ôt  M.  Durrande),  nous  avertit  que  le  théorème  qui  fait 
l^objet  de  la  question  741  (a*  série,  t.  VI,  p.  4^9)  est  faux. 
On  le  prouve  aisément  à  Faide  d'un  cas  particulier. 

Il  s^est  glissé  une  erreur  dans  la  question  781 ,  p.  480. 
L'énoncé  a  été  rectiGé  par  M.  Laisant,  dont  la  solution 
paraîtra  dans  le  prochain  numéro. 

La  démonstration  de  la  série  de  Taylor,  donnée  au 
tome  II  de  la  2*  série,  p.  19,  doit  être  entièrement  rejetée, 
l'auteur  raisonnant  comme  si  la  quantité  désignée  par  0 
était  une  constante,  tandis  qu^elle  dépend  à  la  fois  de  h 
et  de  X. 
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(TOME  V,  2«  SÉRIE.) 


Aialjse. 

Démonstration  nouTelle  d'un  théorème  de  Gauss  relatif  aux  séries; 

l>ar  M .  Bouché ^ lo 

Méthode  de  Cauchy  pour  les  fonctions  symétriques;  par  M.  J.-J. 

Serret 76 

Résolution  de  Téquation  a'  +  &'  =  c'  ;  par  M.  Qàker^BfX'  •  •  • 129 

Sur  les  fonctions  de  StUrm  ;  par  M.  Gilbert a63 

Sur  rintégration   des   équations  différentielles  simultanées  et  li- 
néaires; par  M.  ProuAef 3i3 

Sur  les  équations  algébriques  du  troisième  degré;  par  M.  Sivering.     356 
Méthode  pour  résoudre  les  équations    du    troisième  degré;  par 

M.  Hoger  Alexandre ' 358 

Moyen  de  ramener  une  équation  du  quatrième  degré  à  une  équa- 
tion réciproque  ;  par  M.  Alexandre 477  ^^    ^^7 

Sur  Tapproiimation  ;  par  un  ^fronn^. 4^7 

Décomposer  en  la  somme  de  n  carrés  de  fonctions  homogènes  du 
premier  degré  le  polynôme 

composé  de  11-4-  i  carrés;  par  M.  A.  R 4>4 

Sur  les  fractions  continues;  par  M.  Laurent 54o 

Question  725.  —  Résoudre  algébriquement  Téquation 

[(x*-+-a)*-+-:r*]»  =  8x^(xH-.j)«; 

par  M.  Lehasteur  et  par  M.  Renaud 279  et    4^9 

Question  728.  —  Si  a,  fi,  y,  i,  €,  racines  d'une  équation  du  cin- 
quième degré,  ont  entre  elles  la  relation 

la  racine  c  est  une  fonction  rationnelle  des  coerficieiits  de  Téqua- 
tion  donnée,  pourvu  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  groupe  de  quatre  ra- 
cines satisraisnnt  à  la  relation  précédente;  par  M.  Ni^xiowsiii. . .     381 
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Qitrstion  746. 

Bin  -  •  8in  —  •  sin^-  ...  sm  -^ —  1 

m         2m          ôm m  I 

.       W          .      37r         .      ÔTT                .^  (  m  —   I  )  TT  I 

sin — •  sin — «sin — ...Bini I 

am         im  'im  am       J 
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Formule  analogue  quand  m  est  impair;  par  M-.  Merce  Buseo.». .     339 

Question  d'Algèbre  élémentaire;  par  MM.  Uister  et  Neuberg 354 

Question  775.  —  L'équation 

I       1.3       i.a.3  i.a.3.   .n 

ne  peut  avoir  deux  rtcines  réelles;  par  M.  Graindorge 5ao 

Question  776.  —  L'équation 

,-^y,^.y(y-^-'),..^...-Hy(y+o-  •(''-^— '^x-=o 

'  i.'i  i.-2...n 

ne  peut  avoir  deux  racines  réelles  quand  y  est +^0  et  ^^n; 

par  M.  ^rûindorge • 5ai 

Question  777.  —  Si  l'équation 

du  nfi^  degré,  n'a  pas  de  racine  réelle,  Téquation 

/(x)  +  ./'(x)+-«/'(*)-H- «"/«(')  =0 
n'a  pas  non  fAus  ^e  racines  réelles;  par  M.  Graindorge 5'i4 

Géonétrie  ï  deai  dineisioDS. 

Interprétation  géométrique  des  coefOcieots  des  variables  dans  le» 

équations  des  courbes  du  second  ordre  ;  par  M.  Faure 5 

Sur  le  nombre  des  coniques  qui  touchent   en    cinq   points  uue 

courbe  du  cinquième  degré;  par  M.  Berner fj 

Sur  le  lieu  des  points   également  distants  d'une  parabole  et  du 
foyer  de  cette  parabole  (  Composition  pour  Tadmission  à  l'École 
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FEUILHES  (Hemri-Victor),  élève  du  PryUnée  (admis  le  io4«  à  l'É- 
cole Polytechnique) • 4^ 

FOURET  (Georges),  officier  du  génie 170  et  383 

GASTON  ^F.)i  élève  du  lycée  de  Grenoble 4^ 

GAZÈRES  (J.) 364  «^  366 

GERONO,  rédacteur. .     347,  353,  363,  364,  38o,  433,  435,  460, 

461,  468,  473,  5io  et  5i8 

GILBERT  (  Pu .)>  professeur  à  TUniversité  de  Louvain 363 


(  5:3  ) 

Pages. 

GILL£  (A.)*  élève  de  Fémle  Sainte-GeoeriéTe 466 

GODART  (A.),  professeur  k  Sainte-Barbe i5  et  319 

GRA1NDORGE  (J.)>  élèTe  ingénieur  des  Mines  à  Liège.    466,  468  et  5Q0 

GRASSAT  (Arthur),  élève  de  TÉcole  Polytechnique i34  et  170 

GRIFFITHS  (John ),  du  oi>llége  de  Jésus,  à  Oxford 96 

GROSSOUVRE  (dk),  élève  du  collège  Stanislas 556 

HAfiICH  (E.)*  directeur  de  l'École  supérieure  polonaise. . .     899  et  5a8 

HATTÉ  (Jules),  élève  du  lycée  Charlemagoe 172,  179  et  aa-j 

UAUSER  (S.)i  professeur  au  lycée  Charlemagne 4' 

HERMANN  (A.),  professeur  au  lycée  de  Tournon 509 

HERMITE  (Ch .)t  Membre  de  l'Institut 397,  43a  et  479 

UIRST  (T. -A.),  professeur  au  collège  de  PUniversité,  à  Londres . .  3i3 

HOiJEL  (JuLBs),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux..  a35 

HUGO  (comte  Léopold  ) 535 

JARRIGE,  professeur  au  lycée  de  Saint-Étienne 73 

JUNCKER  (A.),  élève  de  l'École  Polytechnique 878 

KAEMTZ 366 

LABAILLE  (Ferdinand)  ( admis  le  9*  à  l'École  Normale) 173 

LACAUCHIE  (L.) 173,  327  et  379 

LADURON  (Cam.),  élève  de  l'École  des  Mines  de  Liège.    369,  466  et  535 

LAGUERRE,  répétiteur  k  PÉcole  Polytechnique 384 

LAISANT,  officier  du  génie 173,  461 ,  466;  535  et  538 

LAURENT  (Hermann),  docteur  es  Sciences 540 

LEBASTEUR,  élève  ingénieur  de  la  marine 379  et  370 

LE  BESGUE  (Victor-Amédéb),  professeur  honoraire.     191,  193  et  444 

LECOCQ,  maître  répétiteur  au  lycée  Saint^Louis i3o 

LEROSEY  (JuLBs-Louis),  élève  du  collège  Chaptal  (admis  le  3o^  à 

l'École  Polytechnique) sGf 

LEVY  (Armand),  élève  du  lycée  de  Metz 173,  179,^  180  et  38o 

LONGGHAMPS  (G.-G.  de),  élère  de  l'École  Normale 118 

LUCAS,  astronome  à  l'Observatoire  de  Paris 37 

MANNHEIM  (  A .),  professeur  à  l'École  Polytechnique ^  191 

MARMIER  (Gaston),  élève  de  l'école  Sainte-Geneviève  (admis  le 

i3i*  à  l'École  Polytechnique) 173,  180,  337  et  366 

MARTEL  (Henri),  élève  du  lycée  Saint-Louis  (admis  le  138»  à  PÉ- 
cole Poyltechnique) 364 

MARTIN  (Th. -H.),  doyen  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Rennes 457 

M ASSING,  élèTc  de  l'École  Centrale 829 ,  366  et  466 

MATHIEU  ( J.-J.-A.),  capitaine  d'artUlerie 48 

MELON 366 

MIRZA-NIZAM io5  et  169 

MISTER,  professeu r 354 

MOësSARD  (  Paul  ),  élève  de  l'École  Polytechnique ai 

MONTAT  (Bricourt  de) 333 


(574) 

Pages. 

irORANGE(K.),  éléTe de  rÉeola  Polyteéktti^M SSg 

MOREAU  (H.),  éiè¥e  du  lycée  de  lUsetttÇM . . 36 1  et  366 

MUZEAU  (Eugène),  otteier  d'artilterie 17a,  2Q7,  364  et  3» 

NEUBERO,  professeui* 354  et   ^" 

NICOLAÏDÊS  (Nicolas),  profesMor 3g^ 

NIEBYLOWSKI  (ViNciSLAt) i39,  149,  173,   178,   180,  rr), 

^i,  363  et   419 
FITEWENGLOWSKI  (Bolbslas),  élère  de  Tteole  Nomele. .     170  e1    177 

OPERMANN  (Louis),  de  Copenhegoe 383 

PAGE,  professeur  à  Técole  d'artillerie  de  YliMiennes ^ 

PAINVlIf  (L.)»  professeur  au  lycée  de  Douai 49»  97>  M^j 

336,  337  et   5S3 

PAREL  (  Almkt). 17Î 

PETERSEN  (JuLins) ifio 

PIGART,  professeur  eu  lycée  Charlemagne a3{ 

PI€QUET  (Hbrri),  élèTO  de  l'École  Polytechnique i^S 

POUDRA  (NoBi^-GiaMiirAL},  officier  d'état-major  en  retraita 3i3 

PROUHET  (EuGtn),  rédacteur.     00,  37,  3t,  94,  i3i,   1^,  i43, 

179,  181,  18g,  193,  311,  336,  384,  333,  338,  384,  4^«*  4^ 
PCEL  (Odiloh),  élève  du  collège  SUnislas  (admis  le  68*  à  l*ÉeoIe 

Polytechnique) tit  a  3)6 

QAHER-BEY 119 

RAKOUSKI  (J.) (66 

RÉALIS  (S.),  ingénieur 5î8 

RECOQ  ( Amathle),  élève  de  TÉcole  Normale  (décédé) iS; 

RENAUD,  élère  du  lycée  Louis-le-Grand. 4^ 

RIBAUCOURT  (  Albert),  élèTe  de  VÉcole  Polytecfaniqne 169 

RIBAUGOURT  (Gbarlbs),  élève  do  lycée  de  Douai  (admis  le  69*8 

l'École  Polytechnique  ) 36a 

RIGUARD  (  Fbançoh),  élève  de  l^cole  Normale 169  et  11; 

ROBERTS  (Wiiiiam) 190  et   38s 

ROBIN  (A),  élève  du  lycée  de  Grenoble... 4^ 

RONDOT  (E.)>  élève  du  lycée  Cfaarlemagne Q37  et   4^ 

ROQUE,  grenadier  au  49*  de  ligne ^ 

ROUGHÉ  (EuGft»),  professeur 10 

ROUQUET,  professeur  aulycée  de  Pau 3<î 

R0US9ET,  élève  du  lycée  Charlemagne 180 

ROUX.  (FsRDmAnD),  élève  du  lycée  de  Ntmes 563 

SAACKÉ  (P.),  élève  du  lycée  de  Montpellier 371 

SABINE,  président  de  la  Société  royale  de  Londres ^ 

SAGGBl  (Josbpb),  professeur  à  Milan i;o 

SALMON  (GtoiGBs),  professeur  au  collège  de  la  Trinité,  à  Dublin..    1^ 

SARTIAUX  (  Alvbbt),  élève  des  Ponts  et  Chaassées 3i7 

SAINT-GERMAIN  (A.  de),  docteur  es  Sciences,  agrégé ^^ 


(575  ) 

Pages. 

SERRET  (  J.-A),  Membre  de  l'IntUtul 76 

SIMON  (Gb.)»  proresseur 56o 

SIVERING  ( Joseph ),  ingémear 356 

STEPHAN  (E.),  astronome Zaï 

STREXALOFF  (  Vicvor),  élèTe  de  rUnÎTersité  de  S«iDlPé(en^ui|[.  4a6 

SYLVESTER,  professeur  à  Woolwich 43a 

TANNERY  (Jules),  élèTe  du  lycée  de  Caen  (admis  le  pauiiBa  à  l'É- 
cole Normale  et  le  27*  à  l'École  Polytechnique) 17a 

TRANSON  (  Abel),  répétiteur  à  TÉcole  Polytechnique 48  et  63 

VIANT  (A.),  élève  du  Prytanée  (admis  le  i43«  à  l'École  Polytech. 

nique) 17a,  227,  a3i,  276,  3q7,  4^9  «t  459 

VIARIS  (LtOR  DB  ),  élève  du  lycée  Saint-Louis  (admis  le  48«  à  l'École 

Polytechnique) 10  et  227 

VIGNERAL  (G.  de)  180 

VIOLLAND  (Henri),  élève  de  l'Ecole  Normale 168 

VIRIEU  (de),  professeur  à  Lyon 23o  et  3i6 

WATTEAU  (Caklos),  élève  du  lycée  de  Douai 436 

ZEDTHEN  (H.-G.)>  de  Copenhague.  34j,  389,  383,  385,  433,  481  et  529 

Note.  —  Sur  i53  collaborateurs  dont  les  travaux  ont  été  insérés  ou 
mentionnés,  il  y  a  39  élèves  de  Mathématiques  spéciales,  dont  16  ont  été 
admis  à  FÉcole  Polytechnique,  et  l  à  l'École  Normale. 


ERRATA. 


TOME  V  (3«  SÉRIE). 

Page  127*  ligne  33,  au  lieu  de  homofocale,  lisez  homofocauz. 

Page  3^4}  ligne  32,  au  lieu  de  la  somme  des  carrés,  lite%  la  somme  des 

inverses  des  carrés. 
Page  353,  ajoutez  h  lajinde  la  note  ou  zéro. 

Page  353,  ligne  9  en  remontant,  au  lieu  de  (m, -4-. . .),  Use*  (m'+. .  .)• 
Page  a53,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  <fc  («,  -H. . .),  lises  (ii'-H. . .). 
Page  a56,  ligne  13,  au  lieu  de  y",  lises  v'. 

Page  358,  ligne  5,  au  lieu  de'^'^'^'~''\  lises  '"*^"''""'^. 

3  2 

Page  359,  ligne  7,  au  lieu  de  d^=iiy  lises  it|  =0. 
Page  390,  ligne  j,  au  lieu  de  qui,  lises  que. 
Page  293,  ligne  5,  au  lieu  de  le  dernier,  lises  (C.,,.^»  Z|  Z,}. 
Page  292,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  n^  ii,  lises  n®  10. 
Page  397,  dans  la  note,  au  lieu  de  nP  20,  lises  n<*  18. 
Page  363,  ligne  m,  au  lieu  de  Tubrun,  lises  Aubrun. 
Page  537,  ligne  33,  am  lieu  dé  demien,  lises  preanlers. 


(576) 


QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 

Dam  les  cinq  derniers  volumes  de  la  première  série 
et  dans  les  cinq  premiers  de  la  detixiême. 


TOME  XVI,  1"  série. 

TOME  !•',  2«  série. 

No« 

Pages. 

N~ 

P««es. 

36o 

58 

604,  606  et  607 

39 

383  et  385 

180 

6i5  et  617 

i55 

399  et  400 

390 

63i 

383 

TOME  XVII. 

TOME  11. 

4i4  et  4^ 

3i 

643 

93 

434,  437,  439  et  44« 

186 

662 

336 

444  et  445 

262 

666 

371 

447  et  448 

358 

673  et  675 

479 

454 

434 

683 

55o 

TOME  XVIIÏ. 

TOME  III. 

473  et  475 

170 

693 
701 ,  7o3  et  705 
711-11  et  III 

139 
176 

44^ 

480  et  482 
487  et  489 

266 
357 

495  et  496 

443 

TOME  XIX. 

TOME  IV. 

5o5et5o6,  5ii  à  5i3 

44 

718 

721 

724 
729  à  732 
744,  745  et  748 

48 

86 

525  et  526 
528  et  529 
536,  538  et  539 
541 

234 
247 
3o6 
36i 

•4> 
4»8 

546,  547,  549  et  552 

404 

TOME  V. 

554 

464 

75. 

48 

TOME  XX. 

758  et  759 

191 

559 

55 

760  et  761 

340 

573 

112 

76a,  763  et  765 

336 

578,  585  et  589 

i4o 

767  à  774 

38a 

592  et  593 

216 

778  à  787 

479 

598 

399 

788  à  790 

518 

PAKIS.  ->  IMPRIMERIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

Rue  de  8eiDe-SaiDt-GermalD,  10,  prèf  riDflitut. 
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